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DAS PROBLEM DER
LINEAREN DIFFERENTIALOPERATOREN

Nota (*) di Hans HorNicH (a Graz)

Wir beschiftigen uns mit den linearen Differentialope-
ratoren Lu einer Funktion « in einer oder mehreren Variablen
mit stetigen Koeffizienten, fiir welche die Differentialglei-
chung

(1) Lu=f

mit jeder stetigen Funktion f eine Losung hat; wir
wollen dabei die Frage im kleinen, also fiir eine Umgebung
eines Punktes P behandeln ).

Sei also

du
ozt ... Ba:f."
wobei die Koeffizienten g; . ;  stetige Funktionen in einer
Umgebung U eines Punktes P (2°, .. #°%) seien und nur
endlichviele g; .. ; nicht identisch in U verschwinden. Dann
lautet die Frage:

Gibt es eine feste Umgebung U' C U von P, so daB fir
jede in U’ stetige Funktion f die Differentialgleichung (1)

losbar ist, d.h. so daB es eine in U’ stetige Funktion u gibt,
i

(2) Lu=ZXg; . ., =%+ ... 4 tn)

deren Ableitungen -+ fir welche g; . ; nicht identisch

oxp ... azin

(*) Pervenuta in Redazione il 4 giugno 1954.

1) Die hier gezeigten Siitze geben die Losung unserer Fragestellung
in zwei wichtigen Spezialfiillen u. z. ohne Differentiationsvoraussetzungen
iiber die Koeffizienten. Die allgemeinen Existenzsiitze bei partiellen
Differentialgleichungen sind etwa bei D. Bernstein (1950) zusammen-
gefasst
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in U’ verschwindet, in U’ existieren, stetig sind und die Dif-
ferentialgleichung (1) erfiillen.

Im bejahenden Fall sagen wir kurz, dag (1) fiir alle f
1osbar sei.

Man sieht sofort: Fiir alle Ableitungen Lu == g% (i=1,..n)
§

ist (1) fiir alle f losbar. Ferner:

Sind Lyu—=f und L,u=7f fiir alle f losbar, so ist auch
L,L,u = f, sofern diese Differentialform gebildet werden kann,
fiir alle f losbar. Wir brauchen ja nur L,v=f und sodann
L,y —=—v zu losen.

Andererseits ist L,L,u=—f nicht fiir alle f losbar, wenn
L,u = f nicht fiir alle f losbar ist, u.z. gleichgiltig, ob L,u —f
fiir alle f 16sbar ist oder nicht.

Ein n-Tupel (j,, .., ju) (je=0 ganz) heiBe ein Nachfolger
vom n-Tupel (%, .., iy) (ix =0 ganz), wenn diese beiden

n-Tupel verschieden sind und fiir jedes k gilt ix < jr. Ist
” ”
k21j,, :kE lik + 1, so sprechen wir von einem Nachfolger 1-ter

Ordnung. Ubertragen auf die n-Tupel der Indizes sprechen wir
dann analog von den g; .. ; und deren Nachfolgern.

Dann gilt:

Lu habe folgende Eigenschaft: jedes gi,..,, unter dessen
n Nachfolgern 1-ter Ordnung wenigstens ein g samt seinen
s@mtlichen weiteren Nachfolgern in einer Umgebung U von P
identisch verschwindet, ist im Punkte P gleich Null. Dann ist
Lu=f nicht fir alle f losbar.

Zum Beweise trennen wir in der Summe (2) diejenigen
Glieder mit nicht identisch in U verschwindenden g;,...;, , fiir
welche zu jedem Nachfolger 1-ter Ordnung entweder dieses g
oder eines von dessen Nachfolgern nicht identisch in U ver-
schwindet, und diejenigen g;,.. s , fiir welche ein Nachfolger
1-ter Ordnung samt allen seinen Nachfolgern in U identisch

verschwindet :
»=3 + >

In der ersten Summe haben wir dann alle (i, ..., i) filr
welche bei jeder Losung von Lu — f in dem oben angegebenen
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Sinn —% noch stetig differenzierbar in P ist; also gilt

0x7 ... 0%y
Fu ou
zh ... 3z - (3:51 .0

wo die A; Konstante sind und ¢, —0 fiir (2,, ..., 2) — (2, ..., #°)
strebt.
In der zweiten Summe haben wir alle (3,, ... 4,), fiir welche
nach unseren Voraussetzungen das g;..;, in P verschwindet.
Wir konnen dann unsere Differentialgleichung (1) so an-
schreiben :

3) ") + Z[A,(u, - i) + &5z — 2°)

@ Iu=3 B\ gt E Ao b)) — 200+
3::;1 3:0,;' P
82
+3g .. % = f(z, ... zy)

t 8 . axf."

Fiir den Punkt P muf§ also sein:

) 2'( Pu ) i (@ e 20) = flahs o 2%)

az, ax

Subtraktion liefert dann:

, o
®) > (————’i—) (6.5, — G i (8% o 2] +
axl 3::
’ . . 0 7" a'.u
+ Z'[A (5 .. i) + &)@ — 20, + T Gty . =
ox1' ... 0z
= f(@y ... Tu) — (2% ... ")
‘Wir setzen nun:
(1) Uzy ... o) = MaX | |Giy s, — 9.4, (815 - T'W)|; |25 — 2%}

das Maximum iiber alle (4, ...1,) und alle j genommen. Es
ist I eine in U stetige und nur in P verschwindende, sonst
iiberall positive Funktion. Wir wéhlen f so dag

8) f@s oo Tw) — F(2% o 2%) = V UZy ... Zn)
Dividieren wir nun (6) durch ! (,, .., x), so haben wir

22
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links einen Ausdruck, der absolut
oy

5 (—. a ._)

oz .. 0z, /e s ...
also fiir (#, ..., ) — @,° ..., °,) beschrinkt bleibt, wihrend
die rechte Seite gegen -} oo strebt. Fiir diese Wahl von f ist
also die Differentialgleichung nicht lésbar.

Unser Satz zeigt also z.B., daf eine — partielle oder ge-
wohnliche — lineare Differentialgleichung k-ter Ordnung, deren
Koeffizienten mit i, + ... + i, =k sdmtlich nicht identisch
verschwinden, aber fiir den Punkt P alle — 0 sind, dort nicht
fiir alle stetigen Funktionen f losbar ist.

Dieser Satz und die Unlésbarkeit der Differentialgleichung
(1) fiir bestimmte Fille ist ganz analog zu gewissen Erschei-
nungen bei partiellen Differentialgleichungen mit reguliren
Koeffizienten und reguliren f, wobei nach reguliren Loésungen
gefragt wird; so ist z.B. ?)

<

+ | Ayt o i)+ 5] G, |+ | =

o
©) utSam g =1

bei gewissen Werten der «; nicht fiir alle reguliren f regulir
lésbar. Wie aus unserem Satz hervorgeht, ist also aueh

» ou :
10) % +i§1a.~(x1 e Tyy) %, = f

fiir stetige o; und f mit «,(0, ..., 0) = 0 i.a. nicht losbar.
Wir geben nun umgekehrt einen Satz, der fiir gewisse Lu
die Losbarkeit von (1) fiir alle stetigen f garantiert.
" Gibt es in Lu ein Grirys das in P verschieden von Null
ist und gilt fir alle in U nicht identisch verschwindenden Koef-
fizienten g, ..;.

(11) ’ilgrl, izsrz,"- ing’r”

80 ist in einem bestimmten Intervall um den Punkt P die Dif-
ferentialgleichung (1) fir alle stetigen f lésbar.

2) Rend. di Mat., Roma 1952, 125-133.
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Es sei also ein in P nicht verschwindender XKoeffizient
héchster Ordnung in allen Variablen vorhanden.

Zum Beweis®) nehmen wir ein P enthaltendes Gebiet
U, U, so daf gr,..,, +0 in U, und denken uns (1) durch
gn,...r, durchdividiert, so da8 wir von nun an g, ., =1in
U, annehmen.

Wir setzen weiter z; — z,° = pE; (p feste Zahl > 0), schreiben
(1) in den & an und multiplizieren mit ¢* (r =7, + ... + 74);
dann erhalten wir das Glied hdchster Ordnung mit dem
Koeffizienten 1, wihrend alle weiteren Glieder von Lu den
Faktor p haben; wir wihlen dann das p so klein, da8 in einem
abgeschlossenen Intervall BC U, um den Punkt P(§, =0, ..,
Es=0), etwa |§,|<R<1 das Maximum der Summe der ab-
solut genommenen Koeffizienten der Ableitungen (wir bezeich-
nen sie wieder mit g;, ..; )

(12) ! = Max z | 9i..i, | <2
B (ieig)E(rr..r,)
Wir betrachten dann die Differentialgleichung (wir schreiben
statt &; wieder z,).
oru

13 L= ——«——
(13) T .

= Wz, ... Tn)
mit stetigem h(2,, .., £ ) in B.

Wir integrieren r, -mal nach z, (jedesmal mit 0 als unterer
Grenze), ebenso r, -mal nach 2, u.s.w. und haben schlieglich all-
gemein fiir die Ableitungen der Losung (i <ry) die Ab-
schitzung : ’

Rr—i
<; : — Max |h| < Max|h|=M,
i — ) e (P—tp) !

(14) ' i du

1 OX1 ... SZ:." !

da wir R =<1 gewihlt hatten.
Wir schreiben dann unsere Differentialgleichung (1) in der
Form an:

(15) (L + Loju = f

3) Die sonst bei solchen Beweisen angewendeten Methoden erfordern
vielfach die Differenzierbarkeit der Koeffizienter
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und bestimmen eine Losung, indem wir die Folge der Diffe-
rentialgleichungen losen:
Lﬂl; = f

16
( ) L1“t+1 _ — Lzuk (k = 1, 2, .u)

wobei wir stets die eben angegebene Losung von (13) nehmen,
die L,u; konnen wir wegen (11) stets bilden. Dann ist nach (14)

Fur 4
¢ 4
ozt ... Oz

und weiter nach (12) in B
| Laux | <1 Max

_{nglL,uﬂ

_ O
azh ... 3zl |’
das Maximum iiber alle (3, ..., iy) =F (71, ..., 7w) mit (11) und
alle Punkte von B genommen; also ist mit den ebenso ge-
nommenen Maxima

3‘1‘},

a‘ulc+1.
arh ... Oz

17 Max
311

|<m

Wegen I <1 ist daher fiir jedes (i, ..., i) die Reihe
(o]
Z ha‘uk in
=1 0%y ... Oy

absolut und gleichmigig in B konvergent, also auch u.._ 2 uk.
Durch Summation von (16) folgt dann

(Ih+ Lyu=f

Die so konstruierte Losung u verschwindet an den Koor-
dinatenebenen z;, = 0 durch P, und es ist

.. or—ly oy
fiir Z;:O T——":.--:—;——'T:O
oz ... 9z oz5t ... oz
—1 —p,
_ fiir 4,=0 ——ar—i—q'————=...=;°:l——,—=0
oz dzs ... dm oz 0xs: ... oz

u. 8. w.

Soll die Losung, bzw. deren Ableltungen an diesen Ebenen
nicht verschwinden, sondern bestimmte Werte annehmen, so
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haben wir in geringer Modifikation des Verfahrens bei der
ersten der Gleichungen (16) die Werte von u, bei der Inte-
gration entsprechend anzusetzen.

Durch diese beiden Sitze ist fiir n =1 bei jedem linearem
Differentialoperator Lu feststellbar, ob Lu—7f fiir alle f
losbar ist oder nicht: ist Lu von k-ter Ordnung, so ist Lu—=f
fiir alle f dann und nur dann l6sbar, wenn der Koeffizient
n-ter Ordnung in P nicht verschwindet.



