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SULLA DIFFERENZIABILITA DELLE
FUNZIONI DI PIU VARIABILI REALI Q)

Nota (*) di Mario PEzzaNA (a¢ Genova)

E ben noto che una funzione continua di due variabili
parzialmente derivabile quasi ovunque & dotata quasi ovun-
que di differenziale asintotico regolare. Questo risultato &
stato trovato da R. CaccloppoLl e G. Scorza Draconi?) e indi-
pendentemente da T. Rapno 2).

Una funzione f(x, y) dicesi asintoticamente differenzia-
bile in modo regolare in un punto P,, interno al suo campo di
definizione, se esistono due costanti a e f tali che

lim == [(P) — (P) — e — &) — By — yol) = 0

P—’POPO

quando P tende a P, senza abbandonare un conveniente in-
sieme di densitd 1 in P, costituito dai lati di tanti quadrati
a lati paralleli agli assi e con centro in P,

(*) Pervenuta alla Redazione il 28 marzo 1954.

1) I risultati di questa Nota sono stati esposti nella mia tesi di
laurea, discussa a Genova nel Febbraio 1954.

2) R. CacciorroLIl e G. Scorza-DRAGONI, Necessitd della condizione
di Weierstrass per la semicontinuita di un integrale doppio sopra una
data superficie. Mem. R. Acc. d’Italia, Vol. 9, pag. 251-268 (1937). I risul-
tati precedenti di Caccioppor1 che preludono a questi sono contenuti
nella Nota: Sulla differenziabilita delle funzioni di pit variabili. Rend.
Ace. Sc. Fis. Mat. di Napoli, (3), 34, (1928), pp. 152-159.

3) T. Rap0O, On the derivative of the Lebesgue area of continuous
surfaces. Fund. Math., Vol. 30 (1938), pp. 34-39.
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L. TiBAaLDO *) e recentemente B. Lopiciani®) si sono occu-
pate della estensione di questo risultato al caso di tre varia-
bili, mettendo in evidenza che nel passaggio da due a tre
variabili si & naturalmente condotti a considerare due specie
di differenziali asintotici del tipo regolare.

In questa Nota mi propongo di definire, per le funzioni
di n variabili, » — 1 specie di differenziali asintotici del tipo
regolare (che chiamo p,_x asintotici; k=1, 2, ..., n—1) e
di trovare delle condizioni sufficienti affinché una funzione
ammetta differenziali del tipo detto.

Da questo risultato si deducono facilmente i teoremi della
TiBALDO e della LopIGIANI.

1. - Diremo che una funzione di = variabili f(P), ove
P= (2, @, .., ®,), ammette differenziale 1, _j asintotico in
un punto P se si possono trovare n costanti a,, @, .., o,
in modo che si abbia

M lim - (f(P) — f(P) — B ailw — 5)] = 0
PeuP PP i=1

quando P tende a P senza abbandonare un insieme E(P) tale
che le proiezioni del suo complementare sulle (;:) varieta

coordinate a n —k dimensioni passanti per P hanno densita
zero in P °).

4) L. TiBaLpo, Sulla differenziabilita asintotica quasi regolare délle
funzioni di tre variabili. Rend. Sem. Mat. Univ. Padova, VoL 13 (1942),
pp. 78-88.

5) B. Lobiciani, Sulla differenziabilita asintotica regolare delle
funzioni di pia variabili, Rend. Sem. Mat. Univ. Padova, Yol. 22 (1953),
pag. 251

¢) La notazione p, ; & usata per indicare che la densitd in Pe
valutata rispetto ad una pseudo -misura di F (F) ottenuta sommando le
misure esterne delle proiezioni dell'insieme E(I_") sulle varietd coordina-
te a n—k dimensioni. Indicheremo invece con p(”")_k E(P) la misura
esterna della proiezione di E(P) sulla varietd coordinata ad n—k di-
mensioni parallele ad un dato gruppo di m—k assi. In corrispondenza
si potra definire un differenziale pgf_k asintotico, analogamente a quan-
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Se in P la f(P) & derivabile, le «; coincidono con le deri-
vate parziali prime calcolate in P; in ogni caso con le deri-
vate asintotiche 7).

Vale allora il

TeoreMA: Una funzione f(P)=f(x,, @, ..., @,) di n varia-
bili definita in un parallelepipedo ad n dimensioni, R,, con-
tinua rispetto ai gruppi di k variabili ®), e quasi ovunque dif-
ferenziabile alla Stolz rispetto a tutti i gruppi di k varia-
bili ), ammette quasi ovunque in R, differenziale p,—i asinto-
tico.

Per k=1 si ha un caso particolare notevole, e il teorema
si pud enunciare come segue:

Una funzione f(P) di n variabili, continua rispetto alle
variabili separatamente in un parallelepipedo ad n dimensioni
R, e ivi quasi ovunque derivabile, ammette in R, differen-
ziale p, ., asintotico.

2. - Per dare la dimostrazione del teorema enunciato dob-
biamo permettere due lemmi.

Lemma L. - Se f(P) ¢ continua rispetto alle variabili sepa-
ratamente in R, e ivi quasi ovunque parzialmente derivabile,
fissato ¢ > 0 & possibile determinare un insieme H, tale che
w(R,—H,) <e¢ e in H, tutte le derivate parziali prime sono
continue.

Il lemma & una immediata conseguenza del teorema di

to si & fatto per i differenziali p,—; asintotici. Indicheremo con p
la misura di Lebesgue. Per considerazioni analoghe cfr. C. STAMPACCHIA,
Sopra una classe di funzioni di n vaeriabili. Ricerche di Matematica,
Napoli, Vol. 1 (1952), pp. 27-54.

7) Cfr. Saks, Theory of the Integral, Warsaw (1937), Ch. IX, 12,
pag. 300.

&) S'intende sempre, qui e nel seguito, per quasi tutti i valori delle
altre n — k variabili. L’'osservazione che il teorema d&i R. Caeciorpor1 €
G. Scorza-DraeoNI, vale anche se la funzione non & superficialmente
continua, ma continua rispetto alle variabili separatamente & di F.
CAFI1ERO, Sulle condwzioni sufficienti per UVolomorfia di una funzione.
Ricerche di Matem., Vol. II (1953), pp. 59-77, pag. 60.
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LusiN, non appena si sia provato che, nelle nostre ipotesi, le
derivate sono misurabili in R,. Si osservi a questo proposito
che nella ulteriore ipotesi della continuitd della funzione cio
é noto®). Ma la semplice misurabilitd di f(P) non porta in
generale alla misurabilitd delle derivate ).

Cid perd & vero, come dimostreremo, per le funzioni in
questione. Questo fatto & stato enunciato gida da G. Stam-
PACCHIA 1°),

Basterd dimostrare la misurabilitd della derivata rispetto
ad una variabile, per esempio rispetto ad @,; per le altre il
ragionamento sarad analogo.

Pid in generale dimostriamo il seguente lemma:

Se una funzione di n variabili f(P) definita in R, é ivi
continua rispetto ad @, per quasi tutti i valori delle altre
variabili e misurabile rispetto ad (z,, @5 .., ®,) per quasi
tutti ¢ valori di @,, la derivata rispetto ad x, é misurabile la
dove esiste.

I1 lemma I rientra in questo risultato, perché & noto che
una funzione continua rispetto alle variabili separatamente
& misurabile rispetto alle (n—1)-ple (@,, @5, ..., Zp) ™).

Per un noto teorema di Scorza Draconi??), fissato un
3 >0 e detta L la proiezione di R, sull’asse x,, & possibile
determinare un insieme chiuso I3 dell’iperpiano #, — 0 tale
che n(CI) <3 e in Ry=1I5 X L la f(P) sia continua.

Cio posto, indicato con %fx—_: il numero derivato destro
massimo della f(P) rispetto ad »,, & immediato verificare che
questo ¢ misurabile in Rs. Infatti, detto £ Yinsieme dei punti
in cui %g < a, tale insieme & la somma di una infinitd nu-

merabile di insiemi chiusi F,,di B nei quali, per 0 < h < m ,

9) Loc. cit. in 7), teor. 4.1, pag. 170.

10) Loc. cit. in 6), n. 2.

11) Loc. cit. in 6), 1. IIL

12) G. ScorzA Dragoni, Un teorema 8ulle funzioni continue rispetto
ad una e misurabili rispetto ad un’altra variabile. Rend. Sem. Mat.
Univ. Padova, Vol. 17 (1948), pp. 102-106. Cfr. anche loc. cit. in 6), 1. L.
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risulta

1
f($1 + h} Ly ooy wn)—f(wl’ Loy ey a"n) = (a - ;")h'

Analogamente si dimostra la misurabilitd degli altri nu-
meri derivati del Dini in R3. Ne discende la misurabilitd

dei punti di Rs in cui questi coincidono, in cui cioé la %
. . . . .. ) .. L
¢ definita. Poicheé in tale insieme la —f— coincide con uno

oz,
qualunque dei numeri del Dini, essa risulta misurabile in

quel sottoinsieme di R in cui esiste.
Facendo tendere 3 a zero attraverso una successione de-
crescente, si prova l’asserto.

3.-8e P= (@), ccn, ¥k ; Thpry ooy &'y) € P = (24, &5, ..., @)
sono due punti appartenenti ad una medesima varietd coordi-
nata a k dimensioni parallela ai primi % assi, essi evidente-
mente avranno le ultime n —Fk coordinate identiche. Percio
ogni coppia ordinata di punti del tipo (P, P’) pud essere rap-
presentata da un punto @, di uno spazio ad n 4 k dimen-
sioni. Tale spazio pud essere considerato come prodotto topo-
logico di R, (spazio ambiente dei punti P’) e di un nuovo
spazio Ry ortogonale a Rg.

Poniamo allora

of

(| FQu) == [10)— 1@) — £ (o), (se—s)| per PP

? FQx)=0 per P=P.

Analogamente si definiscono le altre F(Qy,) relative alle
altre possibili giaciture delle varietd a &k dimensioni *?).

Dimostriamo il seguente:

LemMa IL. - Se f(P) e definita in R, ed é ivi continua ri-
spetto ai gruppi di k variabili®) e quasi ovunque differenzia-
bile alla Stolz rispetto a tutti i gruppi di k variabili®),

18) L’indice k; sta ad indicare il gruppo dei k assi ai quali le
varietd devono essere parallele.

20



304 MARIO PEZZANA

fissato ¢ > 0, é possibile determinare un insieme H, tale che
w(R,—H,) <c¢ e tale che, per P’ appartenente ad H, tutte
le F(Qg,) siano uniformemente continue.

Sara sufficiente provare Passerto per una particolare
F(Qx,), per esempio per la F(Qy,).

Posto Qp, = (@, @y ooy Tk Ty, oy ooy Bt Thgay vy T,
F(Qy,) risulta continua rispetto alle prime k variabili per
quasi tutti i lavori delle altre n e misurabile rispetto alle
ultime n per quasi tutti i valori delle prime k **). Esiste allora,
sempre per il teorema di Scorza DrAGoNI, un insieme chiuso
K ad n -+ k dimensioni tale che la proiezione del suo comple-
mentare su R, ha misura piccola a piacere e in K la F(Qy,)
¢ continua; quindi uniformemente continua.

In particolare, chiamando H, la proiezione di K su R,,
se P’ appartiene ad H,, scelto ad arbitrio un ¢ >0 si pud
trovare un 3,> 0, indipendente da P, tale che per PP <
si abbia

(2) | F(Qr) | <.

Il lemma infatti assicura che fissato un ¢ > 0 ad arbitrio,
si pud trovare in corrispondenza un 3, > 0 tale che per ogni
coppia Q,, Q% di punti di K tali che Q,Q%, < 8., si abbia

|F(Qr) — F(Qr) | <.

Se, in particolare, la coppia dei punti che determinanc
@'k, sono tra loro coincidenti, si avra F(Q'x)=0 e, se, P
e P’ sono i punti che determinano Q, e PP < 3, si avrd
Q@ <3 e quindi |F(Qr) —F(Q's) | <&; ma F(Q%)=0,
e- percid si ha la (2).

B questo aspetto particolare de lemma che ci servird nel
seguito.

Per il caso k=1 la (2) assicura semplicemente che esiste
un insieme H, in cui i rapporti incrementali della f(P) ten-
dono uniformemente alle rispettive derivate.

14) Loc. cit. in 6), 1. II.
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4. - Premessi i lemmi precedenti, passiamo alla dlmostra
zione del teorema enunciato al n. 1.

Dimostriamo il teorema per induzione.

E evidente che il teorema vale per n =1 e k= 1.

Supponiamo che il teorema sia valido per le funzioni di m
variabili, continue e differenziabili alla Stolz rispetto ai
gruppi di h variabiliy con m <n—1 e h<k—1, e dimo-
striamolo per funzioni di » variabili che soddisfano alle stesse
ipotesi rispetto ai gruppi di % variabili.

Una funzione di » variabili f(P) definita in R,, per ogni
valore fissato di k variabili ¥z, = (z;,, ..., 2;) *°) risulta de-
finita in un parallelepipedo ad n—k dimensioni, che chia-
meremo R, '*z,). Essa, come funzione di n—Fk variabili
risulta ancora continua, almeno rispetto alle variabili sepa-
ratamente 1®); e d’altra parte € quasi ovunque parzialmente
derivabile.

Allora, per quanto supposto, la f(P) come funzione di
n — k variabili ammette differenziale p,_, asintotico in quasi
tutti i punti di quasi tutti gli R, x(®z;).

Diremo che un punto P’ gode della proprietd (@) quando
la f(P), come funzione di tutti i gruppi possibili di n—Fk
variabili, ammette in P’ differenziale p,_, asintotico cioé am-
mette tale differenziale in P’ su tutti gli R, ™z, passanti
per P.

I punti che godono della proprietd () sono quasi tutti i
punti di R,. Infatti, fissato un gruppo k; di k variabili, la
f(P) come funzione delle altre nm —k variabili ammette diffe-
renziale p,_, asintotico in quasi tutti i punti di quasi tutti gli
R, _x(®z;,) corrispondenti al gruppo di variabili fissato; quin-
di in quasi tutti i punti di R, la f(P) come funzione di un
certo gruppo di n—#k variabili ammette differenziale p,_,

18) 4, .., 4 indica una particolare disposizione degli indici
a k a k. Nella notazione (®z;) l'indice k in alto ricorda che il punto ap-
partiene ad uno spazio a k dimensioni, I'indice i in basso rappresenta
la disposizione i, ..., 4.

16) Loc. cit. in 6), 1. II.
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asintotico. Poiché i gruppi possibili di 4 variabili sono in nu-
mero finito, segue 1’asserto.

Dai lemmi I e ITI dimostrati al n. 2 segue che esiste un
insieme H — prodotto dei due insiemi H, e H, — di misura
prossima quanto si vuole alla misura di R,, in cui le derivate
della f(P) sono continue e la (2) vale uniformemente.,

Diremo che un punto P” gode della proprieta (£) se le
intersezioni di H con gli R, _x(™z, passanti per P” hannc
tutte densitd 1 in P”.

I punti che godono della proprietd (8) sono quasi tutti i
punti di H 17)

I punti P che godono insieme delle propneté (@) e (B)
sono ancora quasi tutti i1 punti di H.

Dimostreremo che in questi punti P la f(P) ammette dif-
ferenziale p,—x asintotico.

Consideriamo un particolare gruppo di %k variabili, ad
esempio le prime k.

Fissato un punto P e chiamando P, = (Zy, .., Tk; Tk,
.., &y) un punto della varietd coordinata ad n —k dimensio-
ni passante per P parallela agli ultimi n — k assi, pet quanto
supposto si ha

! p— n
® = P — B 3 (L) w—a)|<e
PP, i=k+41\0%;/P=P
per PP, _j <3 con un 8" > 0 conveniente e per P,
variabile in un insieme E,_ (P) di densitd 1 in P.
Chiamiamo E'y x( ) lintersezione di F,,_k(P) con H;
Eoy & (P) ha ancora densita 1 in P. _

Per i punti Py g = (1, vy Zk; Lhtrs ooy Tw) A E'py_i(P)

si ha, per il primo lemma:

(%)P:pf,,_h— (%)P:P

per 15 n—t < 8?) con 8:2’ > 0 conveniente.

€)) <e (i=1,2, ..,k

17) Loc. cit. in 7), pag. 298.
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Sempre per i punti P’,_x, per il secondo lemma, si ha

of (xi'—ii)}> €

1
ax‘)P_P/ Y

— — k) — E
o5 | 18— 1) (

)

per PP _p > 5% con un 3¥ > 0 opportuno, e P= (2, ..., ox;
Z'k41y s &'y). 1 punti P risultano appartenere ad un insieme
Ekl(ﬁ) tale che ha densitd zero in P. la proiezione del suo
complementare sulla varietd coordinata ad » —k dimensioni
passante per P parallela agli ultimi n — % assi.

Con semplice calcolo, dalle (3), (4) e (5), si deduce

_1_

© @ —1B =5 (), | <42

1

quando P appartiene all’insieme FEj, (P) e PP <3,, essendo
8, il minore dei numeri 6?‘, 622) Bf".

Considerando un altro gruppo k; di k variabili, si arriva
a dimostrare che la (6) vale per P appartenente ad un insieme
Ex( P) tale che ha densitd zero in P la proiezione del suo
complementare sulla varietd coordinata passante per P e pa-
rallela agli altri n —Fk assi.

Sommando tra loro tutti gli Ey, (P) si ottiene linsieme
E(P) tale che hanno densitd zero in P le proiezioni del suo
complementare su una qualunque delle varietd coordinate a
n — & dimensioni passanti.per P.

Poiché per P variabile in F (I_’) vale sempre la (6), il teo-
rema risulta dimostrato per i punti 1_5, cioe per quasi tutti
i punti di H.

Scelta infine una successione decrescente infinitesima di
numeri positivi o, si possono trovare in corrispondenza gli
insiemi H, che hanno le proprietd di H e tali che valga la
disuguaglianza

P’(Rn - 1') > G

Poiché allora vale la tesi del teorema per quasi tutti i
punti di ogni H,., essa vale anche per quasi tutti i punti di R,.
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5. - Osservazioni.

I. - B ormai chiaro come si possano definire differenziali
p.ffl_k asintotici *®) rispetto ad un gruppo di k variabili, p.if)_;.
asintotici rispetto ad un altro gruppo di h variabili, ecc.; e
in corrispondenza stabilire teoremi che ne assicurano Desi-

stenza.

II. - Nel caso del differenziale p,_, asintotico si pud estrar-
re dallinsieme E(P) un sottoinsieme I(P) di densitd 1 in P,
costituito dal contorno di tanti quadrati aventi i lati paral-
leli a due assi e i centri sulla varietd coordinata a n —2
dimensioni passante per P e parallela agli altri » —2 assi
coordinati.

Infatti, fissati due determinati assi #; e x;, chiamiamo Vy_,
la varietd coordinata passante per P e perpendicolare a
z, e x;.

Siano E;(P) e E,(P) le intersezioni di E(P) rispettiva-
mente con gli iperpiani x;=2Z; e z,=2,. Sard possibile
estrarre da E;(P) e E,(T’) due sottoinsiemi E';(P) e E'j(?)
ancora di densitd 1 in P, ciascuno dei quali sia simmetrico di
se stesso rispetto a V,_, e che si trasformino 'uno nell’altro
con un movimento che porti 'asse x; sull’asse z; lasciando
invariati gli altri n —2 assi.

Consideriamo ora un quadrato con i lati paralleli agli
assi #; e @, il centro su V,_, e un lato passante per un punto
di F'y(P). 1l lato opposto passerd allora anch’esso per un
punto di E",-(F), e gli altri due lati passeranno per due punti
di E’,(f’_). Tali quadrati apparterranno allora per intero ad
E(P). ‘

Il ragionamento vale per qualunque coppia di assi.

L’insieme costituito dal contorno di tutti questi quadrati
& Pinsieme I(P) che si voleva.

B immediato verificare che I (T’) ha densitd 1 in P. Basta
far vedere che il suo complementare CI(P) ha densitd zero
in P. Infatti CI(P) & costituito dal contorno di quadrati i

18) Cfr. 6).
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cui lati passano per i punti di un insieme che ha densita
zero in P°),

Per il caso del differenziale p,—x asintotico, con analogo
procedlmento si pud costruire un insieme I (P), di densita 1
in P contenuto in F (P), e costituito dalle celle a k dimen-
sioni che formano il contorno di ipercubi a k¥ 4 1 dimensioni,
con gli spigoli paralleli a k 4 1 assi e il centro sulla varieta
coordinata a n—k —1 dimensioni passante per Pe paral-
lela agli altri n —k—1 assi.

ITI. - Invece che quadrati si potrebbero ottenere rettan-
goli simili ad un rettangolo dato. Analogamente nel caso di piu
dimensioni si potrebbero ottenere parallelepipedi.

IV. - Nel teorema si pud evidentemente sostituire l’ipotesi
della differenziabilitd alla Stolz rispetto ai gruppi di k¥ varia-
bili con ipotesi sufficienti per assicurare tale differenziabi-
lita. Ad esempio bastera supporre le derivate prime continue
rispetto ai gruppi di k variabili 2°).

19) Nel caso di due variabili si ritrova qui il risultato di Cacciop-
POLI-ScorzA DRAGONTI e nel caso di tre variabili il risultato di L. TisarLpo.

20) Per n-—23 rientra qui come caso particolare il risultato di
B. LopicIaNi, che ha dimostrato l'esistenza del differenziale p, asinto-
tico, che chiama perd differenziale asintotico regolare, quando le deri-
vate sono continue rispetto ai gruppi di due variabili.



