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SUI CICLI RELATIVI AI SISTEMI
AI DIFFERENZIALI TOTALI

Nota (*) di Bru~no PiN1 (@ Bologna)

Cosi come si studia ’andamento delle curve integrali di un
sistema differenziale ordinario dwi/dt = f®., @5 ..., @), i =
=1, 2, ..., n, analogamente si possono studiare le varieta inte-

w
grali di un sistema ai differenziali do; = Zfix (®1, B2y .., B )duty,
1

i=1, 2, ..., n. In una precedente Nota ') abbiamo preso in con-
siderazione il sistema passivo di pfaffiani

1) dx = a(z;, @5, @3)du 4 b (@, 7,5, v5)dv

con a e b vettori a tre componenti, ciascuna delle quali svi-
luppabile in serie di Taylor in un intorno di ciascun punto
(1, ®,, ¥5) di un campo €. Abbiamo studiato Pandamento delle
superfici integrali (caratteristiche) nell’intorno di un punto
singolare di prima e di seconda specie (tale cioé¢ che in esso
b, b, by

1 @y A3

la matrice | ha rango rispettivamente uno o zero)

Pai e i
| 3 l o
biano i divisori elementari tutti lineari e, detti A, A, Ay e
W1, W2, W gli autovalori se sono tutti reali, e Ay, A, ==ik; e
)\1 l2 )\3
Py P2 P
abbia tutti i minori di second’ordine diversi da zero. Nel pre-
sente lavoro ei riferiremo al sistema (1) supponendo sempre

nell’ipotesi che le matrici siano invertibili, ab-

B, Mg == tlLs, se ve ne sono di complessi, la matrice

(*) Pervenuto in Redazione il 16 gennaio 1953.
1) B. PiN1, Sui punti singolari per i sistemi ai differenziali totali,
Annali di Mat. (4) 34 (1953) 95-104.
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soddisfatte le ipotesi che or ora abbiamo ricordato. L’ ipotesi
aa,; ab,'
dante, come abbiamo gida avuto occasione di osservare, ma
comoda, € noi ce ne serviremo anche nell’ultima parte del pre-
sente lavoro mentre nei primi tre numeri ci serviremo solo del-
1’ ipotesi (d’altronde riducibile) dell’ analiticita dei coefficienti.
Stabiliremo alcune proprieta «in grande» delle varieta inte-
grali, prendendo in considerazione particolarmente le caratte-
ristiche chiuse. Analogamente a quanto avviene per le curve
integrali di un sistema differenziale ordinario autonomo di due
equazioni, anche per un sistema (1) si possono avere caratte-
ristiche chiuse con punti singolari e caratteristiche chiuse senza
punti singolari; chiameremo queste ultime cicli. Per esempio,
si consideri il sistema

della invertibilita delle due matrici ¢ sovrabbon-

da, = [2y(1 — o — @} — 2) + Taxs]du + [2(1 — @} — a} — 2) —
— T + 2123]dv
day = [2:(1 — o] — @} — 22) + zoxs]du + [2:(1 — 2} — o — 27| +

+ z, + zoxs]dv
day = [yl — 2} — a3 — @) — o} —z3ldu + 2ol —a] — 2} —a) —
— ] —alldv;

questo si integra immediatamente passando a coordinate polari
(polo nell’origine e asse polare ;); si ha una superficie inte-
grale p =1; poi p = [1 + ¢, exp(— 2u)]—* e conseguentemente
1/ 1
tg6/2:02(i—i—i) 250 6,>0, tg0/2 = ¢, (;ii) f2
Pertanto per ¢; =0 si ha una superficie sferica chiusa nel
centro a colle®) (0, 0, 1) e nel centro ¢ nodo (0, 0, — 1), men-
tre per ogni ¢, > 0 si ha una superficie di rotazione attorno al-
Passe #; chiusa nei due centri a nodo (0, 0, 0) e (0, 0, —1).
Invece per i sistemi

se ¢; < 0.

adw, = — x,du — x,2,dv
dr, =  o,du — z,x,dv

1 .
do, = 3 (z; + 22 — 22 — Ddv

%) Secondo le locuzioni usate in 1),
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e
dz, = — z.24(x; + 25 + 25 + o — b?)[2a(z} + 2)] 7 du — zodv
dz, = — zoxs(x} + @5 + @5 + 0° — b%)[2a(x} + 2] du + z.dv
dzs = (22 + z) + 23 — a® — b9)(2a)'du,

si hanno dei cicli. Le caratteristiche del primo sono le super-
fici toroidali rotonde (a4 2} + 2} + 1) = 4 cotgh® ¢ (a} + 3),
con ¢ costante arbitraria, le quali si avvolgono attorno alla
caratteristica singolare #; = 0, z} 4 2> =1, che & luogo di cen-
tri; i cicli del secondo sistema sono le superfici toroidali
(2} + @5 + x5 —a®> —b%)* = 4a*(¢* — #}), dove ¢ & una costante
arbitraria tale che |¢|< b, le quali si avvolgono attorno alla
caratteristica singolare @, =0, 2z} 4 2l =0a"4 b luogo di
centri.

Nei due ultimi esempi dati si hanno dei cicli che nell’inter-
no contengono una sola linea di punti singolari; & facile pero
dare esempi di cicli che mell’interno contengono piu di una
linea di punti singolari. Si consideri per esempio il sistema

dz, = xza[x] + o + 22 — 4@} + 22 + 5](x; + 2~ ~du — zdv
dz, = zxs[x] + o3 + ) — 4(x + 23)' 4 5](@] 4 a3) "2 du + zdv
dzs = [x; — (z] + 2Pz} + 25 + 25 — 4z} + 22)'= + 3]du.

Esclusi i punti dell’asse @;, i punti singolari sono tutti e soli
quelli delle circonferenze #; =0, 2} 4 22 =1, 4, 9; le circon-
ferenze @, = 0, «; + 22 =1, 9 sono luoghi di centri mentre la
circonferenza #; = 0, z; + «; =4 & luogo di colli. Vi sono in-
finiti cicli (tori di rotazione attorno all’asse #;) parte dei quali
contengono solo la circonferenza @, =0, z} -4 2 =1, parte la
sola circonferenza @, — 0, z; 4+ «; = 9, parte tutte le tre linee
singolari; da notare anche la presenza di un biciclo che si taglia
lungo la circonferenza luogo di colli.

E’ ben noto che Poincarf®) studiando ’andamento delle
curve integrali del sistema da/X(2, y, 2) =dy/Y(», ¥y, 2)=

0
= dz/Z(x, y, 2) sulla superficie chiusa f(®, ¥, 2) =0 (fz X+

3) H. POINCARE, Sur les courbes définies par les équations différen-
tielles, Oeuvres t. I, cap. XIII.



.

SUI CICLI RELATIVI AI SISTEMI DIFFERENZIALI TOTALI 41

g—yf- Y + g—i 7 = Mf) nell’ipotesi che questa sia priva di punti
conici e di curve multiple, ha stabilito la relazione N, — N,—
—N, =2p—2 tra il numero dei colli (N,), fuochi (N,), nodi
(N,,) delle curve integrali e il genere p della superficie; per-
tanto solo se p — 1 possono non esservi punti singolari. Dun-
que un ciclo é una superficie di genere uno.

Porncari stesso *) e piu tardi Dexsoy °) hanno studiato I’an-
damento delle curve integrali di un sistema ordinario sopra la
superficie di un toro. Noi non avremo occasione di riferirci a
tali lavori; ci limiteremo a provare che le linee integrali dei
sistemi dx = adu, dx = bdv che si trovano su un ciclo sono
chiuse e concatenate al ciclo, nel senso che nessuna di esse puo
staccare dal ciclo una porzione semplicemente connessa.

Noi studieremo da una parte I’andamento delle caratteri-
stiche del sistema (1) in un intorno di un ciclo e dall’ altra
le linee singolari interne a un ciclo.

L’esistenza di linee singolari nell’ interno di un ciclo si pro-
va facilmente una volta che sia stata assicurata 1’ esistenza di
almeno un punto singolare.

E’ ben noto che, servendosi dell’integrale di KRONEKER, PoIN-
cart ®) ha esteso anche al caso di uno spazio a piu di due
dimensioni il suo concetto di indice allo scopo di stabilire delle
relazioni tra i numeri dei punti singolari dei varii tipi, interni
a una superficie chiusa senza contatto (con le linee integrali

del sistema).
oz, | oz,

invertibili porta di conseguenza che i punti singolari di seconda
specie sono i punti singolari relativi al sistema dx/du —=a o
dx/dv = b, indifferentemente. Ciononostante non sembra che
Pindice di Poincarg dia utili servigi nel caso attuale; infatti
proprio nel caso di una superficie di genere uno I’indice & privo
di significato; in ogni caso poi ’esame sarebbe limitato ai pun-

aai

Nel nostro caso, 'ipotesi che le matrici siano

4) H. POINCARE, Oeuvres t. I, cap. XV.

5) A. DENJOY, Sur les courbes définies par les équations différentielles
@ la surface du tore, Journal de Math. pures et appl. vol. IT (1932).

§) H. PoIiNcARE, Oeuvres t. I pag. 189 e sgg.
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ti singolari di seconda specie mentre tutti gli esempi riportati
sopra provano come nell’interno di un ciclo possano esservi solo
punti singolari di prima specie.

Per provare l'esistenza di un punto singolare interno a un
ciclo noi imiteremo i ragionamenti di BeNpixsoN ’) i quali pre-
sentano il vantaggio di stabilire 1’ andamento delle caratteri-
stiche prive di punti singolari interne a un ciclo.

Vogliamo perd mostrare come, almeno in ipotesi oppor-
tunamente restrittive, appoggiandoci all’indice di POINCARE re-
lativo al caso piano sia facile mostrare l’esistenza di linee
singolari interne a un ciclo e conseguire contemporaneamente
un legame tra i numeri delle linee singolari luoghi di punti sin-
golari dei varii tipi; un legame di tale tipo & presumibile che
sussista in generale.

Supponiamo che il sistema (1) abbia tra le sue caratteristi-
che un ciclo, che per semplicitd supponiamo sia un toro.attor-
no all’asse ;; introdotto un sistema di coordinate cilindriche
con asse @, il sistema (1) si scrive

do =( a,cosq+ a,seng)du -+ (b, cos ¢ 4 b, sen ¢)dv
1) pd¢ = (—a,sen ¢ 4 a, cos 9)du 4 (— b, sen ¢ + b, cos o)dv
de; = asdu + bydv .

Fissato un valore di ¢, poniamo

F(x,, @, ;) =, sen ¢ — x,C0S8 ¢,

onde
5 3F 3
(2) ?iaia—x—i:alsencp——azeoscp,leibiégi:blsen@—bzeosgo.

Se supponiamo che il piano F = 0 sia senza contatto con le
caratteristiche di (1), almeno una delle (2) sard = 0; sia tale
per esempio la prima; allora da (1°) si deduce

®) d_p__ A, ol_ar;g___A31 sen ¢ + A,; cos ¢
dv a;sen¢g—a,cose’ dv @, Sen ¢ — @, COS @
a; o
ove si & posto A;j=|." 7.
P K bi bj

7y J. BENDIXSON, Sur les courbes définies par des équations différen-
tielles, Acta Mathematica, t. 24, 1900.
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(3) & il sistema delle traccie sul piano F' = 0 delle caratteristi-
che di (1). I suoi punti singolari sono quelli per cui A, =0,
Ag sen ¢ -+ Ay;c08 ¢ =05 ora & a0y + a,A;; + @A, = 0; per-
cid Ay sen g4 Aycosg =0, @y +a,A,;, =0 e poiche
a, sen ¢ — @, cos ¢ F 0, segue A;; = A,; = A;; = 0. Pertanto tut-
ti e soli i punti singolari di (3) sono quelli di (1) che appar-

tengono al piano I' = 0.
N . dx dy
Ora, com’¢ noto, se il sistema FTi (z, 9), %:g(w, y) ha
una caratteristica chiusa, nell’interno di questa esistono punti
singolari e precisamente se N,, N, ed N, sono i numeri dei
fuochi (centri), colli e nodi, ¢ Ny4+ N,—N,=1.
Pertanto, se si suppone che per ogni ¢ (0<¢ < 2%) i piani
F = 0 siano senza contatto, si puo dire che nell’interno del ciclo
si hanno delle linee chiuse luoghi di fuochi (centri) nodi e colli,

essendo i loro numeri legati dalla precedente relazione.

I. - Indicheremo costantemente con S una superficie inte-
grale e con v e I le curve integrali v — cost. e u = cost., rispet-
tivamente. Se P & un punto regolare, con Sp, vp, I'p intendiamo
la superficie e le due curve integrali passanti per P. Nel caso
poi che yp [I'p] sia aperta, indicheremo con vF e Y7 [I'F e I'F]
le due parti in cui yp [I'p] & divisa dal punto P, la prima cor-
rispondente ai valori crescenti di w [v], Paltra ai valori decre-
scenti. I’ evidente che due y non possono avere un punto rego-
lare in comune; ci0 & immediata conseguenza del teorema di
unicita *) percheé in tutto un intorno di tale punto sara |a|==0
da cui per esempio @; = 0 onde il sistema dx = adu si scrive-
ra dw,/de, = @,/0; A2,/de; = a,/a;, in tale intorno.

Lo stesso si dica di due I. Di pia se P & un punto rego-
lare, le vp e I'p non possono essere tangenti in P; cio richie-
derebbe infatti @,/b, = @,/b, = a;/bs.

Cio posto, mostriamo che le v e ' che appartengono a un
ciclo sono chiuse.

Consideriamo una <. Cominciamo con l’osservare che, fissato
su 8 un punto P e associato a questo un intorno (su S), si pud

8) E. GOuURrsat, Legons sur lUintégration des équations aux dérivées
patielles du premier ordre, Paris 1921, pag. 130 e sgg.
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prendere il raggio di tale intorno sufficientemente piccolo in
modo che in tale intorno non si trovino punti di y oppure i
punti di v che vi cadono siano tutti e soli quelli di un ben
determinato arco di 1 passante per P. Infatti, in caso contrario,
per P passerebbe un arco di yp e, comunque si prenda l’intorno
di P, in questo vi sarebbero infiniti archi di y; dai quali, per
la continuita di @ e di b, si potrebbe estrarre una successione
convergente uniformemente all’arco di yp; ma allora la Tp
taglierebbe la v in infiniti punti appartenenti a un intorno
comunque piccolo di P. Cid & impossibile perche se al punto P
associamo la coppia «, v, per il teorema di esistenza e unicita,
un intorno di P su S & rappresentabile su un intorno di (u, v)
mediante un vettore x — x(u,v) a componenti olomorfe. Dun-
que a ogni punto P si pud associare un intorno nel quale non
cadono punti di v oppure, se cadono punti di vy, questi sono tutti
e soli quelli di un ben determinato arco. Allora per il teorema
di ricoprimento di BoREL potremmo trovare su S un numero
finito di punti Py, P,, ..., P,, in modo da ricoprire S con gli
intorni j(P,), j(Ps), ..., j(Pn) in ciascuno dei quali o non cade
aleun punto di y oppure cade tutto un arco di y passante per
il centro dell’intorno in parola. Ma allora la vy deve essere chiu-
sa oppure deve arrestarsi in un punto; quest’ultima alternativa
é da scartare perché tale punto sarebbe singolare. Allo stesso
modo si riconosce che le [' sono chiuse.

Mostriamo ora che nessuna v o I' puo scomporre S in due
parti di cui una semplicemente connessa.

Ragionando per assurdo, supponiamo che una 7y scomponga
la S in due parti 8, ed S, di cui per esempio S; semplicemente
connessa; sia P un punto di v; la I'p taglia la v in P e poiche
& chiusa, deve tagliarla ulteriormente in un certo punto P'.
I punti P e P’ spezzano la v in due archi ¥ e ¥”; ora la [
che esce da un punto P, di ¥/, di un intorno di P, dovendo nuo-
vamente tagliare la vy e non potendo tagliare la [p deve
tagliare ¥, € non ¥”, in un certo punto P,’; ma allora se il
punto P, descrive P’arco ¥’ da P verso P/, corrispondentemente
P, descrive Parco ¥ da P’ a P; esiste allora un punto @ di

¥ ove la [¢ € tangente alla v, e cid & impossibile.

Dunque le curve v e T sono concatenate al ciclo.
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II. - Vogliamo ora studiare ’andamento delle caratteristiche
in un intorno di un ciclo. Cominciamo col fare alcune osser-
vazioni.

Chiamiamo intorno di raggio ¢ di una curva l’insieme dei
punti interni alle sfere di raggio ¢ che hanno il centro su tale
curva ; supponiamo che yo [I'o] sia chiusa e che in un suo intor-
no di raggio € non vi sia alcun punto singolare; indichiamo con
7, il piano normale a Yo [Lo] in O. Supponiamo che il punto
P descriva la vo[To] partendo da O, in un senso oppure nel-
Paltro. Prendiamo su =, un punto O, abbastanza vicino ad O.
Ad ogni posizione di P si puo associare un punto P; su zp, in
modo che mentre P descrive 1a yo[I'o], P, descrive una spira di
v3, [T6] oppure di yo, [I'g]. Orbene, a ogni ¢ > 0 si pud asso-
ciare un 3, tale che se il punto O, & nell’intorno di rag-
gio 3, di O su m, la spira anzidetta di v¢, [T4] o di vo,
[T's,] & tutta contenuta nell’intorno di raggio ¢ di vo [To].

Piu in generale, se AB & un arco di una ¥ [T] e nell’intorno
di raggio ¢ di esso non si trovano punti singolari, esiste un 3,
tale che fissato su =4 D’intorno di raggio 3, di A e preso a
piacere un punto P di questo, esiste un arco di yp [['p] com-
preso tra =4 e wp tutto contenuto nell’intorno di raggio ¢
di AB.

Sia ora S un ciclo. Se P ¢ un suo punto, mandiamo per P
la normale ad S e indichiamo con P’ e P” i due punti di questa,
il primo interno e il secondo esterno ad S, a distanza ¢ da P.
Poiché ogni punto di S & regolare, a P si pud associare un
intorno sferico J(P) tale che quando @ descrive l’insieme
S.J(P), i punti @ e Q" al variare di ¢ da zero ad ¢, descri-
vono un intorno di P in cui non cade alcun punto singolare.
Appoggiandoci al teorema di ricoprimento di Borer, si puo af-
fermare allora l’esistenza di uno strato attorno ad S nel quale
non cade nessun punto singolare.

Fissiamo ora ad arbitrio un punto O su S e consideriamo
un segmento OO’ della normale interna ad S in O (ragiona-
menti analoghi a quelli che seguono possono svilupparsi al-
Pesterno di S). Consideriamo il piano =, (I'g) ortogonale a I'y
in O e consideriamo le prime spire delle I't uscenti dai punti
di 00’; se 00’ & sufficientemente piccolo queste tornano a in-
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cidere =, (I'o) sulla faccia opposta a quella da cui escono, nei
punti di un certo arco di curva analitica, che pud anche coin-
cidere con OO’, restando nell’intorno di raggio ¢ di I'g. Se
per esempio & b;(0) = 0, nell’intorno di O si ha dw,/dw; = b,/b;,
dz,/dx; = b,/b;; sia
z, = filzs, x], 23, x)), X2 = filxs, ], 3, X3

I’ integrale generale del sistema, definito per x° in un intorno
di 0. Legando z3, z}, 3, mediante le equazioni di 00’ si otterra
un elemento di superficie che si prolunghera poi secondo Ay
generando una zona Xp, luogo delle I't, limitate alla prima
spira, uscenti dai punti di O0’. Analogo ragionamento si pud
fare per le I—.

Prendiamo ora un punto P di OO'. Possono presentarsi tre
casi: yp e I'p sono entrambe chiuse; una & aperta e l’altra &
chiusa; sono entrambe aperte.

1° caso. — Le vp e I'p sono entrambe chiuse; allora la Sp

¢ chiusa.

Consideriamo un punto @ di un intorno di P su I'p e la
prima spira della -r$ ; questa torna a incidere Zr in un intormo
di P, in un punto @'. Se I’intorno di P & sufficientemente pic-
colo, la prima spira di 72; e tutta contenuta in un intorno di
ye. Nell’ ipotesi che la yg sia aperta e che sia quindi @'z Q,
Q' non pud appartenere a I'p perché un intorno di P sulla Se
& suscettibile di una rappresentazione regolare x — x(u,v). Se
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poi Q' mnon appartenesse alla I'p, la Sp taglierebbe la Zp
lungo un arco di curva analitica @; ma allora, poiché le I
che passano pei punti di € appartengono sia a Zp che ad Sp,
Sp conterrebbe una porzione di p in un intorno di P e quindi
una porzione del segmento OO’ in un intorno di P; cio & evi-
dentemente impossibile percheé il segmento OO’ e la Sp, almeno
in un intorno abbastanza ristretto di P, hanno in comune il solo
punto P. Dunque la vy & chiusa; lo stesso si puo dire delle
v che escono dai punti dell’arco I/’_@ di I'p. Sostituendo allora
alla vp la .{Q e ragionando allo stesso modo si verra a indi-
viduare un arco Q_IE di I'p, adiacente a 1”—() tale che tutte le
v che escono dai suoi punti sono chiuse, ece. Il ragionamento
si pud ripetere poiché mai si esce dallo strato di altezza e di
S, almeno per P abbastanza prossimo ad O, e quindi mai si
arriverd a un punto singolare. Pertanto con un numero
finito di tali archi si esaurird la I'p e quindi mentre il punto
Q descrive la I'p, la y¢o descrive la Sp che risulta chiusa.

Per esempio, nel terzo dei sistemi riportati all’inizio, tutte
le caratteristiche interne al toro

2, = (e -+ bcosu)cosv , v, = (¢ -+ bcosu)senv, x, —bsenu

sono altrettanti cicli.

2° caso. — Sia yp chiusa e I'p aperta. In questo caso la Sp
¢ aperta; essa ¢ divisa dalla yp in due semicaratteristiche di cui
une si avvolge infinite volte su se stessa tendendo asimtotica-
mente ad S o @ un ciclo interno ad S.

Consideriamo una doppia corona attorno a yp. Per esempio,
per ogni punto @ di yp mandiamo il piano normale a Yp;
questo taglia yo in un punto @', nell’intorno di raggio e di
0 congiungiamo @' con @ con un segmento di retta e pren-
diamo sul suo prolungamento un segmento Q@” di lunghezza
d, con d abbastanza piccolo in modo da restare nello strato di
altezza ¢ attorno ad S. Allora, al variare di  su yp, i segmenti
00" e QQ" generano due certe corone che indicheremo con o,
e o rispettivamente. Se il punto @, partendo da P, descrive la
I'? o 1a I's, esso tornera a incidere o, + 65, in un intorno di

\

P, sulla faccia opposta a quella da cui & uscito. I due archi
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di TE e I's cosi individuati, si diranno la prima spira di 'S e
I's . Analogamente si parlera di seconda, terza, .., spira di
I'} e I's. Consideriamo dunque la prima spira di I'f e la prima
spira di I'z; con lo stesso ragionamento fatto nel 1° caso, si
riconosce che tutte le ¢ che escono dai punti di queste sono
chiuse. Percid, mentre  descrive la prima spira di I‘}!L, ed
eventualmente anche un tratto della seconda spira, la vg de-
scrive una superficie che taglia s, oppure ¢, secondo una curva

(semplice) chiusa O, ; questa non pud avere punti in comune né
con Yo né con yp perche altrimenti la Sp avrebbe punti in
comune con la S oppure taglierebbe o toccherebbe sé stessa, il
che & impossibile; analogamente, quando @ descrive la prima
spira di I's, ed eventualmente anche un tratto della seconda
spira, la vg descrive una superficie che taglia ¢, oppure o,
secondo una curva (semplice) chiusa Cj; delle due curve O, e
C; una appartiene a o, e I'altra a o,; supponiamo per esempio
che C, appartenga a o,; allora la superficie costituita dalla
corona (yp, C,) di 6, e dalla porzione della superficie Sp (gene-
rata dalla y¢ quando @ descrive la prima spira di I'F ed even-
tualmente una porzione della seconda spira) limitata da yp
e dalla C,; é chiusa. Ora se P & sufficientemente prossimo ad O,
le prime spire di I‘"{» e I'p sono contenute in un intorno di I'p
onde la prima spira di I'p sard tutta contenuta entro la super-
ficie chiusa detta sopra, percheé, in caso contrario, dopo esservi
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entrata, per uscirne dovrebbe tagliare la corona (yp, C)) in
senso opposto a quello con cui la taglia in P e cid ¢ impossi-
bile perché per la continuita di a e di b, in un intorno di
P la I'ps attraversa la o, -+ ¢, sempre nello stesso senso. Dunque
se C, appartiene a o, la C; appartiene a o,.

Ripetendo il ragionamento ora fatto sulla seconda, terza,
., spira di I‘f;, si riconosce che la Sp taglia ¢, in una successio-
ne di curve (semplici) chiuse C,, C,, ..., e ciascuna di queste
risulta pitt prossima delle precedenti a yo. La successione dei
punti P,, P,, P;, ..., comuni a PO e a C,, C,, C,, ..., tendera
a un punto P. Se P= O, allora la semicaratteristica S’'p, che
ha origine in vy, e contiene rs P, ha S come ciclo-limite. Se invece
P==0, allora la 8'p ha come ciclo-limite la Sp la quale & una
superficie chiusa. Per mostrare ci0 basta mostrare che Yz e
I's sono chiuse.

Supponiamo che la yp sia aperta; a P corrisponde su S un
punto P* tale che le prime spire di Yp © *{—; , limitate al piano
normale alla vz in P, sono contenute nell’intorno di raggio e
della vyp,; esse tornano percid a incidere tale piano in due

punti P’ e P”; noi potremo racchiudere P con un intorno di
raggio & tale che i punti di vy che cadono in esso siano tutti
e soli quelli di un ben determinato arco di Y (contenente P),

ma le y,, Yp, -, SONO tutte chiuse e lim P, P =0; ora

N — Q0
non appena P, & abbastanza vicino a P, le prime spire di
‘r;‘—; e y; sono tutte contenute in un intorno di yp di raggio
piccolo a piacere; quindi si puo scegliere P, e l'intorno di Yp,
in modo che P’ e P" siano esterni a quest’ultimo. Da cid 1’ as-
surdo. Dunque v € chiusa.

Supponiamo ora che la I'p sia aperta. La prima, seconda,
terza, ..., spira di I‘"’,S ha come origine e termine rispettiva-
mente P e P;; P, e P,; P, e P;; ece. Con un ragionamento
simile a quello fatto or ora si vede che si pud scegliere una
spira di I‘+ a’ indice abbastanza elevato in modo che le prime

spire di I‘ _ siano tutte contenute in un intorno prefissato

P
di essa, mentre d’altra parte i termini di I‘ e I'; sono esterni

a un certo intorno di P.
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Si possono dare facilmente degli esempi per illustrare questo
caso. Senza scrivere esplicitamente il sistema nelle z,, @,, #;, pen-
siamo operata la sostituzione da coordinate cartesiane a coor-
dinate toroidali

__ senhmecosd __ senh%send 7. — sen §
' coshn —cosE’ 7 coshn—cosE’ °" coshn — cosE’

Il sistema trasformato sia

dn = (senh 1 — cosh n)(cosh n — 2 senh n)du ,
Ay =du , dE=-—sen’Edv

tghn:;—i—g%% , Y=u-4e¢, , cotgE=v+c;.

Per ¢, =0 si ha una caratteristica toro-circolare, S; per
¢; > 0 si hanno delle superfici tubolari che penetrano entro sé
stesse. Le [ sono le circonferenze sezioni coi semipiani per
Passe x; mentre le ¥ sono delle specie di eliche sferiche che per
% — -+ o> tendono asintoticamente alla caratteristica singo-
lare ; = 0, «} + 2;=1, e per u — — o tendono alle circonfe-
renze intersezioni delle sfere & — cost. (corrispondenti ai fissati
valori di v) con S. Una I (u=u) spezza la caratteristica, cui
essa appartiene, in due parti; quella corrispondente ai valori
u < u tende asintoticamente ad S (ciclo-limite).

Analogamente il sistema

dn = (senh 0 — cosh n)(cosh n— 2 senh n)du ,
dy=dv , dé=du,

ha un ciclo nella stessa superficie S di prima (¢, = 0), mentre
per ¢, > 0 le caratteristiche sono superfici aperte che si avvol-
gono su sé stesse. Le v sono spirali sui semipiani per P’asse ;
che per 4 — - ©© si avvolgono attorno alle intersezioni di tali
semipiani con la caratteristica singolare, mentre per u — —o°
tendono alle intersezioni di S coi semipiani anzidetti; le I
sono circonferenze intersezioni di S con le sfere & = cost. corri-
spondenti ai fissati valori di 4. Una [ (u — w) divide la carat-
teristica, cui appartiene, in due parti; quella corrispondente
ai valori uw < u tende asintoticamente ad S (ciclo-limite).



STI CICLI RELATIVI AI SISTEMI DIFFERENZIALT TOTALI 51

3’ caso. — v, e I'p sono entrambe aperte. In questo caso
le Yp eI'p dividono Sp in quattro parti; di queste almeno una
si avvolge infinite volte su sé stessa tendendo asintoticamente
ad 8 o a un ciclo interno ad S.

Consideriamo attorno ad OO’ un elemento di superficie &
luogo di archi di I che si appoggiano ad 00'; sia P un punto
di 00’ abbastanza prossimo ad O; larco di 'p appartenente
ad & divide & in due parti; chiamiamo §, quella limitata da
T'p e T'p ed 8, quella limitata da T'p e I'g,. Consideriamo ora
la prima spira di yj; e la prima spira di v limitate a tale
elemento & ; i termini di queste P+ e P—, non possono appar-
tenere a I'> ammenoché non coincidano con P, il che & escluso
dalle ipotesi; infatti se P e sufficientemente prossimo ad O, tali
spire sono contenute in un intorno di vyo e d’altra parte un
intorno di P su Sp & rappresentabile su un intorno di (u, v) con

un vettore olomorfo x — x (u, v). Supponiamo che P+ appar-
tenga ad &,; a ogni punto @ di I'p di un intorno di P associa-
mo la prima spira di yz; e il corrispondente termine @+ su &

per ragioni di continuitd Q+ apparterra ad §,; infatti se per
un punto R di tale intorno, R+ appartenesse a &, l'arco C
descritto da @+ dovrebbe tagliare laI'p+ e cio & impossibile per-
ché la Spcontiene tutte le I'g+ e quindi conterrebbe tutta una
porzione di §. Si viene in tal modo a individuare su Sp una
striscia, luogo delle prime spire delle v, la quale avra come
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origine un arco della I's e come termine un arco della I'p,.
Da cid segue intanto che il punto P— appartiene ad S.; infatti
la prima spira di vz € tutta contenuta in un intorno di 7,;
quindi se la striscia anzidetta si pensa prolungata a un
arco conveniente di I'p, perché P— possa trovarsi in &, biso-
gna o che la prima spira di y5 tagli la striscia anzidetta, cid
ch’¢ impossibile, oppure che attraversi la 8, in senso contrario
a quello col quale P’attraversa nel punto P, e cid & pure impos-
sibile perche in un intorno di P se la vy, taglia S, attraversa-
mento deve avvenire sempre nello stesso senso, causa la con-
tinuita di a e b.

In modo perfettamente simile, se consideriamo un elemento
di superficie & luogo di archi di v che si appoggiano ad 00/,
le due prime spire di I't e I'p termineranno in due punti che,
per la stessa ragione addotta sopra, apparterranno uno a quel-
la porzione di & che & limitata dagli archi di Y, e yp, I’ altro
all’ altra parte; supponiamo che sia la I‘,+: a terminare in un
punto di & compreso tra YO e vp. Consideriamo ora attorno alle

prime spire di 5 oe di YP B le zone 3y e 3, ottenute per pro-
lungamento da & e da & . Prendiamo un punto @ della prima
spira di I‘"}Se la prima spira di -yfé‘ ; questa incidera Zp in un pun-
to @+ compreso tra I'¢p e la prima spira di J?}?; infatti, in caso
contrario, la Sp taglierebbe Zp lungo una curva analitica passan-
te per P+ e @+, intersecante la 1‘}’5; ma per ogni punto di tale
curva passa una [ appartenente ad Spe quindi si arriverebbe al-
Tassurdo che Sp conterrebbe tutta una porzione di Zp attorno a
P. Pertanto se la caratteristica Sp & quella che resta determinata
associando alla coppia v = u, v = v il punto P, il quadrante di
caratteristica di Sp corrispondente ad u > u, v > v, taglierd una
prima volta la Zp lungo una prima spira di I' compresa tra
T'o e la prima spira di I”';S e cosl pure tagliera una prima volta
la X, lungo una prima spira di y compresa tra yo e la prima spi-
ra di ‘{j'.?- Il ragionamento si puo ripetere; si riconosce cosi che
Vanzidetto quadrante di Sp si avvolge infinite volte su sé stesso;

se Py, Py, ... ., sono i punti in cui questo taglia successiva-
mente PO, pmché OP, > OP, > ... > OP, > ..., la successione
P, Py .., P,,.. converge a un punto P Se P =0, il detto

quadrante ha S come ciclo-limite; se P_[:O, con un ragiona-
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mento simile a quello fatto nel 2° caso, si riconosce che la Sp
¢ chiusa ed & ciclo-limite del quadrante.

Nello stesso ordine di idee dei due ultimi esempi riportati,
consideriamo il sistema

dq = (senh n — coshn)(cosh 4 — 2 senh 7)d(u + v),
dW=du , déE=dv.

Le T sono spirali (intersezioni coi semipiani per 1’ asse ;)
che per v — — ©© approssimano le circonferenze sezioni di tali
semipiani col ciclo S e per v — 4 o tendono ai punti inter-
sezioni di tali semipiani con la caratteristica singolare.

Le v sono della specie di eliche sferiche che per u — 4 o2
tendono alla caratteristica singolare e per w4 — —©° tendono
alle intersezioni delle sfere & — cost. (corrispondenti ai fissati
valori di v) con S. Pertanto, fissata una coppia u, Ve il punto
P, quella porzione della Sp che corrisponde ai valori u < u,
v <E, tende asintoticamente ad S (ciclo-limite).

III. - Vogliamo ora provare che entro un ciclo si trova alme-
no un punto singolare.

Allo scopo cominciamo col dimostrare che:

Se entro un ciclo S non vi sono punti singolari, una carat-
teristica interna ad S o € chiusa oppure, se aperta, ammette
almeno un ciclo-limite interno ad S.

Sia P un punto interno ad S le curve v, e T'p possono essere
entrambe chiuse oppure una aperta e 1’altra chiusa, oppure
entrambe aperte.

1. caso. —yp e I'p sono entrambe chiuse. Allora Sp & chiusa.

Associamo a P un suo intorno J(P); conduciamo la normale
ad Sp in P e sia P'P” la porzione di essa appartenente ad J(P).
Indichiamo con &p lelemento della superficie luogo delle I
che si appoggiano ai punti di P'P”, appartenente ad J(P). Po-
tremo sempre prendere J(P) cosi piccolo che P'P" abbia il solo
punto P in comune con Sp. Se prendiamo ora un punto P, sulla
I'p, sufficientemente prossimo a P, la *{jgl e contenuta in un in-
torno della yp e incide una prima volta la 8p in un punto P,+;
con lo stesso ragionamento fatto al n. 2 in analoga occasione, si
riconosce che P,+= P, e quindi YPlé chiusa. Si viene in tal modo
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a individuare attorno a P un arco di I'p, sia P_,P;, tale che
le'y che escono dai suoi punti sono tutte chiuse. Sostituendo
alla yplayp, ci si ritrova nelle stesse condizioni di prima; da

cid Desistenza di un arco Pl}z di T'p tale che le ¢y che escono
dai suoi punti sono tutte chiuse, ecc.

Si pud percid concludere come nel primo caso del n. 2.

2° caso. — Yp € chiusa e I'p ¢ aperta. Intanto, con lo stesso
ragionamento fatto sopra si riconosce che tutte le v che escono
dai punti di T'p sono chiuse. Consideriamo ora la I'S. Indi-
chiamo con D il dominio che ha per frontiera la S. Supponiamo
che, preso a piacere un punto di D, si possa trovarne un intorno
in cui non cada alcun punto di I‘}'J oppure, se cadono punti di
I‘}'; , questi siano quelli di un ben determinato arco passante
per il punto; allora per il teorema di BoreL potremo trovare un
numero finito di punti P,, P,, ..., P, in D tali che i corrispon-
denti intorni j(P,), j(Ps), ..., j(Pn) ricoprano D e in ciascuno
di essi o non cadano punti di I'S oppure cadano solo quelli di
un ben determinato arco. Ma allora la I‘ﬁ dovrebbe o arre-
starsi in un punto, e cio & impossibile perche tale punto sareb-
be singolare, oppure essere chiusa, e cio ¢ escluso dall’ipotesi.
Dunque esiste in D almeno un punto P tale che in ogni suo
intorno cadono infiniti archi di l‘ﬁ . Mostriamo ora che Sp &
chiusa. Allo scopo basta provare che Yp © I't sono chiuse. Sia
Py, Py, ..., Py, .. una successione di punti di l‘ﬁ convergente
a P; non appena P, & sufficientemente prossimo a P, in corri-
spondenza a Yp. si ha una spira di yj;-; tutta contenuta in un
suo intorno. Sia F_,_ il termine di tale spira sul piano normale
in P alla vp> Se questa & aperta, e P EIEF, mentre, d’altra
parte, fissato un numero ¢ > 0 piccolo a piacere, potremmo sem-
pre trovare un intero #. tale che l’anzidetta spira di -y;: sia

‘tutta contenuta nell’intorno di raggio ¢ della v, . Percio & as-
e

surdo supporre che la yp sia aperta. Mostriamo ora che la I'p
& chiusa. Consideriamo gli archi P,P,, PP, ..., Py_1P,, ... della
. 1 —_—

Ip; 1a prima spira di I‘;—,— limitata al piano normale in P a I'p,
avra come termine un punto P4 e, se la I'p & aperta, sard
P+==P. Con lo stesso ragionamento di sopra si riconosce che
ci0 & impossibile perché tale spira deve essere contenuta in un
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intorno di raggio arbitrariamente piccolo dell’arco P/,—.P,,Jrl
non appena si prenda n opportunamente grande.

I ragionamenti fatti sulla I‘“‘[: possono ripetersi per la I'p.
Percio la v, spezza la Sp in due semicaratteristiche S]‘S ed Sp
ciascuna delle quali ha un proprio ciclo-limite, S+ per la prima
ed 8~ per la seconda. Se uno di essi coincide con S, I’altro e
certamente interno ad S; infatti se & per esempio S+ =S8, al-
lora P & un punto di § e i punti P,, Py, ..., Py, ... da uno di
essi in poi sono contenuti in un intorno piccolo a piacere di P;
allora noi possiamo riferirci ai risultati conseguiti al n. 2.

3’ caso. — ¥ pe I's sono entrambe aperte. Consideriamo allo-
ra la I.‘JIS; con lo stesso ragionamento fatto nel 2° caso si rico-
nosce l’esistenza di un punto P, tale che in ogni suo intorno
cadono infiniti archi di I‘i?; da cio segue, con lo stesso ragiona-
mento fatto sopra, che I'p, ¢ chiusa. Allora, se anche la tp, e
chiusa, la Sp, & chiusa e quindi i due quadranti della caratte-
ristica Spche hanno origine in I'p e in Y5 e Yp, rispettivamente,
hanno un medesimo ciclo-limite. Se invece la v, € aperta allora
la 8p, ha due cicli-limiti i quali poi sono cicli-limiti dei due
quadranti anzidetti. Stessi ragionamenti se si prende in con-
siderazione la I's anziche la I'p.

Ci0 premesso, per mostrare che nell’ interno di un eciclo vi &
almeno un punto singolare, basta ripetere un ragionamento di
BenDIXSON °).

Supponiamo che entro il ciclo S8 non vi siano punti singo-
lari. Indicato come sopra con D il solido limitato da S, indi-
chiamo con V il volume di D. Consideriamo la funzione f(P)
definita nei punti di D al modo seguente: se Sp ¢ chiusa, f(P) &
eguale al volume del solido limitato da S; se Sp e aperta,
f(P)=17V. Sia P, un punto di WEIERSTRASS relativo all’estr. inf.
f(P). Poiche P, ¢ un punto regolare, per esso passa una ben
determinata caratteristica Sp,. Se questa & aperta, allora tut-
te le caratteristiche uscenti dai punti di un certo intorno di P,
sono aperte e quindi in tale intorno & f(P) = V, mentre invece
la Sp, ammette almeno un ciclo-limite interno ad S e nei pun-

9) Cfr. 1. ¢. in 7).
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ti di questo & f(P)< V. Se poi Sp, & chiusa, allora entro essa vi
sara certamente una caratteristica chiusa onde la f(P) rela-
tiva ai punti di questa sara < f(P,), mentre invece possiamo
racchiudere P, con un intorno opportuno in modo che, nei pun-
ti di questo, f(P) sia eguale a V oppure differisca da f(P,) di
tanto poco quanto si vuole.

A chiusura di questo n. 3 vogliamo esplicitamente rilevare
come i ragionamenti fatti sopra si possano ripetere se si fa
Pipotesi che in tutto un intorno della caratteristica in esame
non vi siano punti singolari. E’ facile d’altra parte dare degli
esempi che illustrano le eventualita contemplate sopra.

Cosi il sistema

dn = (2 senh n — cosh 1)(3 senh n — cosh n)du ,
dy=du , dE=—sen’Edv,

(n, ¥, & coordinate toroidali) ha tra le sue caratteristiche delle
superfici tubolari dotate di un ciclo-limite interno e di un ciclo-
limite esterno.

Si ha

v

1+ cexpu
—+—J—,¢:u+cz, cotgE=v-+tc;.

tghn =
ghm 2+ 3c,expu

Le caratteristiche corrispondenti a valori positivi di ¢, sono
tutte interne al ciclo (2} + 2] + 7 + 1)’ =36(2f + ). Si
consideri ad esempio la caratteristica corrispondente a ¢, =1,
¢, —=c¢; = 0; la T corrispondente ad # — 0 & una circonferenza
sul piano #, = 0; facendo crescere v da 0 a -} la I' che si
appoggia alla y* descrive una semicaratteristica che é una su-
perficie tubolare che si avvolge infinite volte su sé stessa con-
vergendo al ciclo-limite (] 4 )+ 2} + 1)* = 36(2] + ), men-
tre facendo decrescere # da 0 a —©° la I' che si appoggia a
v~ descrive una semicaratteristica che e anch’ essa una superfi-
cie canale che penetra infinite volte entro sé stessa convergendo
al ciclo-limite (zf + 2% + 2 + 1) = 16(z] 4 ).

Cosl pure il sistema

dn = (2 senh v — cosh 1)(3 senh n — cosh n)d(u 4+ v),
A&=duw , ds=dv,
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ha le caratteristiche

1+ ¢, exp(u + v)
2+ 3c expu—+v)’
che per ¢, > 0 sono tutte interne al ciclo (#} + 2} 4+ ;4 1)’ =
= 36(2?+ «%). Si consideri ad esempio la caratteristica corri-
spondente a ¢, =1, ¢;—=c¢; = 0. Le I'g e yo corrispondenti a
w =10 e v =0 rispettivamente, sono la prima una spirale nel
piano @, = 0 e I’altra una certa spirale sferica. Facendo crescere
u da 0 a 4 ©° e poi facendo decrescere u da 0 a —oo, si vede
che i due quadranti di caratteristica #>0, v>0 e ¥ <<0, v>0
generati dalle semispirali T+ che si appoggiano rispettivamente
aygea vy, hanno per ciclo-limite comune il toro (#2424
+ 1) = 36(2; + 2%), mentre i due quadranti di caratteristica
>0, v<0 e <0, ¥v<<0 hanno per ciclo-limite comune il
toro (4} + @ 4 2% 4+ 1) = 16(x} + a3).

tghq = b=u-4+¢, E=v+ecs.

IV. - Vogliamo ora studiare la distribuzione dei punti sin-
golari entro un ciclo. Assodata ’esistenza di un punto singolare
entro un ciclo, facciamo vedere che, nelle ulteriori ipotesi indi-
cate all’inizio del lavoro:

Nell’ interno di un ciclo vi sono infiniti puniti singolari;
questi sono tutti e soli © punti di una o piv caratteristiche sin-
golari semplici chiuse oppure di archi di caratteristiche simgo-
lari congiungenti punti singolari di seconda specie.

Possiamo supporre che il punto singolare, di cui si & asso-
data 1’ esistenza entro il ciclo 8, sia di prima specie perché se
fosse di seconda specie da esso uscirebbero due oppure sei archi
di punti singolari di prima specie'°). Possiamo supporre che
esso sia il punto (0, 0, 0). Allora, mediante una opportuna tra-
sformazione affine il sistema (1) si pud scrivere ')

dy, = (1 4+ Ny, + Podu 4+ v/ M+wy, + Q,)dv
(4) dy, = (A2y2 + Pr)du + (22 + @,)dv
dy, = (As¥s 4+ Psy)du 4 (1s¥s + Qz)dw

10) Cfr. 1. ¢. in 1),
11y Cfr. 1. ¢. in 1),
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se le matrici % e ’ib—’ hanno tutti gli autovalori reali, oppure
x|~ |9z,
dy, = 1+ My 4+ Podu + (0/M + 1y, + @1)dv

(5) dy,= (Aay2 + N3ys + Py)du + (2Y2 + ays + @2)dv
dys = (— MYz + MaYs + Py)du + (— s¥2 + oy + @s)dv

se tali matrici hanno anche autovalori complessi; le P; e @,
stanno ad indicare serie intere nelle ¥,, ¥, ¥; inizianti con ter-
mini di grado = 2.

Nel primo caso si ha

[M} )@ (Mg — Maths) (Maths — Aol

Y2 Ys)
e nel secondo
Py = 5 O =l G — 2]
dove, se il sistema (4) o (5) &’ intende scritto nella forma vet-
toriale dy = a*(y,, ¥, ¥Ys)du + b*(yy, Y2, Ys)dv,& A= z: Z:
Quindi nelle ipotesi, in cui ci siamo posti, che la matrlce
, ;:1‘ )*l‘"z )‘p’:‘a abbia tutti i minori di second’ordine =0, si ha

Az, Ar)|
I a(?/z; Ys) JO:*: 0

Percio, per il teorema di Dini sulle funzioni implicite, le
Aj; =0, A;; =0 definiscono in un intorno di (0, 0, 0) un arco
di punti singolari. Questo arco si potra prolungare da una par-
te e dall’altra; ragioniamo da una parte. Procedendo al pro-
lungamento si presentano due alternative: o non si arriva mai
a un punto singolare di seconda specie, oppure si va a termi-
nare in un punto singolare di seconda specie. Nel primo caso
si ottiene una curva chiusa. Supponiamo infatti che sia aperta
e indichiamola con C; essa non pud né terminare in un punto
di 8 neé avvicinarsi indefinitamente ad S perche esiste uno strato
attorno ad S, sia J, ove non si trovano punti singolari. Ora ’ipo-
aa,- ab¢

siano sempre invertibili porta di
oz, 8bj

tesi che le matrici
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conseguenza che gli eventuali punti singolari di seconda specie
interni ad S sono isolati; in caso contrario le superfici anali-
tiche a;(®,, @, ®;) =0, i =1, 2, 3, dovrebbero avere in comune

3 oa;
almeno una curva x — x(t), onde si avrebbe 2; (—(-l—') «z, (1)=0,
£ \9%;5/ x(t)

il che contraddice 1’ ipotesi dell’ invertibilita di . Isoliamo

| dai
k=
allora questi punti singolari con opportuni intorni J,, Jy, ..., Jy
e consideriamo 1’ insieme chiuso, D, che si ottiene togliendo
dai punti interni ad S quelli che appartengono ad J e agli in-
torni J. Se questi intorni si prendono abbastanza piccoli, la
@ sard tutta contenuta in 9. Ragionando allora come & stato
fatto piu volte, si viene a provare 1’ esistenza di un punto tale
che in ogni suo intorno cadono infiniti archi appartenenti a C.
Cid & manifestamente impossibile perché questo punto deve
essere singolare di prima specie e quindi, poiché J; & una fun-
zione analitica, tutti e soli i punti comuni alle superfici A;; =0
(che in particolare sono dotate di piano tangente e curvature
continue) in un intorno di tale punto sono quelli di un ben de-
terminato arco uscente da detto punto.

Nella seconda alternativa, si arrivera a un punto singolare
di seconda specie; da questo uscira allora un altro arco oppo-
sto al precedente se ivi si ha una configurazione a fuoco o a
centro, oppure altri cinque archi di cui uno opposto al prece-
dente, se ivi si ha una configurazione a nodo o a colle. Su cia-
scuno di questi archi si ripetera il ragionamento fatto sopra.

Come applicazione di quest’ ultimo risultato mostriamo che:

Un sistema (1), se lineare, non ha tra le sue caratteristiche
aleun ciclo.

Sia

dx — (a + Ax) du + (b + Bx)dv

con le condizioni di passivita Ab = Ba, AB — BA. Supponia-
mo, come si & detto all’inizio, che A e B siano invertibili e che,
supposti tutti r)i}ali i loro autovalori A;, Ay Az € Wy, Mg, s la
matrice H ;\1‘ ;\: pj || abbia tutti i minori di second’ordine =F 0.

Sia

T7AT = diag.(y) , T—'BT = diag.(u);
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posto x =Ty, T—'e = p, T—'b = gq, si ha

dyi = (pi + Miya)du + (¢ + pya)dv, =1, 2, 3.

Riesce pips = qiri, 1 =1, 2, 3,;le A;; = 0 diventano (p; +
+ Xiyi)(p; + Ay, = 0. Quindi i punti singolari son tutti e scli
quelli delle tre rette intersezioni dei tre piani pi - Aiy: =0,
1=1, 2, 3, presi due a due. Cio esclude ovviamente ’esistenza
di cieli.

Se invece le matrici A e B hanno anche autovalori com-
plessi, il sistema trasformato si pud scrivere

dy; = (p, + Mydu + (q, + vy, )dv
dy, = (P2 + XY + Aays)du - (g2 4 1oy, 1 Rays)dv
dy; = (Ps — N2 + Na¥Ys) AU + (g5 — 13l 4= Polys)dv

con MG, =Py, Moz + AeQs = WPy + BaPs,  — MGy + Aoy =
= — gP; + RoPs; Si riconosce che tutti e soli i punti singolari
sono quelli della retta p,-+ Nys + Asys = 0, ps— As¥s + Ay, = 0.

La conclusione é la medesima di quella relativa al caso degli
autovalori tutti reali.

Le caratteristiche singolari interne a un ciclo possono esse-
re ulteriormente precisate. Ad evitare confusione, diremo che
in un punto singolare di seconda specie si ha una configurazione
a nodo (C,), a colle (C,,), a fuoco (Cr) e a centro (C,,), men-
tre un punto singolare di prima specie si dird senz’ altro un
nodo, colle, fuoco o centro secondoché le traccie delle caratte-
ristiche sui piani, incidenti in tale punto la caratteristica sin-
golare che passa per esso, hanno I’ andamento del nodo, colle,
fuoco o centro nel senso usuale. Cid posto si ha che:

I punti singolari interni @ un ciclo sono tutti e soli quelli
di un numero finito di curve chiuse ciascuna delle quali costi-
tuita tutta di colli o nodi o fuochi o centri; su una curve luogo
di nodi o fuochi o centri potranno esservi solo punti singolari
di seconda specie ove si ha rispettivamente una C,, Cr, C.,,
mentre su una curva luogo di colli possono esservi punti singo-
lari di seconda specie ove si ha una C,, oppure una C,,.

Consideriamo un arco @ di punti singolari di prima specie
avente per origine e termine due punti singolari di seconda
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gpecie, oppure una curva semplice chiusa tutta costituita di
punti singolari di prima specie, e supponiamo che x — x(%) sia
una sua rappresentazione analitica, 0 < ¢ << L. Secondo una
convenzione giad adottata, indicheremo con A, A;, A; oppure con

A\, A2==A; gli autovalori di

secondoché essi sono tutti

axj
reali oppure se tra essi ve ne sono di complessi, e analogamente
. . . |19b;
con [k, W, W3 OPpUTe Wy, Wy ==, gli autovalori di a—l . Co-
x.
J

minciamo col provare che se in un punto di € gli autova-
lori A e & sono tutti reali, essi sono tutti reali in ogni altro
punto di @ e quindi se in un punto ve ne sono di complessi,
allora in ogni altro punto di € ve ne saranno di complessi.
Allo scopo osserviamo dapprima che se in infiniti punti di C due
o piu delle A coincidono, allora lo stesso fatto si verifica in tutti
i punti di C; cid & immediata conseguenza dell’ analiticita
perché la superficie Ay(z,, #,, ;) =0, ove A, indica il discri-
aai
=
te, deve contenere tutto l’arco analitico €. Ora se in un
punto , le X e le p sono tutte reali e per esempio A; I X, = %y,
in nessun altro punto possono esservi due i complesse; suppo-
niamo che cid avvenga in ¢,; allora in ¢, si avrd A, F X, =1,
oppure A; = A, = A;; nel primo caso a A; corrisponde un auto-
valore reale ., mentre a A, — A, corrispondera la coppia com-
plessa, p, ==dp;. Ora il discriminante A, (@, @, @;) relativo
ob;
3,
opposti, deve annullarsi in un certo ¢* compreso tra t, e t,
e ivi gli autovalori p. saranno p, e (., = {3, €i0 ch’ & incompa-
IRSRSRS
HlJ'l o A3
minori di second’ ordine == 0. E’ chiaro che lo stesso ragiona-

mento si pud fare se in £, & A, = A, = A; e a piu forte ragione
se su tutta la € coincidono, anziche due, tutte tre le A

Supponiamo ora che solo in punti isolati su € due A (o
due 1) possano coincidere. In £, le A e le i siano tutte reali; nel-
Pintervallo ¢, < ¢ << ¢, le X siano tutte reali mentre in ¢, <t <<f,

minante dell’equazione det. (

— lE) =0, nelle ipotesi det-

all’equazione det. (

-——y,E) = 0, poiche in ¢, e in #, ha segni

tibile con 1’ipotesi che la matrice

abbia tutti i
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tra le A ve ne siano di complesse: A;, A,==1ik;; allora in ¢,
si avra Ay, A, = A In ¢, <t < t; delle p. o due saranno eguali
oppure due saranno complesse coniugate: p;, W, ==14u;; ora per
t, <t <t, le A sono tutte reali e quindi non vi & incompatibilita
a patto che sia sempre A, = A,, ¢i0 che si & escluso. Con cio é
provato che se gli autovalori A e p. sono tutti reali in un punto
di @, allora essi sono tutti reali in ogni altro punto di C.

Supponiamo ora che € sia limitato da due punti singolari
di seconda specie: P; e P, (eventualmente P,=P,). Suppo-
niamo che in P, si abbia una O, ; allora da P, escono sei archi
che si possono distribuire in tre coppie in modo che quelli di
ciascuna coppia siano opposti tra loro in P,. Si sa che la carat-
teristica passante per un punto a piacere di un intorno di P,
e non appartenente a tali archi, va a terminare nei punti di
due tra i sei archi anzidetti. Supponiamo che € contenga
uno di questi archi; allora, causa !’ analiticita delle caratte-
ristiche e di €, ogni caratteristica che contiene un arco di
@ , contiene tutta la € di qui segue che tutti i punti di C
sono nodi e quindi anche in P, si ha una C,,. Se ora seguiamo
i due archi opposti a @ in P, e P,, si verranno a determinare
altri due archi che, se non coincidono, dovranno anch’essi ter-
minare in due punti (eventualmente coincidenti) ove si presen-
ta una C,; ecc. Si pud allora senz’ altro concludere che se en-
tro un ciclo vi & un punto P, ove si presenta una C,, oppure
una C,,, allora per esso passa una caratteristica singolare chiu-
sa tutta costituita di nodi oppure di colli e quindi se su essa
vi sono altri punti singolari di seconda specie, in essi si avra
necessariamente una C,, oppure una C, o Cqp.

In modo analogo se in P, si ha una C, oppure una C,,
allora per P, passa una caratteristica singolare chiusa tutta
costituita di fuochi o centri e quindi se su essa vi sono altri
punti singolari di seconda specie, in questi si avra necessaria-
mente una C, o, rispettivamente, una C,,.

Supponiamo ora che su € non vi siano punti singolari di
seconda specie. Supponiamo che in un punto P di € gli auto-
valori A e p siano tutti reali. Prendendo P come origine ed
effettuando una conveniente trasformazione affine, il sistema
(1) si pud scrivere nella forma (4). Se nella prima delle (4)
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poniamo ¥, =0, si ha

du_ /sty
dv 14+ Ay ... Ay
e quindi dalle ultime due
dys _ 5_12 dys _ %a ( o As Xy )
oA T W T T %= i by

ove i punti stanno ad indicare serie intere in Y, e Y, inizianti
coi termini di grado >2. Supponiamo che sia 3,,8;, < 0; allora
le traccie sul piano y, — 0 delle caratteristiche di (4) presenta-
no I’andamento a nodo nel senso usuale, relativamente al
punto ¥, =y, = 0.

Se ora prendiamo un punto P’ di @ in un intorno di P
e assumiamo questo come nuova origine ed effettuamo la tra-
sformazione analoga a quella per cui si & passati da (1) a (4),
il sistema (1) si trasforma in un altro del tipo (4) e se il detto
intorno di P & abbastanza piccolo, ancora 3,, e J; saranno
di segni opposti e quindi P’ sard un nodo. Ma allora le carat-
teristiche di (1) che passano pei punti di un intorno di P
e che non appartengono a €, contenendo tutti i punti di @
di un intorno di P, conterranno I’ intera €. Pertanto se un
punto di @ & un nodo o un colle, tutti i punti di & sono
nodi o, rispettivamente, colli.

Se invece in P si hanno anche autovalori complessi, allora,
ponendo in P Vorigine ed effettuando una conveniente trasfor-
mazione affine, il sistema (1) si trasforma in (5), da cui proce- -
dendo come prima, si ottiene

dyz_an a1 dy3_531 Oz
%—X‘l‘yz—ﬂys’k---, %-—x‘%"‘x?]s'l‘

ove i punti stanno ad indicare serie intere in y, e ¥y, inizianti
coi termini di grado > 2. Allora con ragionamenti analoghi a
quelli che precedono si pud concludere che se un punto di @

PN

¢ un fuoco o un centro, tali sono tutti i punti di Q.



