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SUL COMPORTAMENTO DEI MODI TEM NEI
CAVI COASSIALI IN PRESENZA DI LIEVE
ETEROGENEITA DEL DIELETTRICO

Nota (*) di Luici Capriont (a Bologna)

Introduzione. - In una guida d’onda cilindrica, con sezio-
ne normale ¢ non semplicemente connessa e con dielettrico
omogeneo di costante dielettrica e, e permeabilitd p, pud pro-

1
Ve
libere nello stesso mezzo), un modo TEM armohico, di pul-
sazione o; i vettori (complessi) del campo sono:

E.= E =z, y)eiﬁcz ’
Hc = Hc(x’ y)echz 2)’

pagarsi?), con velocita V.=

(uguale a quella delle onde

dove &

M Be=17 =0 Ve
[
ed z, y, 2 sono coordinate cartesiane ortogonali con asse z (di
versore R) parallelo alle generatrici della guida.
Essendo il campo del tipo TEM, entrambi i vettori E., H,
sono trasversali; dalle equazioni di Maxwell segue poi che,
detta U, una funzione armonica, monodroma dei punti di o,

(*) Pervenuta in Redazione il 9 luglio 1953.

1) Cfr. 8. A. ScHELKUNOFF, Hlectromagnetic Waves (Van Nostrand,
New York, 1944, Cap. 8.

2) B omesso qui, come di consueto, il fattore temporale etot,
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si ha

(2) E, ——grad U,

ed anche

3) H¢=V%°Ec/\k3),
(4) AH.=0.

<

Ora, come & stato mostrato in un precedente lavoro*), i
modi TEM non possono pilt sussistere nella guida, se il die-
lettrico che la occupa non & omogeneo. Pud pertanto rite-
nersi non privo di interesse, anche dal punto di vista pratico,
il proporsi di vedere se e come venga a modificarsi il modo
TEM che ha sede nella guida con dielettrico omogeneo, quando
si manifesti una lieve eterogeneitd nel dielettrico stesso.

In ordine a cid, in questa Nota si suppone il mezzo « lie-
vemente » eterogeneo, e cioé che la costante dielettrica e, am-
messa uniforme su ogni retta parallela all’asse z, sia poco
diversa da e, nei punti di una generica sezione normale della
guida, mentre ¢ ovunque uniforme la permeabilitd p; e si
determina una relazione molto semplice che esprime, per una
guida qualunque, P’alterazione della velocitd di propagazione
del campo, conseguente alla citata eterogeneitd del mezzo. Si
trova, inoltre, che tale velocitda pud esprimersi, con formola
analoga a quella relativa al mezzo omogeneo, in funzione di
un opportuno valore medio della ¢ nel dominio o.

E si prova, infine, che la citata eterogeneitd non fa sor-
gere alcuna frequenza critica; cioe, che possono ancora pro-
pagarsi, nella guida, onde e.m. di frequenza qualunque.

Poiché il calcolo (non semplice, invero, almeno ad un pri-
mo esame) del campo elettromagnetico modificato dalla ete-
rogeneitd del mezzo in una guida a sezione qualunque non ¢,
molto presumibilmente, di grande interesse tecnico, ci si &

3) Cfr. S. A. SCHELKUNOFF, op. cit.,, Cap. 10.

4) Onde clettromagnetiche di tipo trasversale nelle guide d’onda ret-
tilinee con dielettrico eterogeneo. (Atti del IV Congr. dell’U.M.I., Taormi-
na, ottobre 1951).
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limitati, qui, al caso, assai semplice e piu aderente alla realta,
di un cavo coassiale nel quale la grandezza ¢ sia funzione
(ovunque poco diversa da <) della sola distanza dall’asse
del cavo. Provato che il campo &, in tali ipotesi, del tipo
TM, se ne determinano i vettori; i componenti trasversali
dei quali risultano essere poco diversi da quelli del modo
TEM che ha sede nel cavo quando & ¢ =¢,, mentre sussiste
un campo elettrico longitudinale.

B poi quasi inutile far rilevare qui che, in quanto nella
pratica il dielettrico non & mai omogeneo, la ipotesi della
(sia pure) lieve eterogeneita rispecchia assai pit da vicino la
realtd che non quella del mezzo omogeneo. E ben vero, d’altra
parte, che Paver supposto la costante dielettrica uniforme su
ogni retta parallela all’asse del cavo costituisece una ipotesi
assai restrittiva dal punto di vista pratico®); e che ancor piu
restrittiva & la ipotesi della simmetria del cavo; ma si ritiene,
comunque, che le questioni qui esposte, oltre a presentare
forse un certo interesse analitico, non siano del tutto prive
di aderenza alla realtd, in quanto mettono in evidenza alcune
modalitd, se non tutte, dei fenomeni dovuti alla eterogeneita
del mezzo.

1. — Supponiamo la costante dielettrica ¢ indipendente
dalla variabile 2 e variabile nei punti di ogni sezione nor-
male ¢ secondo la legge

(5) e =¢c + n&, (2,9) ,

dove m & un numero rispetto al quale riterremo trascurabili
tutte le potenze con esponente maggiore dell’unitd ed e, una
qualunque funzione (limitata) delle variabili «, y, definita in
tutti i punti del dominio .

5) Effettivamente, in pratica, si incontrano pili spesso, nei dielettrici,
disomogeneitd anche relativamente forti, ma di tipo longitudinale (si
pensi, ad es., ai supporti di centraggio dell’anima nei cavi coassiali) ; ora,
potranno presumibilmente aversi, in tal caso e nella ipotesi che su ogni
sezione normale le costanti del mezzo siano uniformi, ancora modi TEM.
Mentre appare assai difficile lo studio del campo quando si ammetta il
mezzo comunque eterogeneo.
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Detti E, H i vettori del campo oggetto del nostro studio
e seguendo i consueti procedimenti della TFisica-Matematica,
porremo :

(6) E = (E. + nEye*,
(7) H = (H. + nH.)e'*,
(8) B ="Bc + m8,,

dove E,, H, sono vettori funzioni delle sole variabili », y;
e §, una costante per ora indeterminata. I vettori E, H, dovran-
no, ovviamente, verificare le equazioni di Maxwell

(9) rot H = io:E
(10) rot E = —iopH ;
e, quindi, anche la
AH = — gpo? 4 ine grad = A\ E

che loro consegue. Tenendo conto delle (5), (6), (7), (8),
quest’ultima si serive

AH, + 'nAH1 — (B + 13,)? (H + 71H1) =
= — (¢c + me)po? (He + qH,) + ion grad e, A (Ec +0E)),
od anche, a meno di termini in %%
(11) AH, = (28,8c — ¢,u0?)H,. +iv grade, NE; °) ;

detti, infine Hy,, Hy, k, rispettivamente, i componenti trasver-
sale e longitudinale di H,, seguono dalla (11) le relazioni

(12) AH 35 = (26,8 —epo?)He,
(13) AHy, —iw grade, A E. X k.

Moltiplichiamo ora scalarmente a. i m. della (12) per H; e
quelli della (4) per — H,,; sommando m. a m. ed integrando
su tutto il dominio g, si ha

[(AHIU X Hc - AHc X Hys)do 2/ (2?’1p0 - 51{10)2) l Hc [2 dG;

c g

6) Cfr. relazioni ¢), 1).
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ma il primo membro di questa relazione & nullo?); segue per-
tanto che &

o [ e H'da = 285, [ | Ho e,

c (o2

7) Detto H uno qualunque dei vettori H,s, H,, ed H, H, le sue com-
ponenti secondo le direzioni i, j degli assi @, v, si ha, infatti, in ogni
punto del contorno s di o:

H W,
on s on 0!

Ma, d’altra parte, in ogni punto di s sono nulle le componenti tangen-
ziali del campo elettrico e, in particolare, quella diretta secondo k; dalla
prima equazione di Maxwell segue quindi che &, su s:

®) @aH_x:f’_I’_r@

Yy ox

Assunta ora la origine del sistema in un punto P di s e gli assi 2,

y diretti rispettivamente secondo la tangente ¢ e secondo la normale n

ad s in P (quest’'ultima orientata verso l’esterno di ¢), dalle (a), (b),
che si scrivono ora, con ovvio significato dei simboli:

(2)

8] e, O, | ooty
om]s om on on 0s
segue -

oH| _oH, . oH,
(C) [aan—- a5 t—l——ain.

Ma entrambi i vettori H,;, H,, sono, nei punti di s, diretti secondo ¢;
pud dunque scriversi, detto R il raggio di curvatura di s in P:

oH b oH ot  oH H oH H,

Ll =|=—(HB) ) | =m=—t+H ="t —n—=—i=x—
[38]: [08( © ())]: 0s + 08 08 R" as' R’
(valendo nelle ultime espressioni il segno - o il segno — a seconda
che s rivolge la sua concavitd all’esterno o all’interno di o); e si ha

inoltre, moltiplicando scalarmente per j:
[Qf{y] —xH
], R’

tenendo conto di che ed osservando che & %’: a;‘s'! la (c) si scrive

sH| _[_H, oH.
[37} [_Ti‘+ o n]‘.

8
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quindi
2v/‘c-:,L]I-Iﬂlzda fel|El do

14 =l e — = ?—
(14) P 2B [|H,Pdo 2(% f|E|2dc

5,

Risulta cosl determinato l’incremento 0@, che la eteroge-
neitd del mezzo, caratterizzata dal termine ve,, determina sul-
la quantitd ¢ relativa al caso di costante dielettrica uniforme.
La velocitd di propagazione del campo diventa percid, a meno
di quantitd dell’ordine di #*:

vovfioak)s

2.
stra approssimazione, i vettori E,, H, del campo che si pro-
paga, con la velocitd V or ora calcolata, in un cavo cilindrico

Dette H,,,, H,q, le componenti normali dei vettori H,, H,q, sussistono
quindi le identita

3”40'

g,
[me— — H,X L—[= (waf)%-l—(HwX")aa—m

8

per il teorema di Green segue pertanto che, come & asserito nel testo,
& nullo l'integrale

f [AHW X H,— AH, > H‘g]dc.

o

8) Cfr. relazione (3).
9) Si pud osservare che, detta 54 una opportuna quantiti compresa
fra I'estremo superiore g,/ della ¢ in o e quello inferiore g,", &:
_uoy/e
By= 2 Ve’
cioé che la velocithd di propagazione delle onde e.m. &, con dielettrico
eterogeneo secondo la legge (5), compresa fra i valori che competerebbero
a due mezzi omogenei le cui costanti dielettriche fossero rispettivamente
uguali a e, +e,’, e, + ne,""
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coassiale la cui sezione normale sia una corona circolare (che
riferiremo a coordinate polari p, 6 con polo nel centro) di
raggi a, b (a <b) e nel quale la grandezza ¢, sia una funzione
derivabile della sola p in tutto l’intervallo (a, b).

A tale scopo, ricordiamo, anzitutto, che, a meno di una
costante additiva arbitraria (che si riduce a zero assumendo
nullo il valore di U, nei punti della circonferenza di raggio a)
€, in questo caso (¢ indica una costante):

(15) UC=—Clog§;
si ha quindi, per la (2),
(16) E, =
e, in quanto & qui ovviamente

grade, = Z—:l grad p,

la (13) assume la forma assai semplice
an AH,,=0.

Da questa e dalle condizioni al contorno

__|eH. |  _[eH4, —0
om j—o | On o=b -

risulta subito che H,, &, in tutto il dominio s, uguale ad una
costante. E poiché pud provarsi che tale costante & nulla'?),
si conclude che il campo in esame & del tipo TM.

OH,,
on

8

3. — Indicati ora con E,,, E,;k i componenti trasversale
e longitudinale del vettore E, e con U, uno scalare funzione
monodroma delle variabili p, 6 segue intanto, dalla (17), che

10) Cfr. D. Grarri, Sulla propagazione delle onde eletiromagnetiche
entro tubi conduttori (Memorie dell’Acc. delle Scienze di Bologna, S. X,
T. II, 1944, 45).
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pud porsi:
(13) E,=—gradU, ) ;

la (10) pud dunque scriversi, sempre a meno di termini in %2
(cfr. relazioni (6), (7)), nella forma

(grad B, + 8¢ grad U, —iB.Ec) A k= —iopH,,,
dalla quale si deduce, per il vettore H ;;, la espressione:

19 H,= iu%ﬁ" A (grad By, - i grad U, — i8,Eq) .

Dalla (9) segue poi, ancora nei limiti della nostra appros-
simazione, la relazione:

rot Hy; -+ 8.k N\ Hap + 1 I::gc E,= —iwe, grad U, +
+ iwe Bk 4 tve, E, YY),

ed anche, sostituendo ad H,, la espressione fornita dalla (19),

11) Essendo, infatti, H,, identicamente nullo in ¢, tale & anche il
flusso di H, attraverso qualunque porzione di g. Risulta quindi, per
la seconda equazione di Maxwell (in forma integrale), che la circuita-
zione del vettore elettrico E; & nulla lungo una qualunque linea chiusa di ¢
che non abbracci il contorno interno, s;, di o; ed ha lo stesso valore, non
necessariamente nullo, lungo tutte le linee chiuse (regolari) di o che ab-
bracciano s;. Ma, d’altra parte, & facile mostrare che tale valore non pud
essere diverso da zero: basta, a tale scopo, osservare che in tutti i punti
di s; & nulla la componente tangenziale di E; e che & quindi nulla la
circuitazione di E; lungo la s; stessa. Risulta cosl provata l'esistenza del
potenziale monodromo Uj;.

12) Sostituendo nella (10) ad H, E, le espressioni fornite dalle
(6), (7) e ricordando che & ora H, — H,,, si ha:
rot H, + 18,k N\ H,+ nrot H,;+ im3 .k N\ Hyo+ indik \ H, +
-+ i3k \ H g = togcE, 4 tone E; + twng, E, + ton% E ;
ma questa equazione deve essere evidentemente verificata per »=0; te-

nendo conto di cid, oltre che della (3), segue subito, a meno di potenze di 7
con esponente maggiore di uno, la relazione del testo.
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I'altra

(20) A(E,; + B.U)k — 18, grad E,, — 2B,8.E. =
= — g p’E k — e, p0’E, ¥),

cui equivalgono le equazioni

7

Be

A(B,; + iBcU,) = — o®pechy; 3

(21) grad B, , = (28,Bc — nw’e,) B,

dall’ultima delle quali pud dedursi, infine, osservando che per
la (21) (e per essere anche div E,=0), si ha

AElz::—if—cgrad &, X E¢,

c

TPaltra relazione:
. . 1
(22) AU, = ipcHE,, + . grade, X E;.
c

Le (21), (22), cui si associno rispettivamente le condizioni
al contorno

(23) [Bizle=a =0, [Eilp— =0,
(24) [Uc + nUI]p:a =0 9 [Uc + nUl]p=b = UO:

18) RSussistono, infatti, detto P un punto generico della sezione ¢ ed
indicando con ¢ uno qualunque degli scalari E,;, U; (funzioni delle solé
variabili p, ), le identita

rot [k A grad ] = |div grad o — & g;;d ¢

]k = Aq . k;
e si ha poi, in quanto &, conforme alla (3) ed in ogni punto di o,
divE,=0:
rot [k ANE,]=0.
Segue quindi, dalla (19), la relazione

: 1
rot Hio = [, + AT, - &

tenuto conto della quale, oltre che della (1), si ottiene, dopo facili
sostituzioni, 1la (2¢) del testo.
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definiscono in tutto il dominio ¢ le funzioni F,,, U,; e, quindi,
anche le Ei,, Hy; da quelle deducibili, per derivazione, me-
diante le (18), (19).

Infatti, tenuto conto della (2), segue dalle (21), (23) che
lo scalare F, & indipendente dalla variabile 0; la (21) si
scrive pertanto:

g,
(25) :

1
dP '—'B [zplﬁc sll"'w P’

e, poichd deve aversi (cfr. la prima delle (23))
Bi(a)=0
segue dalla (25) che &

R
(26) Bale) =5 [ 8o — epu) 3 de

Osserviamo, qui, che la seconda delle condizioni (23) &
soddisfatta soltanto se si assume un determinato valore per il
parametro che figura nella (21); e pud rapidamente verifi-
carsi che tale valore coincide con quello fornito dalla (14) e
relativo ad una guida di sezione qualsiasi: segue, infatti, dalla
seconda delle (23), che &

0= {(Zﬁlﬁc— g, pw?) —

cioe

in accordo con la (14) ).

14) Sussistono, infatti, le ovvie relazioni:
b

1 1
g, —do g, — 2mpdp /—d
fipg _[Ap P
[}
1 b :
—dc 1
/ p? f — 2medp f ~dp
-4 P

a
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Quanto allo scalare U, rileviamo, anzitutto, che la (22)
e le condizioni (24) sono verificate assumendo U, funzione
della sola variabile g; il potenziale U, ¢ quindi quell’integrale
della

che soddisfa le condizioni (24).
Posto ora

1 de,
)= f - f R

e detta D una costante, segue dalla (27) e dalla prima della
(24) (si ricordi la (15), valida, come si & detto, se si assume
Uc(a) =0);

8'0

U.(p) —Cj®(9d9+Dlou—

la seconda delle (24) si scrive pertanto:

b
b
(— €+ D) Log  +1C [ @ep = T,
a
od anche, nei limiti dell’approssimazione adottata,
b
b
(28) (— 0+ 1D)10g ) — 1 [ @)dp| = T
i

Risulta cosi, per il potenziale U= U, + U, da cui deriva
(efr. relazioni (2), (18)) il campo elettrico trasversale to-
tale E; -+ vE,,, la espressione

4

I%S-nfG@@
U = Uo ab
b
tog — [ @erde

valida, si intende, a meno di quantitd dell’ordine di #2
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Sempre in quest’ordine di approssimazione, segue infine,
dalle (26), (28), la espressione
10U,

- PV N P _— 2
K Bc log b lona /(25130 € L0?) = dp

della componente longitudinale nIJ,, del campo elettrico.



