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SU ALCUNI GRUPPI FINITI CHE SONO
SOMMA DI CINQUE SOTTOGRUPPI

Nota (*) di Doxaro Grrco (a Napoli)

In un lavoro di qualche anno addietro ho effettuato la
caratterizzazione dei gruppi finiti che godono della proprietd
che ogni loro elemento appartiene ad almeno uno fra quattro
sottogruppi fissi [1]. Tale ricerca costituiva una estensione
di una precedente di G. Scorza [3], nella quale venivano de-
terminate delle condizioni necessarie e sufficienti perche un
gruppo, finito o non, possa pensarsi come somma di tre sot-
togruppi.

In una ricerca del 1950, M. Stztxr [4] ha determinato i
gruppi finiti, non semplici, che sono completamente decompo-
nibili, intendendosi, con tale locuzione, di denotare quei grup-
pi finiti che sono somma di un certo numero di sottogruppi
H; tutti ciclici ed aventi, a due a due, per intersezione il sot-
togruppo identico.

Mi son posto allora il problema di ricercare se & possibile
assegnare una caratterizzazione dei gruppi finiti che possano
pensarsi come somma di un certo numero n di sottogruppi
propri, lasciando cadere la restrizione che tali sottogruppi
siano cielici, ma imponendo la condizione che essi abbiano,
a due a due, per intersezione un sottogruppo fisso. Nel caso
particolare che il sottogruppo intersezione comune sia nor-
male lo studio si riconduce, mediante passaggio al gruppo fat-
toriale, a quello dei gruppi finiti che sono somma di n sotto-
gruppi aventi, a due a due, per intersezione il sottogruppo
identico. Quest’ultimo problema, a parte il caso trattato dal

(*) Pervenuta in Redazione il 10 Febbraio 1953.
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Svzuri, ha gid formato oggetto di studio da parte di vari
Autori [2], [5] e, in vari casi particolari, si sono conseguiti
interessanti risultati. Nel caso generale, in cui lintersezione
comune non € supposta normale, una caratterizzazione gene-
rale dei gruppi suddetti, in dipendenza del numero dei sotto-
gruppi addendi, non si presenta semplice, ma tuttavia non
dovrebbe presenfare eccessive difficoltd lo studio di casi par-
ticolari ottenuti facendo eventualmente ulteriori ipotesi sem-
plificatrici sulla natura del gruppo e dei suoi sottogruppi o
sul numero dei sottogruppi addendi.

Nella presente Nota ho effettuato lo studio di un caso par-
ticolare determinando i gruppi finiti che possono pensarsi
come somma di cinque sottogruppi aventi, a due a due, per
intersezione un sottogruppo fisso. Ho determinato delle con-
dizioni necessarie e sufficienti perché un gruppo finito G goda
della proprietd suddetta e tale condizione implica, come del
resto i precedenti risultati laseiavano prevedere, che G con-
tenga un sottogruppo normale N, contenuto nell’intersezione
comune dei cinque sottogruppi, tale che il gruppo fattoriale
G /N riesca isomorfo ad un gruppo determinato. I gruppi finiti
che sono somma di cinque sottogruppi intersecantisi, a due
a due, secondo un sottogruppo fisso restano cosi completa-
mente caratterizzati.

1. — Sia G un gruppo finito che possa pensarsi come
somma di cinque sottogruppi:
(1) G=G,+ G+ G+ G, + Gy

ove 1 G sono sottogruppi propri di G, quattro dei quali non
esauriscono G.

Ovviamente i G hanno, a quattro a quattro, per unione G,
in quanto se l'unione di quattro di essi non contenesse il
quinto, G sarebbe somma di due sottogruppi e cid, com’d

noto, & impossibile!). B noto altresi?) che i cinque sotto-
gruppi Gy hanno, a quattro a quattro, per intersezione uno

1) Vedi [3].
2) Vedi [5,b].
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stesso sottogruppo H di G. Orbene noi faremo la seguente
ipotesi:

@) «I sottogruppi G hanno, a duec a due, per interse-
zione uno stesso sottogruppo di G », sicche risultera:

@) Gn N Gr=H. (R k)

Detti L e K due sottogruppi di @, con L C K, per deno-
tare l'indice di L in K adotteremo la notazione [K :L]. In
particolare porremo:

[G:G]="x; [Grx:Gl=ja; [G:H]=1.

Disposti gli indici 4, in ordine non decrescente, e suppo-
sto che sia: ip =ik, per h <k, dalla (1), in forza della (2),
si trae la relazione:

1 1 1 1 4

& 1= L 3 g 1

Poicheé Plindice di Gy [] G in G, uguaglia Vindice di G,
in & -G, < @, G, G, risulta, qualunque siano h e k, con
h=FFk:jp<rip, e quindi:

4) U= tpjr < Ualn (h = F).
La (3) allora, in forza della (4), fornisce:

- 1/1 1 1 1 1 1 1.1 1

O 1+i(f+rrto)=Tto Tt T

da cui, per essere i >1, in quanto i Gy sono sottogruppi
propri di G, segue:

1 1 ] 1
©) l=r+oytot

Se ne deduce:

2£il_<__i2_§47

cioé i due minori fra gli indici i, non possono superare 4.
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2. — Supponiamo, in primo luogo, che sia: i, =4. Do-
vendo essere, per k > 1, i = 4, la (6) fornisce: i, =i, =1, =
i; = 4 onde, sostituendo nella (3), si trova: i =16.

Sia ora: i, = 2. Poiché @, ha indice 2 in G, esso & nor-
male ed & sottogruppo massimo onde risulta, qualunque sia
kE>1, G, Gy = G. Inoltre Vintersezione H & normale in
“tutti i Gy, con k> 1, ed ha in ognuno di essi indice 2. H &
dunque normale in G. La (4) fornisce allora: i, =i =1, =
iy = % e dalla (3) si trae: i =8, i =4, per k> 1.

Poiché sia quando & i, =2 che quando & 4, —=4 i rima-
nenti indici hanno tutti il valore 4, il secondo indice ¢, non
pud assumere che i valori 3 e 4, il primo di tali valori impli-
cando: i, = 3.

Sia ora: i, = 3, il che implica: @, = 3, oppure %, = 4.

Sia anzitutto: 4, =i, = 3. I sottogruppi @, e @,, avendo
entrambi indice 3, sono sottogruppi massimi di G. Ne segue:
GUG=G6GUG=GU G = G(k>2). In forza della
(4) si ha allora: ¢ <9, onde, dovendo i essere multiplo pro-
prio di 3, dovra risultare o i =9, oppure i =6. Se & i =9, H
ha indice 3 sia in @, che in G, onde, qualunque sia k > 2,
deve essere: 4j, = 9; ne segue: i,—i,—1i;=—=3, ed i sot-
togruppi Gy devono avere tutti indice 3, l'intersezione comune
avendo indice 9. I valori cosi trovati per gli indici non sod-
disfano alla (3), e pertanto questo caso non pud effettiva-
mente presentarsi. Se € ¢ =6, H ha indice 2 in G, ed in G,
quindi & normale in entrambi, cioé & normale in G. H & dun-
que normale in tutti i Gy, e per k> 2 si ha:ijr =6, con
iy = 3. Ne segue: i, =1, —1i;—3, onde i G, devono avere
tutti indice 3, l’intersezione comune avendo indice 6. I valori
cosi trovati per gli indici soddisfano alla (3). Si dimostra
perd subito che questo caso non pud egualmente presentarsi.
Tavero, H dovendo essere normale e d’indice 6 in G, il fatto-
riale G/H & un gruppo del sesto ordine. Considerando l’omo-
morfismo che si stabilisce fra G e G/H, facendo corrispondere
ad ogni elemento di G il laterale di H cui esso appartiene, si
riconosce subito che G/H &, a sua volta, somma di cinque
sottogruppi tutti di indice 3, cioé di ordine 2, aventi, a due
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a due, per intersezione il sottogruppo identico. Un gruppo
del sesto ordine avente strttura siffatta non esiste, e cio
prova che il caso in questione non pud effettivamente pre-
sentarsi.
Sia infine: 4, = 8,i, = 4. Dalla (6), si trae: iy — 4, per
k> 2, onde la (3) fornisce: i = 16.
Si pud dunque asserire che:
I. — «Se G ¢ somma di cinque sottogruppi aventi a due
« due per intersezione uno stesso svltogruppo H, per gli in-
dici iy dei Gy e Vindice i di H possono presentarsi i seguenti
casi:
A i, =2 ; t,=t, =i, =i,—=4 ; i=28
B) iy,=38 ; =iy, =i, =i,=4 ; =12

C) i,=4 ; i,—dy—i,=i, =4 ; i=16».

3. — Cominciamo con 'esame del caso A).

\

Poiché @, ha indice 2 in @, esso & normale ed & sotto-
gruppo massimo onde, qualunque sia k>1, si ha: G, G = G.
L’intersezione H = G, [] Gy & allora normale in tutti i G4,
con k>1, e quindi & normale nella loro unione G. Si puo
allora considerare il gruppo fattoriale G/H che ha ordine 8.
Considerando l'omomorfismo tra & e G/H si riconosce su-
bito che G/H &, a sua volta somma di cinque sottogruppi,
di cui uno d’indice 2 ed i rimanenti d’indice 4, aventi, a due
a due, per intersezione il sottogruppoc identico. Ora gli unici
gruppi di ordine 8 aventi tale proprietd sono il gruppo die-
drale ed il gruppo abeliano di tipo (1, 1, 1). Pertanto il fat-
toriale G/H deve essere isomorfo ad uno di questi.

B da notare allora, che in entrambi i casi, il gruppo G
pud pensarsi, oltre che come somma di cinque, anche come
somma di quattro o di tre sottogruppi.

4. — Consideriamo ora il caso B).
Per essere: [G :G,] =3, G, & sottogruppo massimo di &
e quindi, qualunque sia k¥ >1, si ha: ¢, G, = G.

Dico ora che:



518 DoxaTo GRECO

II. — <« Nel caso B) i Gy sono tutti sottogruppi massimi,
ed hanno quindi, a due a due, per unione G ».

Evidentemente la II va dimostrata per i sottogruppi G,
con k> 1.

Cominciamo col dimostrare che i Gy hanno, a due a due,
per unione G. Detti h e k due indici maggiori di 1, h =FE,
poicke Gy [} Gp= H ha indice 3 sia in G4 che in G., G,
e @, devono avere entrambi almeno indice 3 in G, U Gx.
Se Gy |J G fosse un sottogruppo proprio di G, esso dovreb-
be avere in G indice 2, il che & assurdo.

Supponiamo ora che G, non sia massimo, cio¢ che esista
in G un sottogruppo proprio (_}2 conienente propriamente @,.
Per essere: [G :G,] =4, si ha: [G :_(—}2] — 2 e, avendosi, per
k=2, ¢, |) Gx =G, G, non contiene alcuno dai G, distinti
da G,. Ora, poiche @23 G,, si ha:

) @zﬂGkQGzﬂGk=H-

Ma, per essere [Gy: GV Gx]l=2, [Gx: Hl =3, la (7) &
assurda. Pertanto non puod esistere un sottogruppo proprio
di G contenente propriamente G, e resta provato che G, ¢
sottogruppo massimo.

Dalla II segue subito che nessuno dei G, con & > 1, ¢ mai
normale in G. Invero, se cio fosse, G/Gy, di ordine 4, conter-
rebbe un sottogruppo K/Gy, di ordine 2, e K conterrebbe
propriamente Gy, in contrasto col fatto che G é massimo.

Mostriamo ora che:

IT1. — « Condizione necessaria e sufficiente perche, nel
caso B), H sia normale in G é che G, sia normale ».

Che la condizione sia sufficiente € ovvio, in forza della II.
Dimostriamone quindi la necessarieta.

Sia H normale in G e supponiamo che G, non sia nor-
male onde esso, coincidendo, perché massimo, col proprio nor-
malizzante in G, possiede tre coniugati: G,, G/, G,", tutti mas-
simi. Poiche @ H C G, ed H & normale in G, H & contenuto
in tutti i coniugati di G, e si ha: HC G, [} G/ G/
Avendosi [G :G,] =3 ed essendo G, |J G,y =G, si ha:
[G,:G, | GY] =3 e quindi, essendo G, [1 G/ DH e
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[Gy:H] =4, riesce: [G4:G, NG/ I1=[G) :G, | G']=2.
Ma allora G, [] @, & normale in ¢, ed in G,', quindi & nor-
male in ¢, (] G4 = G; pertanto G, [] Gy’ & contenuto in G,”
e si ha: G, N G' =G ) G'[)G. Il sottogruppo normale
G [1 GY ) Gy dunque contiene H ed ha indice 6 in G. Ne
segue: [G.NG/NG,":H]=2. 11 sottogruppo G, []1Gy ()G
non & contenuto in alecuni dei Gy, con k> 1, perché se fosse:
G.J G/ Gy Gy sarebbe: I = @G, 1G,DG.[)Gy[1G," mentre,
come si & visto, ¢ ¢, [] Gy )1 Gy DH. Ma allora, in forza
della IT, si ha: (G, NG/ N &) Fk =6, (G- N G’ N G&") N
[1 Gx = H e, poiche G, [ G (] Gy" & normale in @, deve es-
sere: [G : G, G G| =[Gy : H]; cido é assurdo, per es-
sere: [G :G,1G/ NG| =6, [Gy:H]=3.

Resta cosi provato che Gy €& normale in G, e la IIT é
dimostrata.

Nel caso B) sono dunque da prendersi in considerazione le
due seguenti alternative:

B,) L’intersezione H ¢ normale in G;
B,) L’intersezione H non é normale in G.
Orbene dimostreremo che:

IV. — Il caso B,) si presenta effettivamente ed allora il
gruppo fattoriale G/H ¢ isomorfo al gruppo alterno di grado
quatiro.

V. — Il caso B,) ¢ da escludersi.

5. — Dimostriamo la IV.

Se II & normale in G, G, é normale ed ha indice 3; il
gruppo fattoriale G/iI, di ordine 12, possiede il sottogruppo
normale @,/II, di ordine 4 che, per il teorema di Sylow, &
Punico sottogruppo di tale ordine, ed i quattro sottogruppi
di ordine 3 Gy /H, con k > 1, tra loro coniugati per il teore-
ma di Sylow. Rappresentando omorficamente ¢ su un gruppo
di sostituzioni che operi sui coniugati di @,, si riconosce che
G/H ¢ isomorfo ad un gruppo trapsitivo di sostituzioni di
grado quattro e quindi, avendo ordine 12, G/H non & altro
che il gruppo alterno di grado 4, definito dalle relazioni:

a?=0=ct=1

ab="ba ; ac=cb ; bec=cab.

2
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Dimostriamo ora la V.
Supponiamo che H non sia normale in @, ossia che G,
non sia normale. Detti ancora G,, G, G,” i tre coniugati di

@,, tali sottogruppi hanno, a due a due, per intersezione uno
stesso sottogruppo:

N=6Na6'Na"

normale in @, d’indice 2 in ognuno di essi, e quindi d’indice
6 in @. 11 gruppo fattoriale G/N, & dunque isomorfo al gruppo
totale di grado tre e, come tale, contiene un sottogruppo K
normale e d’indice 2. Posto: K = al/Nl, _(—}1 ¢ un sottogruppo
normale in G, avente in G indice 2, e che interseca i tre co-
niugati di G, secondo il sottogruppo N,. In forza della II,
7}1 non contiene alcuno dei Gy e, poiché, per k > 1, risulta
[Gr :H] =3, [G: G, | Gx] =2, G, non contiene H e quin-
di neanche N, contiene H. Posto:

NNH=N,

PN

N ¢ allora un sottogruppo proprio di H e poiché H ed N,
sono entrambi in G, ed N, vi & massimo, si ha: H |J N, = G;
ne segue: [H :N] =[G, : N,]=2.

Consideriamo allora, per k >1, i sottogruppi N, [] G
Poiché G non contiene N, in forza della II, riesce:
N, UGr=@G e, per essere N, normale e d’indice 6 in G,
N, [1G & normale in Gy e vi ha indice 6. Avendosi poi:
NCN,CG@,, riesce: NCN, NG, =G, N G, =H; ne se
gue: [H :N,[1G,] —2 e quindi: N=N, [] G, . Ma allora N
¢ normale in tutti i Gy, con k > 1, e quindi, in virtu della II,
é normale in G.

11 sottogruppo normale N, interseca dunque i quattro sot-
togruppi Gy, con &k > 1, secondo il sottogruppo fisso N nor-
male in @, contenuto in H, ed avente in H indice 2 ossia
indice 24 in G.

Poiche, per k> 1, Gy & sottogruppo massimo di G' e non
& normale, esso coincide col proprio normalizzante e quindi
possiede quattro coniugati:

— 1 2 3) )
Gk’—Gh( )’ Gk( )7 Gk ’ Gk .
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Dico che si ha:
® GO NGO NGO N GO =N,
Invero, posto:
G N GO N GO N 6O =Ny,

Np & un sottogruppo normale in G; essendo poi N normale
in G ed avendosi: N C Gy, N & contenuto in tutti i coniu-
gati di Gx e quindi risulta: N Ng. Pertanto Iindice
[Gx:Nr] deve essere un divisore dell’indice [Gr :N] =06 e
quindi non pud avere che uno dei valori 2, 3, 6. Se fosse
[Gr : N ] =2, si avrebbe [G :Ni] =8 e il fattorialeG/Ng
sarebbe un gruppo di ordine 8 contenente il sottogruppo
Gx/ Ny di ordine 2; G/ N sarebbe allora contenuto in al-
meno un sottogruppo Lz di ordine 4 di G/Nr e, posto:
Ly = Gr /Ny, Gy sarebbe un sottogruppo d’indice 2 in @
contenente Gy, in contrasto con la II. Se fosse [Gr: Nx] =3,
si avrebbe [Np :N] =2; Gr conterrebbe allora i due sotto-
gruppi H ed Ni, entrambi d’indice 3, necessariamente distinti,
e di cui uno normale, in contrasto col teorema di Sylow. Se
ne deduce: [Gg : Nx] = [Gr : N] = 6 cioe, per essere N C Ny,
la (8).

I quattro coniugati di Gy si intersecano quindi, a tre a
tre, secondo un sottogruppo d’indice 6 in ognuno di essi.
Ne segue che i tre sottogruppi:

Gk(l) n Gk(z); Gk(l) n Gk(3); Gk(l) n Gk(4)

non possono coincidere fra loro e pertanto ognuno dei fatto-
riali G}:’ /N, di ordine 6, contiene tre sottogruppi di ordine 2
ed & quindi isomorfo al gruppo totale di grado 3. Ne segue
che G }ZJ/N contiene uno ed un solo sottogruppo I‘f{’k di ordi-
ne 3, e quindi normale in G /N; pertanto, posto: I‘;S?k =GY/N,
@Y & un sottogruppo d’indice 2 in G}i), quindi normale in
questo, contenente N .GY @& anzi Vunico sottogruppo conte-
nuto in G§ avente in questo indice 2 e contenente N; inoltre
siha: GP 4GP, per i

Consideriamo allora Pintersezioune del sottogruppo 6—}1 d’in-
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dice 2 in G col generico sottogruppo Gg’ s con k> 1. Avendosi:
G, UGd=6 &N G & un sottogruppo normale in G¥ ,
avente in G}? indice 2 e contenente N, cioé si ha:

@1 N G;?: @}:’ .

Ognuno dei sottogruppi GY dando luogo, nel fattoriale
_(_}I/N , ad un sottogruppo di ordine tre, il fattoriale él/N deve
allora contenere, per ogni k > 1, quattro sottogruppi di or-
dine tre, cioé C—}l/N deve contenere pitt di quattro sottogruppi
di ordine tre. Ma él/N ha ordine 12 e quindi, a norma del
teorema di Sylow, non puo contenere piu di quattro sotto-
gruppi di ordine tre.

L’assurdo cui si perviene dimostra la V.

6. Consideriamo ora il caso C) in cui, qualunque sia
k, si ha: ixg =4, i =16.

Avendosi: [G :Gx] =[G,:G, | Gkl =4, per h=FFk, si
ha: G =G, +Gx = G- G, ed i G sono, a due a due, per-
mutabili ed hanno, a due a due, per unione G.

Supponiamo, in primo luogo, che lintersezione H sia nor-
male in @, siccheé si pud considerare il gruppo fattoriale G/H,
di ordine 16, il quale, in forza dell’omorfismo intercedente
tra G e G/H, & somma di cinque sottogruppi Gi/H tutti di
ordine 4 ed aventi, a due a due, per intersezione il sotto-
gruppo identico. Questo caso rientra allora in un noto risul-
tato piu generale ®) e si pud subito affermare che:

VI. — Se, nel caso C), H non ¢ normale in G, il fattoriale
G/H ¢ il gruppo di ordine 2* abeliano di tipo (1, 1, 1, 1)
e pertanto © quatiro sottogruppi Gy sono tutti. normali in G.

Ci resta quindi da esaminare il caso in cui H non sia
normale in @. Dimostriamo allora che:

3) Il risultato al quale si fa riferimento nel testo & il seguente:
«Se un gruppo I & somma di n-+ 1 sottogruppi Iy, aventi, a due a
due, intersezione identica e tutli di ordine n, n & mnecessariamente
potenza di un numero primo e, posto: n—=p% I ¢& il gruppo di ordine
p** —+1, abeliano di tipo (1, 1, .., 1) ». Cfr. [2], [5, al.
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VII. — Se, nel caso C), H non ¢é normale in G, i Gy
sono tutti sottogruppi massimi e nessuno di essi é normale.

Che, non essendo H normale in G, nessuno dei Gy €& nor-
male segue subito dal fatto che i Gy hanno, a due a due, per
prodotto @. Dimostriamo allora che i Gy sono sottogruppi
massimi.

Supponiamo che Gy non sia massimo, ovvero che esista
un sottogruppo proprio G contenente propmamente Gy, sie-
che si ha, necessariamente, [G : Grl = [Gk Gl=2 e Gi
& normale in @. Poiché i Gy hanno, a due a due, per unione
a, Gy non contiene alcuno dei Gy con h =% e quindi, per
ogni =k, si ha: Gx U G, = G, mentre G [1 G, ha indice
2 in @p, quindi vi & normale, e contiene H che ha quindi,
a sua volta, indice 2 in Gx ) Gu. I sottogruppi G [) Grn, con
I =F k, si intersecano allora, a due a due, secondo il sottogrup
po H, d’indice 23 in G, risultando ancora: G [) (Gk NGy =
Poiché G & un sottogruppo di G, un elemento di G 1 che non sia
in Gy apparterrd ad uno dei Gy, con h =F k, e quindi sard nei
corrispondente sottogruppo G N Gp; viceversa, un elemento
di G che non sia in alcuno dei sottogruppi Gz Gy, con
h =k, non & in alcuno dei Gy, con h==Fk, e pertanto appar-
tiene a Gy. Ne segue che Gr é, a sua volta, somma di cinque

sottogruppi, avendosi:
— 5 —
) Gr = Gr + Z‘lh*’“’ Gr 1 G,
h=

ove Gr ed i Gg[) G, hanno, a due a due per intersezione
H ed inoltre G ha indice 2 in Gk ed i G [) G hanno indice
4 in Gg. I1 sottogruppo Gy rientra dunque nel caso A), di
cui al n. 3, onde H & normale in G ed il gruppo fattoriale
ak/]{ & il gruppo di ordine 8, abeliano di tipo (1, 1, 1)
o diedrale.

Se dunque Gy non & massimo e Gx & un sottogruppo con-
tenente Gy, Gx contiene normalmente lintersezione H. Ne
segue che se Gp non é massimo, esso € l'unico avente tale
proprietd, mentre i rimanenti sottogruppi G, con h = k, sono
tutti massimi in G.

Poiché / & normale in Gy e, per ipotesi, non & normale
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in G, H poss1ede due coniugati in G, H ed H', entrambi con-
tenuti in Gg, perché Gk @& normale, aventi per intersezione
un sottogruppo K normale in G ed avente indice 2 sia in H
che in H’', ossia indice 2° in @. Ne segue che il fattoriale
G/K ha ordine 2° e, per essere K C HC Gjp, contiene, per
ogni b=k, il sottogruppo Gr/K, di ordine 2% MTale sotto-
gruppo & allora necessariamente contenuto in un sottogruppo
I, di ordine 2* del gruppo G/K. Posto: I'n = Gu/K, G» & un
sottogruppo d’indice 2 in G contenente Gj. Cid & assurdo in
quanto, per essere h =k, Gp ¢, per quanto dianzi si & visto,
massimo in G.

La VII & cosi dimostrata e si pud in piu affermare che
se H non & normale in G, non solo i Gy sono massimi, ma
due qualunque di essi non sono mai coniugati in G. Invero,
poiché i Gy sono a due a due permutabili, si ha, ad es.
G =G, G, onde ogni elemento di G ¢& del tipo g,¢,, con
.G, e g.€@G,

Se G, e G, fossero coniugati esisterebbe allora un elemen-
to ¢,€ Gy, tale che: ¢,7'G,9,=G,; ne seguirebbe G, =G, e

N

cio & assurdo.

7. Se II non e normale in G, la VII ci assicura che,
qualunque sia k, Gy coincide col proprio normalizzante in G
e quindi possiede quattro coniugati in G:

Gk — Gk(l), Gk(Z)a Gk(3); Gk(‘l)‘
Posto:

=GP 1 G 1 G [ G,

Ny & normale in G, ed inoltre non esiste alcun sottogruppo
K normale in G, contenente propriamente Ny, e contenuto
in uno dei Gx*¥.

Poiché Gy possiede quattro coniugati in @, il gruppo G
puo rappresentarsi omomorficamente su un gruppo transitivo di
sostituzioni ® di grado quattro operante sui coniugati di Gy.
Nell'omorfismo © tra G e @ che cosi si stabilisce, al sotto-
gruppo Ny intersezione dei coniugati di Gx corrisponde il
sottogruppo identico B di ®, ed inoltre i due gruppi G/Ni
e @ sono tra loro isomorfi. Ai sottogruppi G, coniugati di
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G in @, corrispondono allora quattro sottogruppi d’indice 4
coniugati in @ ed isomorfi ai fattoriali Gr¥/Ny . Se ne deduce
che @ ¢é un sottogruppo del gruppo totale di grado 4 che
possiede quattro sottogruppi d’indice quattro, tra loro coniu-
gati; pertanto @ non pud essere che il gruppo totale stesso
od il gruppo alterno. Il fattoriale G/Ny non pud dunque
avere che uno degli ordini 12 o 24 e quindi le alternative
possibili per l'indice [Gr:Nx] sono le seguenti:

©) [Gr: Nx] = 3; (C2) [Gr: Nk]= 6

8. — Cominciamo con l’esaminare il caso (C,) in cui i
quattro coniugati di G si intersecano, a due a due, secondo
il sottogruppo Ny, normale in G e ’indice 3 in ognuno di
essi, il fattoriale G/Ny essendo isomorfo al gruppo alterno
di grado 4.

Posto, per semplicitd, k¥ =1, osserviamo che, avendosi:
[Gy : ] =4, [G, :N,] =38, il sottogruppo N, non contiene
H e, poiché N, & massimo in Gy, risulta: I{ J ¥, = G,. Posto
allora:

(10) HON,=N

N & normale in H e vi ha indice 3.

Dico che N & normale in G. Invero, osserviamo anzitutto
che, per essere N, C (,, per k>1 N, non & in Gy, al-
trimenti sarebbe N, H. Ne segue: N, |J G = G, e quindi:
[Gr:N, N Ge] =[G :Ne] = 12. Avendosi allora: N =
=HNN,CG:NN, e [G:N]=[G:H]-[H:N]= 12,
risulta: N = N, [] Gx. Pertanto N & normale in tutti i sotto-
gruppi Gy, con k£ >1, e quindi & normale in G. Ma allora,
per ogni k> 1, N & contenuto in tutti i coniugati di Gy e
quindi nella loro intersezione Ny. Avendosi, di conseguenza,
per k>1, NCH/(] Nk, lindice [H :H (] Nx], per ogni
k> 1, deve essere un divisore dell'indice [H : N] =38 e quin-
di, non potendo essere H [| Ny = H, si ha: [H : H [} Nx] =3,
cioe qualunque sia k > 1, si ha pure N = H [] Nx. Ma allora
essendo [G :Np] =12, riesce [Gx:Nx]=3 e quindi, per
ogni k> 1, i quattro coniugati di G si intersecano, a due a
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due, secondo uno stesso sottogruppo N d’indice 3 in ognuno
di essi e quindi d’indice 12 in G e tale sottogruppo inter-
seca H secondo il sottogruppo fisso N.

Osserviamo ora che, per h = k, riesce: Np =F Nk. Invero,
se fosse Nj = N, per essere N Gx, N, C Gn, sarebbe:
Npo=NrCGp[) Gx = H, il che & assurdo. Inoltre si ha,
per =Fk, N3 [I Nr=N. Invero, per essere N C Ny, NC Ng,
riesce: NC Ny [1 Nx. Si ha poi: Ny [1 N Nu ) Ge S H ciod
NN N: SN,V H=N. Ne segue, come volevasi: Np[] N =N.

Dunque i cinque sottogruppi Ny si intersecano, a due a
due, secondo il sottogruppo N, normale e d’indice 48 in G.
Orbene dico che i cinque sottogruppi Njp hanno per unione,
uno stesso sottogruppo di @. Consideriamo invero il gruppo
fattoriale G/N, di ordine 48. G/N contiene i cinque sotto-
gruppi Ni/N, normali, di ordine 4 ed intersecantisi, a
due a due, secondo il sottogruppo identico. I’ unione
(Nw/N) U (Nx/N) &, per h=Fk, un sottogruppo normale A
di ordine 2% cioe d’indice 3, in G che, a norma del teorema
di Sylow, & I'unico sottogruppo normale di ordine 16 di G/N.
Ne segue che A contiene tutti i sottogruppi Ny/N e quindi
rappresenta 'unione di questi a due a due. Posto: A = M/N,
M & un sottogruppo normale, d’indice 3 in G, unione dei sot-
togruppi Ny, a due a due. Si ha allora, perogni k: M [1 G =N
e, poiché M é un sottogruppo di G, con un ragionamento gia
fatto altrove, si riconosce che M & somma dei cinque sotto-
gruppi Ng.

Consideriamo di nuovo il fattoriale G/N, di ordine 2*. 3,
che contiene il sottogruppo M /N, normale e di ordine 16 il
quale, in forza del’omomorfismo o intercedente tra G e G/N
¢ somma dei cinque sottogruppi Ny/N di ordine 4 aventi, a
due a due, per intersezione il sottogruppo identico. Per la VI,
M/N & il gruppo di ordine 16 abeliano di tipo (1, 1, 1, 1).

Nell’omomorfismo ® ai cinque sottogruppi Gy di cui G &
somma corrispondono cinque sottogruppi Gy/N, di ordine
12, intersecantisi a due a due, secondo uno stesso sottogruppo
di ordine 3, H/N, non normale in G/N. Ognuno dei sotto-
gruppi Ng/N, di cui M/N é& somma, si presenta poi come in-
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tersezione di quattro sottogruppi di ordine 12, coniugati
in G/N.

Osserviamo infine che I avendo indice 16 in G' e non es-
sendo contenuto normalmente in alcun sottogruppo d’indice
minore, H coincide col proprio normalizzante in G' e quindi
possiede 16 coniugati in G. Ne segue che il fattoriale G/N deve
contenere 16 elementi di ordine 3, ossia G/N deve contenere
il massimo numero di elementi di ordine 3 che, a norma del
teorema di Sylow, un gruppo di ordine 2* - 3 possa contenere.
Ne segue che G/N non puo contenere elementi di periodo 6.

I1 gruppo fattoriale G/N si ottiene dunque ampliando il
gruppo M /N di generatori:

al=1, anldx = Gkap (hy, k=1, 2, 3, 4)

mediante un elemento di periodo 3, 'ampliamento essendo tale
che ognuno dei sottogruppi Ni/N di cui M/N & somma risulti
normale in G/N, che ad ognuno di essi corrispondano, in G/N,
quattro sottogruppi, di ordine 12, coniugati in G/N ed in esso
intersecantisi, e che G/N sia dotato del massimo numero pos-
sibile di elementi di periodo 3. Detto allora b un elemento di
periodo 3, b deve trasformare in se i quattro sottogruppi
Ni/N di cui M/N & somma. Inoltre b non pud essere permu-
tabile con alcun elemento # del gruppo M/N, altrimenti l’ele-
mento xb avrebbe periodo 6 e G/N non conterrebbe il massimo
numero possibile di elementi di periodo 3. G/N é dunque defi-
nito dalle relazioni:

ax’ =b0'=1 ; apar = axay (h, k=1,2,3, 4)

(11) alb = bag 5 azb = baiag
agb == bd4 H a4b = ba3a4
9. — Mostriamo ora come il caso (C,) & senz’altro da esclu-
dersi.

Posto ancora, per semplicita, k¥ = 1, osserviamo che siccome
i quattro coniugati di @, si intersecano secondo il sottogruppo
N, d’indice 6 in ognuno di essi, ossia d’indice 24 in G ed il
gruppo G/N, & isomorfo al gruppo simmetrico di grado quat-
tro, due coniugati di G, @, ¢ ¢, hanno per intersezione un
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sottogruppo G, ] G,% d’indice 12 in @, cui corrisponde, nel-
Pomomorfismo fra G e G/N,, un sottogruppo I':9) =
=(G,*1G,)/N, di ordine 2; i sottogruppi G, si intersecano
invece, a tre a tre, secondo N,. Il fattoriale G/N, contiene al-
lora uno ed un solo sottogruppo A d’indice 2, isomorfo al
gruppo alterno di grado quattro, ed uno ed un solo sotto-
gruppo A di indice 6 normale in G/N perché intersezione dei
suoi tre sottogruppi di Sylow di ordine 8, e contenuto in A,
inoltre A contiene i tre sottogruppi I_““" di ordine 3 del gruppe
simmetrico G/N,. Posto:

12) A=M/N, ; A=K/N, ; f"i(i) — @‘(i)/N‘ ,

M @& un sottogruppo normale e d’indice due in G, K & un sotto-
gruppo normale e d’indice 6 in @, contenuto in M e conte-
nente N,, G, ¢ un sottogruppo contenente N,, contenuto in
G, ed avente in questo indice 2, e si ha:

M=K| 'é‘(i) — a‘(i) §] al(j) B

Ovviamente, poiché ognuno dei Gy & massimo in G, ¥ non con-
tiene alcuno dei Gy. Inoltre, essendo [G : K] =6, [G : Gx] =
=4, K non contiene alcuno dei Gy neé & contenuto in alcuno
di essi, onde si ha: K |J Gx = G; ne segue: [Qx: K |[] Gi] =
=[G : K] =6 e quindi, essendo N, C K, N,C G,”, si ha:
KElGq%=N,.

Dico ora che il sottogruppo normale M, d’indice 2 in G,
non contiene H. Supponiamo invero: M 5 H. Poiche &
[G :M]=2 ed M non contiene alcuno dei Gy, in quanto
questi sono massimi, si ha: M | Gx =G, quindi @&
[Ge : M ) Gx] =2 ed M [) Gx & normale in Gy e contiene

5
H come sottogruppo d’indice 2. Si ha allora: M = X(M [] Gk)
k=1

ove i sottogruppi M [] G, tutti di indice 4 in M, si interse-
cano, a due a due, secondo H. Il sottogruppo H & allora
normale in M, ed il fattoriale M/H ha ordine 8 ed ¢ somma
di cinque sottogruppi di ordine 2. Cio & assurdo e quindi
M non contiene H. Ne segue che H non ¢ contenuto in alcun
sottogruppo contenuto in M, cioé H non & né in N,, né in él“",

né in K. Risulta pertanto: N, J H =G, e, posto ancora:
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H |JUN,=DN, N ha indice 6 in H e quindi indice 3 - 2° in G.

I1 sottogruppo N & contenuto in tutti i sottogruppi Gi e
vi ha indice 24. Ragionando come gia si & fatto al n. 8 si
riconosce essere: N =N, [] Gy (k > 1), il che implica che N
¢ normale in G ed & contenuto quindi, per ogni k¥ > 1, nel
sottogruppo Ny. Ora, i risultati del n. precedente ci garanti-
scono che nel caso (C,) si ha, per ogni k, [Gr:Nz]—=6.
Pertanto, avendosi: N=H (| N,C Nr, per k>1, risulta:
NC N, [l Nx e, poiché d’altra parte si ha: H [| N, =
=Gr I N, DN 1 N,, i cinque sottogruppi Ny si interseca-
no, a due a due, secondo il sottogruppo N. Osserviamo ora
che, avendosi, per k>1, N, |JGx= G, N, [l Ge= N, i fat-
toriali G/N, e Gy/N risultano tra loro isomorfi. Ne segue
che i cinque gruppi Gg/N sono tutti isomorfi al gruppo sim-
metrico di grado quattro e, poiché questo contiene uno ed
uno solo sottogruppo normale di ordine quattro e tale ordine
hanno i sottogruppi Ni/N, il sottogruppo N & T'unico sotto-
gruppo normale contenuto in Gy e contenente N.

Dico ora che i cinque sottogruppi Ny hanno, a due a due,
per unione uno stesso sottogruppo normale e d’indice 6 in @,
e che inoltre si ha: Ny |J N» = K, K essendo il sottogruppo
definito dalle (12) che pertanto non dipende da G,.

Cominciamo col dimostrare che i sottogruppi M e K defi-
niti dalle (12) non dipendono dal sottogruppo G,, a partire
dal quale sono stati costruiti. Invero, scelto h > 1, il sotto-
gruppo G/Np, & isomorfo al gruppo simmetrico di grado quat-
tro, onde esistono due sottogruppi M e Kj definiti, rispetto
a Gp, come M e K rispetto a G,. Supponiamo che sia:
Mp = M. Risulta: My DNy, MD N, ; poiche si ha: M |J Gn =
=G, M[] Gy & normale in G, vi ha indice 2 e contiene N.
Ma il fattoriale Gn/N, isomorfo al gruppo simmetrico di grado
quattro, contiene uno ed un sol sottogruppo d’indice 2, iso-
morfo al gruppo alterno e contenente il sottogruppo di ordine
quattro Np/N. Ne segue: M [] Gp D Ny, cioé: M DNy. Per
essere inoltre M D N,, risulta allora: M DNy |J N,. In modo
do analogo si prova essere: Mp DN |JN,. Ne segue:
My (1 M DNnUN,. Ma cid & ssurdo, avendosi: [G: M, () M] =
=4, [G : N U N,] = 6. Cio prova che non pud essere M = Mp
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e quindi il sottogruppo M definito dalle (12) a partire da
G, non dipende da G, e contiene i cinque sottogruppi Ng.

I1 sottogruppo M contiene poi il sottogruppo K definito
dalle (12) ed il sottogruppo K} definito, a partire da G4,
come K a partire da G,. Ora il gruppo fattoriale M/N ha
ordine 3 - 2* e contiene i due sottogruppi K/N e Kn/N come
sottogruppi di ordine 12. Poiché K e Kp sono normali in G,
deve essere, a norma del teorema di Sylow: K/N = Kp/N.
Ne segue: K = Kp, cio¢ anche K & indipendente da G,. Poichée
il fattoriale M/N contiene i cinque sottogruppi normali
Ny /N, risulta allora, qualunque siano & e k: (Ny/N) U (Nn/N) =
= K/N, cioé: Nj U Ny = K, e resta provate che i sottogrup-
pi ¥ hanno, a due a due, per unione K.

Consideriamo ora il gruppo fattoriale G/N, di ordine 3 . 2°,
Considerando il solito omomorfismo che intercede tra G e
G/N, si riconosce che G/N & somma di cinque sottogruppi
di ordine 24, Gy /N, fra loro distinti ed aventi, a due a due,
per intersezione uno stesso sottogruppo di ordine 6, H/N, non
normale in G/N. I Gy/N sono poi tutti isomorfi al gruppo
totale di grado 4 e quindi il gruppo H/N non & ciclico.
Ognuno dei sottogruppi Gy/N deve contenere pertanto uno
ed un solo sottogruppo normale di ordine 4, Ny/N, ed i
cinque sottogruppi Np/N devono intersecarsi, a due a due,
secondo il sottogruppo identico, ed anche secondo il sotto-
gruppo identico ognuno di essi deve intersecare H/N; I'unio-
ne dei cinque sottogruppi Ny/N deve poi essere un sotto-
gruppo K/N, di ordine 2% normale in G/N e che, essendo
romma dei cinque sottogruppi Ny /N, deve essere abeliano
di tipo (1, 1, 1, 1).

Osserviamo ora che, a norma del teorema di Sylow, G/N
deve contenere uno o tre sottogruppi di ordine 25 e poiché
K/N & normale in G/N, esso deve essere contenuto in tutti i
sottogruppi di Sylow di ordine 2° e deve, naturalmente, es-
servi normale. Osserviamo ancora che i sottogruppi di Sylow
di ordine 2° di G/N non possono essere abeliani. Invero
G/N contiene i sottogruppi Gi/N isomorfi al gruppo totale
di grado quattro; ognuno dei Gy /N contiene quindi tre sotto-
gruppi di Sylow di ordine 23 isomorfi al gruppo diedrale e
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quindi non abeliani, e questi sono necessariamente contenuti
nei sottogruppi di Sylow di ordine 2° di G/N.

I1 gruppo G/N deve ovviamente ottenersi da un gruppo
non abeliano I'y,, di ordine 2° che possegga un sottogruppo
di ordine 2% TI'y,, abeliano di tipo (1, 1, 1, 1), e contenga
normalmente i cinque sottogruppi I'y®, di ordine 4, di cui
T',, & somma.

Per mostrare dunque che il caso (C,) non pud presentarsi,
basta far vedere che non esistono gruppi neon abeliani di or-
dine 2° che contengano un sottogruppo di ordine 2% abeliano
di tipo (1, 1, 1, 1), e contengano normalmente i cinque sotto-
gruppi di ordine 4 di cui questo & somma. Invero, sia [
un gruppo di ordine 2° che contenga un sottogruppo T,,,
di ordine 2% abeliano di tipo (1, 1, 1, 1), e che contenga nor-
malmente i cinque sottogruppi I'® di ordine 4 di cui T,
¢ somma. Ognuno dei I',® contiene allora almeno un sotto-
gruppo I',;® di ordine 2, normale in I';,, ed & contenuto in
almeno un sottogruppo Iy®, di ordine 2% normale in T,
e contenuto in I';,. Inoltre, poiché i I'(® hanno, a due a due,
per intersezione il sottogruppo identico e per unione I',,, I',™
1on & contenuto in alcuno dei I')®, con b = k&, né [ contie-
ne alcuno dei I',®, con 1 =F k. A partire dai sottogruppi I',®, I',®
e T¢® con sole operazioni di intersezione e di.unione pos-
sono allora costruirsi tutti i sottogruppi di ordine 2 di T,
sicche questi risultano tutti normali in I';,. Pertanto tutti i
sottogruppi del secondo ordine di I';, sono contenuti nel
centro ¢ di I'y, e quindi & pure I'\,cCC. Ma allora, l'ag-
giunto I'y,/O non potendo esser ciclico, risulta necessaria-
mente I';, = C' e quindi I';, & abeliano.

Resta cosi escluso il caso (C,).

10. — Lo studio effettuato ai n.ri precedenti ha portato
a stabilire che un gruppo finito G che sia somma di cinque
sottogruppi aventi, a due a due, per intersezione un sotto-
gruppo fisso contiene un sottogruppo normale N tale che il
gruppo fattoriale corrispondente G'/N riesca isomorfo ad uno
dei gruppi seguenti: A) di ordine 8, abeliano di tipo (1, 1, 1)
¢ diedrale; B) di ordine 12, isomorfo al gruppo alterno di
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grado quattro; C) di ordine 2* abeliano di tipo (1, 1, 1, 1),
oppure di ordine 3 - 2* avente i generatori (11). Resta cosi
determinata una condizione necessaria perché G sia somma
di cinque sottogruppi, aventi, a due a due, una stessa inter-
sezione.

Tale condizione si dimostra subito essere sufficiente. Sia
invero G un gruppo finito che contenga un sottogruppo nor-
male N tale che il fattoriale G/N sia isomorfo ad uno dei
gruppi menzionati al comma precedente. I1 gruppo G/N &
allora somma di cinque sottogruppi aventi a due a due in
comune uno stesso sottogruppo H/N. Nell’omomorfismo ©
intercedente tra G e G/N, che fa corrispondere ad ogni ele-
mento di @ il laterale di N cui esso appartiene, ogni elemento
di G/N proviene da almeno un elemento di G, ed i cinque
sottogruppi di cui /N é somma provengono da cinque sotto-
gruppi (ognuno dei quali & il massimo sottogruppo di @
cui corrisponde, in ®, uno dei cinque sottogruppi di ecui
G/N & somma), necessariamente distinti, intersecantisi a due
a due secondo uno stesso sottogruppo, e che esauriscono G.

Si pud dunque concludere affermando che i gruppi finiti
che sono somma di cinque sottogruppi aventi, a due a due,
per intersezione un sottogruppo fisso, sono completamente ca-
ratterizzati dal seguente teorema:

VIII. — Condizione necessaria e sufficiente perché un
gruppo finito G possa pensarsi come somma di cinque sotto-
gruppt aventi, a due a due, per intersezione un sottogruppo
fisso, & che G contenga wun sottogruppo normale N tale che
il gruppo fattoriale G/N sia isomorfo ad wuno dei gruppi
sequenti:

A) di ordine 28, abeliano di tipo (1, 1, 1), o diedrale;

B) gruppo alterno di grado quatiro;

C) di ordine 2% abeliano di tipo (1, 1, 1, 1);

C”) di ordine 3 - 2%, avente i generatori (11).
Nellomomorfismo o intercedente tra G e G/N, ai cinque

\

sottogruppi di cui G é somma, corrispondono cinque Ssotto-

N

gruppi di cui & somma il gruppo fattoriale G/N.
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