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SUI SISTEMI DI EQUAZIONI LINEARI A
DERIVATE PARZIALI DEL SECONDO OR-
DINE DEI TIPI ELLITTICO E PARABOLICO

Nota (*) di BrunNo PINI (e Bologna)

Passando da una singola equazione a un sistema di equa-
zioni lineari, per esempio del secondo ordine in due variabili

o* 0 o 2
flul = Az, V)52 + 2B, ) + O 9) 55 + Lo )5 +

u
1
+ Mz, y) _3y

+ Nz, Yyu=F

ove A, B, O, L, M, N sono assegnate matrici quadrate d’or-
dine n, f un assegnato vettore ad n componenti ed u un vet-
tore incognito ad n componenti, la condizione che si presenta
spontaneamente come estensione della condizione di ellitticita

PN

per una sola equazione & che

det. || «?A ++ 2B + C || =0

PN

abbia tutte le radici complesse. Non & noto se tale condizione
basti ad assicurare alle soluzioni del sistema un comporta-
mento simile a quello che si ha nel caso di una sola equazio-
ne per quanto riguarda un teorema di alternativa per il pri-
mo problema di valori al contorno

Qul=Ff in D—FD , u=u su &D,

(ove D & un fissato dominio (limitato) del piano z, ¥, e u
un assegnato vettore su &D) e, per quanto riguarda un cor-

(*) Pervenuta in Redazione il 9 Giugno 1953.
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rispondente problema di autovalori, circa la discretezza dello
spettro. E da ricordare che A. V. DBizapze?) ha costruito un
sistema di due equazioni a coefficienti costanti del tipo

% u Su . S . .
A 32 + 2B 373y +C = 0, soddisfacente I’anzidetta condizio-

ne di ellitticita, il quale ammette una soluzione, non nulla,
annuilantesi sulla frontiera di un opportuno dominio (limi-
tato) del piano wx, y.

Recentemente M. I. Viscix ?) ha studiato sistemi lineari
di equazioni d’ordine 2mn

¥y (x)
Sxklaxk? ooe aka

ove 2=(Zy, Ls, ..., @), A1 Fr s Fam)( 7) & 1a matrice ||a; jFv Fo - Fom) ()],
i, =1, 2, .., N, u(e) & il vettore di componenti wu,(z),
Us (), ..., un(x), f(2) il vettore di compomnenti f,(x), f,(x),
. Tn(2) e Tu indica un operatore differenziale lineare arbi-
trario d’ordine < 2m.

Egli suppone soddisfatta una condizione, che chiama di el-
litticitd forte, consistente nel supporre che la matrice

> (A‘kl s Koy ooy Kom) -+ Z(kla K2y eees kzm))gkl Ek‘g . gkzm ,
(k)

u] = (— 1) = Al oy s Kend(g) + Tu = f(z)
(%)

ove il soprassegno indica trasposizione, sia definita positiva
qualunque siano i numeri reali &, &, ..., §,, non tutti nulli.
Per vn siffatto sistema, e per il suo aggiunto, Viscik riesce
a provare un teorema di alternativa per il problema consi-
stente nell’annullare su &FD, in un certo senso generalizzato,
la soluzione e le sue prime m —1 derivate. Studia poi il cor-
rispondente problema di autovalori provando, tra l’altro, la
discretezza dello spettro per VUoperatore €.

Nella presente Nota, riservandoci di ritornare sull’argo-
mento da un punto di vista pitt generale, prendiamo in consi-

1) A. V. Bicapze, Sull’unicitd della soluzione del problema di Di-
richlet per le equazioni ellittiche a derivate parziali, Uspechi matema-
ticeskich nauk, t. III, n. 6, (28) (1948) 211-212 (in russo).

2) M. I. Viscik, Sui sistemi fortemente ellittici di cquazioni diffe-
renziuli, Mat. Sbornik N. S. (29) 71 (1951) 615-676 (in russo).
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derazione il sistema autoaggiunto
2 (., % cu -
O =g (4 B+ (B + o)~ Na=f,

ove 4, B, 0, N, sono matrici simmetriche d’ordine n, continue
su un dominio D, con A, B, C dotate delle derivate prime con-
tinue, ed f un vettore continuo ad n componenti, nell’ipotesi

che le matrici

gg ed N siano definite positive. E allora
evidentemente soddisfatta la condizione di ellitticitd forte di
Viscik percheé
leel*|ee
sollsex[sel

Per tale sistema consideriamo il primo problema di valori
al contorno nel senso generalizzato di G. Cimaxo ®). Ciod, se
@ (t) per £t — 0 & un sistema di curve approssimanti la &D,
per esempio parallele alla &FD, la condizione al contorno con-
giste nell’essere

(A + 2488 - B2C0)e X ¢ = “"’

lim | |g—ulds=0
t—s
eq)

per un assegnato vettore u con la norma di quadrato somma-
bile su §D.

Solo per semplicitd ci limitiamo a considerare sistemi in
due variabili; la trattazione si estende subito a sistemi in un
numero qualsiasi di variabili.

Noi perd, una volta conseguito un teorema di unicitd, non
svilupperemo tutti i calcoli necessari per provare lesistenza
della soluzione, limitandoci a provare quanto basta ad assi-
curare la possibilitd di ripetere ragionamenti gia fatti in altre

3) G. CimaiNo, Nuovo tipo di condizioni al contorno e nuovo me-
todo di trattazione per il problema generalizzato di Dirichlet, Rend.
Circolo Mat. di Palermo, 61 (1937) 177-220; Sul problema generalizzato

di Dirichlet per Uequazione di Poisson, Rend. Sem. Mat. Padova (7)
1 (1940) 28-96.
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occasioni ). Insieme al sistema (1) considereremo anche un
analogo sistema di tipo parabolico

2 u o/, %u u .
2) Qu]= (Aax+B@)+éfq<Ba_x+C§§>—§—N"_f

e mostreremo come anche per questo possa trattarsi il primo
problema di valori al contorno nel senso generalizzato anzi-
detto.

Sistemi di tipo ellittico.

Sia D un dominio la cui frontiera sia una unica (per sem-
plicitd) curva semplice chiusa @ di classe 2, di cui =% (s),
y=17.s), 0 =s <L, siano le equazioni parametriche in fun-
zione dell’arco. Indichiamo con C(#) la curva z= Z(s) -+ A,
y=9y(s) +pt, 0<s=171, essendo A e u i coseni direttori
della normale interna e ¢ un numero p0s1t1v0 variabile in un
intorno dello zero.

Sussiste il seguente teorema di unicitd:

Se E(s) é un vettore con la norma di quadrato sommabile
sullintervallo 0 < s << L, esiste al pit un vettore u(®, y) che
in D— &D ¢é soluzione regolare (ha derivate prime e seconde
continue) di S[u] = f ¢ soddisfa lo condizione al contorno
3) lim /m—?zlzdc;:o.

t—=0,
e()

Sia u la differenza di due eventuali soluzioni regolari di-
stinte di L[u] = f, soddisfacenti la detta condizione al con-
torno. Con semplici integrazioni per parti si prova, integrando
C[u] K u sul dominio limitato D(¢) avente per frontiera la
C(t), che

4) ”(A B )>< udy (Bgi;+og—;’)xudx]:
@(t)

. du u ‘a ,au u du
__[(A%xégnt2B%>\a—y+0@x@+zvu><u)dxdy
Dt)

4) Cfr. per esempio B. Pixi, Sul primo problema di valori al con-
torno della teoria dell’elasticitd, Rend. Sem. Mat. Padova, 21 (1952)
345-369.
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da cui, integrando sull'intervallo ¢, 7, supposto 0 <t < T,

/?d;([)[x(‘ig_:"" B%) + P(B%: + 025)] X uds = —

t

[ du _ u du _ °u du . %u
_.,dt/.(A%Xa—x—l—2Ba—xX@+C@X@+NuXu)dxdy

t D7)
tenendo presente che

Ay +pt) _dy _ A&+ _dz_

do T ds ’ ds  ds ™
L'integrale a sinistra si pad scrivere

ou cu u u

Dity—D(T)

poich3 g—g—?—%) = g——g. Eseguendo delle integrazioni per parti si

riconosce chie questo & eguale a

% / [AA + pB)u X udy — (AB 4 pC)u X udx] — ‘

JDH—D(T)]

1 0 d
—3 [ [@(7\“14— pB)—I—a—y(lB—]—pC')uXudxdy.
Dit)—D(T)
Infine, passando al limite per ¢ — 0, tenendo presente che
(5) lim / |uffds =0,
t—e0

C
si ha

] (4 + 2ApB + p2C)u X uds = Il% OA + p1B) +
&T) D—D(T)

d

T

T
u _, u
(AB + pC)]uXudxdy—2/dt[<A§5X§;+

0 D)

du_  Ou du _  u
-I-QB%X@-I—C@XQTI—FNuXu)dwdy-
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Ora, poich2 (324 + 20uB 4+ p*C)uXu =

2

AB
BC

Au Au
l"'uH X fu

B .. < . .
BC definita positiva, il primo
membro & una quantitd positiva per dei 7' comunque prossimi
a zero; infatti in caso contrario la u dovrebbe annullarsi in
una corona attorno a @ e quindi, riuscendo biregolare in
tutto D, sarebbe identicamente nulla per la (4).

I! primo integrale a secondo membro si pud scrivere

essendo per ipotesi la matrice }

T
| )
{dt [la% (A + uB) + é?—/()\B -+ pC)}u X udo
0 )

e quindi, essendo @ di classe 2 ed essendo le matrici 4, B, C
dotate delle derivate parziali prime continue, causa la (5),
si riconosce che per T — 0 esso &€ un infinitesimo di ordine
maggiore di uno (rispetto a 7). Il secondo integrale sul-
la destra & invece al piu infinitesimo come 7', poiché
Ag—: X gg -+ 2B g‘: X g—lyl +C g—; g—; & una quantitad positi-
va non necessariamente sommabile su D, ed Nu X u & non
negativa. Dunque per 7' abbastanza piceolo il secondo membro
¢ negativo. Di qui Passurdo.

Notiamo espressamente che se w € una soluzione di
¢ [u] = 0 soddisfacente la (3), il ragionamento ora fatto porta
a stabilire la seguente maggiorazione

(6) [ (VA + 22 puB + 1*C)u X udo < f (A24 + 2ApB + p2C)u X uds
Ct) ¢

della media, sulle curve approssimanti, di una certa forma

quadratica nelle componenti di u mediante la media di una

analoga forma quadratica nelle componenti del vettore u as-

au 2 au 2

x| oy
Il teorema di unicitd ora provato, insieme a una oppor-

tuna formola di media®), permette di stabilire Desistenza

BN

segnato su C, se non ¢ sommabile su D.

5) Cfr. B. Pin1, Sulle equazioni lineari a derivate parziali d’ordine
2n di tipo ellittico ecc..., Rend. di Mat. e delle sue appl. V (XI) (1952)
176-195.
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della soluzione per il teorema in oggetto. La prova si condu-
ce su uno schema noto®), sul quale qui non ci soffermiamo.

Lo stesso tipo di ragionamento permetterebbe anche di
acquisire un teorema di esistenza per il primo problema di va-
lori al contorno, ordinario

Qu=Ff in D—FD , u=u su &D,

(nel senso che lim u(#x, y) —u(s) al tendere di (2, ¥) a un
punto qualsiasi della &D) qualora si possedesse una formola
di maggiorazione puntuale, anziché globale come la (6), della
soluzione in funzione dei dati’).

Di c¢id0 ci occuperemo in un’altra Nota. Vogliamo perd
fare fin d’ora un’osservazione.

B notissimo che se in un campo A lequazione

Pu

cxdy

o o 9
lu] = 4@, y) 555+ 2000 1) g5+ oo, W5+ U ) g +

+ miz, y)f,—’; 1 nz, yyu = 0

¢ ellittico-parabolica (ao® - 2baf -+ cf? semidefinita positiva),
se in A ¢ n <0, una soluzione non pud avere in A né un
minimo negativo né un massimo positivo.

Passando da wuna equazione singola a wun sistema, non
sembyra possibile ripetere i ragionamenti elementari coi quali
si consegue il risultato riportato. Sembra invece possibile con-
seguire dei risultati in tal senso basandosi su una opportuna
formola di media ).

6) Cfr. i lavori citati in 3).

7) Cfr. B. Pin1, Sul problema di Dirichlet per le equazioni a deri-
vate parziali del secondo ordine di tipo ellittico, Rend. Acc. Naz. Lincei
(8) IT (1951) 325-333.

8) Indicando con O l'operatore differenziale aggiunto di £ (in con-
venienti ipotesi di regolaritd dei coefficienti e supponendo e > 0,
ac— b2 > 0), G. CimMmiNo in Nuove proprietd caratteristiche per le so-
luzioni delle equazioni lineari alle derivate parziali di tipo ellittico
del secondo ordine, (Atti del 20 Congresso U.M.I.,, Aprile 1940) ha sta-
bilito la formola di media

1
U(Zy5 Yo) = ;V—(‘"—’—:—m f(u@%[V] — fV)dzdy
D,

18
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Consideriamo il sistema particolare
Pu , Pa
~ T ~5— Nk =0
O 5o Ty — V@ Ve

nell’ipotesi che N sia una matrice continua definita positiva.

Fissato nel campo A un punto (&, ¥o), indicando con 9,
il cerchio (2 —,)% -+ (¥ —¥,)* ='7%, con r opportunamente
piccolo in modo che 9, appartenga ad 4, detto ¢ un numero
positivo <1 e posto p=[(®— @)+ (¥ —y,)*]%, si pud
provare che la

1 oap*—2 r % ot
o, 10 = g [ [t %= — (167 + 2o, |y

r

caratteristica delle soluzioni dell'equazione Q[u] =7, ove @, & il do-
minio ellittico

c(@o, Yo) (& — 20)2 —20(24, Yo)(T— 20)(y — Yo) + (@0, Yo) (¥ —Yo)2=0?,
O=p=<r
e
r PO — T
V=1g— _
g P + o
da tale formola deduce che una soluzione dell’equazione omogenea in
cui & nullo il coefficiente n della funzione incognita non pud avere mas-
simi o minimi nell’interno del campo. Per quanto riguarda l'equazione
completa, poiché
1

l=——
2ny/(ac — b2y, gy .

[ (OR[V] — nV)dady

-
si ha

[1 ot y) — u(z, o)1+ (e, yo) — 1) | dady = 0.

D,
Ora, poiché nell’interno di 9, & V > 0 ed 9I[V] > 0, per r abbastanza
piccolo, & evidente che se n<<0, non vi pud essere un massimo positivo
se f==90, né¢ un minimo negativo se f =<0, a meno che u(2, y) non sia
costante in tutto un contorno di (2y, ¥o); si riottiene in tal modo un
noto risultato (cfr. E. Hopwr, Elementare Betrachtungen iiber die Lisung
partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Ty-
pus, Sitzungsb. Ak. Berl. (1927), 147-152; cfr. anche un recente lavoro
di C. M1rANDA, Sulle proprietd di minimo e di massimo delle soluzioni
delle equazioni a derivate parziali lineari del secondo ordine di tipo
ellittico, Atti Acc. Naz. Lincei (8) X (1951) 117-120.
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\

¢ una formola di media caratteristica per le soluzioni di
Au="f.

Si avra cosl per una soluzione del sistema (7) la formola
di media

1 a—~2 O pat
u(r, Y,) = 5 [ r&i —u(, y)—(lgg +£ war )N(x, Y)u(z, y)}dxdy.

»

‘Poichée
1 [ope—?
_271 ra d:cdy =1
si deduce
ap?—2 P %
/ ‘; [u(z, y)—u(z, yo)J——<1g; +° poe )N(x, Yu(z,y) | dedy =0,

9,

e quindi anche

[ ? ai«z—; [a(@, ¥) X ul@,, y,) — |ul@,, Y01 —
D,

— <1g£ 4 £ O;f )N(x, Yu(r, y) X ulz,, y,) : dzdy = 0.

Di qui segue che | u(#, y)| non pud avere massimi relativi
in A. Infatti se in (@, %) la |u(@, y)| presentasse un mas-
simo, si avrebbe w(z, ¥) X u(w, ¥,) =|u(z, ¥, | in tutto
un intorno 9, di (@, Yo); ora dall’essere N definita positiva
si ha che per = abbastanza piccolo riesce N(wx, y)u(wz, y) X
X u(wo, ¥,) >0, essendo N(z, y)u(z, Yo) X u(®, Yo) > 0;

o—2

o N r p*—r*
d’altra parte ¢ sempre > (0 mentre lgE -+ = & >0

rﬁ
nell’interno di 9, e nulla sulla §9,.. Si conclude che
|u(z, y)| <maxgy|u(x, y)|

Lo stesso risultato si pud stabilire per la norma di una
soluzione del sistema

Qu u ’u _
a(x7 y) a_xz + 2b(x9 y) i_)m + 6((5, y)a_yz - N(.’l;, Z/)u =0
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almeno nell’ipotesi che sia assicurata la continuitd dei coef-
ficienti del sistema aggiunto e sia ¢ >0, ac—b*> 0.

Sistemi di tipo parabolico.

Considerazioni simili a quelle svolte per i sistemi ellittici
si possono ripetere per certi sistemi parabolici.
Anzitutto, mentre per una equazione

2

0 %u .
a(wly m2: y)29——|-27)($1, xz,y)m‘F’}(xu xzyy)

@

Pu  du 0
e
cxl  Qy
si ha Plunicitd della soluzione per il problema ordinario di
valori al contorno, se al® -+ 2\u -+ cp2 € una forma definita,
passando a un sistema

d P Pu  du
— —

qui=a2"40p. % L ¢
=45 T2 an T 0% 5

=Y,
la condizione che sia

(8) det. || p?A +20B+C || F0

per ogni numero reale p, non assicura piu il verificarsi di un
analogo fatto.

Cio si vede facilmente adattando al caso parabolico certe
considerazioni svolte da Bizapze e da Viscix ®) nel caso el
littico.

Poniamo

2
u =&, ay®0; — hy)a
essendo a un vettore costante, oy, 4 @y > 0, o = %,
0y, 0y — %, == 0, b > 0. Riesce
Qlu] = [2(2,4 + 24,,B +,,0) 4 hE]a.

Pertanto se si vuole che il primo problema di valori al con-
torno abbia una sola soluzione é necessario che sia

9) det. || 2(ay A + 20,8 + @,,0) + RE || F0

9) Cfr. 1. c. in 2),
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qualunque sia la matrice || «;|| semidefinita positiva e qua-
lunque sia h > 0. Infatti, in caso contrario, in corrispondenza
a una certa matrice || a;|| semidefinita positiva e a un certo

h > 0, si potrebbe trovare una vettore a tale che £f (2‘1 T Ty —

2
—hy)a]l =0 e quindi u= (¥;;a,2,2;— hy)a sarebbe un inte-
. i

grale di £[u] = 0 nullo sul paraboloide, o cilindro parabolico,

Y=

§‘II—‘

2
21” .'jxixj .

Consideriamo il seguente caso particolare

Pu du
ox; ox,0x,

Pu  Ou

ooy

by —b,
b, by

@y —y
ag (h

€1 —C2
Cz €

(10)

’

posto @ = a, 4 iay,, b="0, + ib,, ¢ = ¢, } ic,, u=—u; -+ iu,, si
puo secrivere
*u Pu du

axlaxq te 3:6' =0

u

La condizione (8) e che sia

0% + 20,0 4+ 61 — (@20 + 250 -+ ¢2) 2 2
—1ia 2b C 0.
asz _IL_ 2b29 + Co axPZ + zblp __I_ C1 l P + P_I_ !:i:'

Posto p = cotgo, mnel piano complesso &=, 4 iw,, la
v=acos® ¢ - 2b sen ¢ cos ¢ -+ csen? ¢ rappresenta una ellis-
se; la condizione menzionata & che questa ellisse non passi per
Porigine.

La condizione (9) & che sia

01 - 201005 - €10 - B — (@201 - 2b2045 - C20025)

Ap01 - 2020010 -} C20tap 10, + 2by052 1+ €102z - R -
= a0,y + 2bays + cotyy + R S 0.
oo %12
Ora, posto — 2 __ —cos?o., ——22 _ —gen?o, — 22 —
P %11 + Uy % » 031 4 Gog B
(onde 8% < sen® ¢ cos?9) e _ =k, nel piano complesso
01+ Ozp

zla z2=acos® ¢ + 28b 4 csen® ¢ al variare di ¢ e di § rappre-
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senta in generale tutti i punti interni alla precedente ellisse.
Supponiamo che quest’ultima pur non passando per l'origine
tagli il semiasse negativo x,. Allora & soddisfatta la condi-
zione (8) mentre avendosi per un punto comune al semiasse &,
negativo e a 2=—acos?9+ 2fb+csen?9, @ —a,cos’®¢-+}
+ 20,8 +c,sen?9 <0, @, =a,cos®¢ -+ 2b,8 + c,sen®* 9 =0, si
si possono scegliere ¢ e § (e quindi «,,, o, ,,) € poi £ >0, e
quindi & >0, in modo che sia |aa, -4 2ba, + c2, + R|* =0,
da cui segue lesistenza di uno (infiniti) domini parabolici sul-
la cui frontiera si annulla una soluzione non identicamente
nulla del sistema (10).

Prendiamo ora in considerazione il sistema

du\ Ou
(11) Llu] = (Aax—l- ay)+ﬂ ( Ly y)——a—z———Nu—f
ove A, B, ¢, N sono matrici simmetriche, funzioni continue
di (», y, ) con A, B, C dotate anche delle derivate rispetto
a @ e y continue; f un vettore continuo.

Siano 2 =a, 2=0 due piani caratteristici; =(z=
=Z(s, 2), y=19Y(s, 2), 2=2; 0<s<L, a<2z<D) una su-
perficie di classe 2 che coi precedenti piani caratteristici indi-
vidui un dominio D, di cui indichiamo con B, e B, le basi.
Per ogni valore di 2z le #=12Z (8, 2), ¥y = ¥(s, 2) sono le equa-
zioni parametriche di una curva regolare semplice chiusa C,;
supponiamo, come al solito, che al variare di s da 0 ad L
tale curva sia percorsa positivamente in modo che nella rap-
presentazione parametrica adottata per § la normale sia
orientata verso l'esterno.

Detti A e u i coseni direttori della normale interna a @,
sul piano caratteristico cui essa appartiene, chiamiamo C,(#)
la curva @ =Z(s,2) + A, y = §(8, 2) +ut, 0<<s<<L; S(t) la
superficie * = (s, ) + Af, y = (s, 2) + pt, 2 =2 per 0 <s <
<L a<z<b; D(t) il dominio limitato da §(¢) e dai piani
2=a, 2=10; Bg(t) e By(t) le basi di D ().

Sussiste il seguente teorema di uniecita:

Bsiste al pin un vetiore u che in D — & ¢ soluzione rego-
lare di L[u]l =F, che si annulle nei punti interni di B,
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e soddisfa la condizione al contorno

11m [lu—ulzds_—o
S(t)
essendo u un assegnato vettore con la norma di quadrato som-
mabile su §.
Detta u la differenza di due eventuali siffatte soluzioni, in-
tegrando L[u] X u su D(t) si ha

u ou
/[(Aaa; + B >< udyds —]—(Ba—x + 0@) X udedz —
3o
1 ., _ du  Ou du _, u
_iluldxdy]—/(A@Xa—x+2B§a‘;><a—y+
(Y
C’a—uXQE—I-N X )dxd dz
+ ay ay u u yaz,
ossia
‘u u u u .
/ [(Aa—w—l—B @) X udydz—l—(Ba—l— C@) X udzdx}__
()
o r
=5 [I *dzdy + flul?dwdy+/(A x—‘a‘c+2Ba—‘; X o+
Sty Bb(t)
-+ C’@ X —STJ ~+ Nu X u)dxdydz.
Ma
Ay, 2) Yy 96 9z z)  Om 6

As, 2) — 9s T as’ A, z)—'“as—_”ﬁ’

indicando con ¢ V'arco di (,; pertanto si ha

fdzf | (A3 + 2+ uBE+ 05| X uto=—

du _, u du _, u
[|u|2dxdy——/]u|2dxdj [(A%Xa—x—[-zB%X@_F
S(t) Byt) Dit)

+ Cé—" X a—" + Nu X u)dxdydz-
cy oY
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Se ora ¢ 0 < ¢ < T, integrando da ¢ a T, procedendo come
nel caso ellittico, si ottiene in definitiva

b
fdz [(m + 2ApB + 120 X uds = [dz[ [a%(u + pB) +

a @z(T) B,—B,(T)

T
-I-%()\B -+ uC)}u X udzdy —fdt[] ul’dedy — [dt[luFda:dy——
o 8o 0 By
. 2 d 2
u u u
—2 faf(agxGrmExgreyx g+

0 D
-+ Nu X u)dxdydz R
/

indicando con B, e B;(t) le sezioni di D e D(t) col piano ca-
ratteristico 2 = 2. Pertanto si conclude nell’asserto con un ra-
gionamento simile a quello gia fatto nel caso dei sistemi di
tipo ellittico, tenendo presente che il terzo termine sulla destra
¢ essenzialmente negativo.

Osserviamo ora che nell’ipotesi che la matrice sia de-

B
B C
finita positiva, & certamente soddisfatta la condizione di para-
bolicitd di Prrrovski?). Questa richiede che le radici del-
Pequazione
det. || A\E + oA + 208B + §2C || =0
abbiano tutte parte reale < di un certo 3 < 0, qualunque siano
2 e con o @F=1
Ora, detti A, %, .., A, gli autovalori della matrice

— (a*A + 2efB 4 ¢20), si ha intanto che essi sono tutti nega-
tivi e le loro proprietd estremali assicurano che

[A:|> mln (*A 4 203B + [320’)u X u> min
[ul= lay 5 ual=1
gt

10) I. PeTROVSKI, Uber das Cauchysche Problem fiir ein System
linearer partieller Differentialgleichungen in Gebiete der mnichtanalyti-
schen Funktionen, Bull. de ’Univ. d’Etat de Moscou, Mathém. et Mé-
canique, fase. 7, vol. 1 (1938).
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poiché il vettore a 2n componenti aw, ..., o, , Bu,, ..., fu, ha la
n

norma eguale a 1 se & Z,ul =1.
1

Cid posto, potremo stabilire una formola di media facendo

ricorso alle soluzioni fondamentali del sistema
2B

ove i coefficienti si suppongono costanti, calcolati in un punto
(2, ¥, 2) ).

Detti e¢,, €, .., ¢, gli autovettori relativi alla matrice
— (2?4 + 2e¢@B -+ $2C) corrispondenti agli autovalori A, A,
wy A, DPOniamo

“+oco oo
vx®, y, 2; g , 0 =f fexp [)‘k(z — ) 4 ta(x — E) +
+ By — N)lexd2df , E=12, .., n

Fissato ora un punto P(wx, ¥, 2), tenendo variabile il punto
Q (&, m, ), indichiamo con 9D, la semisfera (2 — E)* (y — 1)}
+ (z—%)2 < %, { <z Poniamo

Pz 2
Wy =— (1 —_ ;z)vk

essendo p = 1_;@ Cio fatto, nelle formole di reciprocita
3 E
[0 x wp — w x OMtwiaznac = [ (45 X we—
D,—De HD,— D)
awk

du awk
35 Xu +BEXWk—B'a?Xu)dYIdC+< aEth

Guék % u -+ C >< Caa% X u)dt;d& —uX WkdEdn]

EF=1,2 .., n

11) Si potrebbe anche ricorrere senz’altro alle soluzioni fondamen-
tali del sistema (11); ecfr. S. Z. BrRUK, Soluzioni fondamentali di un
sistema @i equazioni differenziali del tipo parabolico, Akad. Nauk.
S.8.8.R., Doklady (N.S.) 60 (1948) 9-12, (in russo).
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ove 9T indica Voperatore differenziale aggiunto di £, ed ¢ &
un numero positivo < r, se A, B, C verificano una condizione
di HOLDER, & lecito passare al limite per ¢ — 0. Si giunge in
tal modo, con un procedimento che abbiamo gid applicato in
analoghe occasioni, a conseguire una formola di media.

Sulla base di questa e del provato teorema di unicitd si
puod dimostrare V’esistenza della soluzione del problema di va-
lori al contorno in oggetto.



