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SUL PASSAGGIO AL LIMITE SOTTO IL

SEGNO D’INTEGRALE PER SUCCESSIONI

D’INTEGRALI DI STIELTJES-LEBESGUE
NEGLI SPAZI ASTRATTI, CON MASSE

VARIABILI CON GLI INTEGRANDI.

( ~ ) di FEDERICO CAFIERO (a Napoli)

In que.sto lavoro studio il problema del passaggio al limite
sotto- il segno d’integrale nel caso generale di successioni d’inte-
grali di Stieltjes-Lebesgue negli spazi astratti 1), le cui funzioni
peso o masse varino insieme agli integrandi.

I risultati cui pervengo appaiono clefinitivi e contengono i re-
centi teoremi di Dubrovskii 2) [1, 2] concernenti successioni di
intqgiiali di Stieltjes-Lebe~sgue negli spazio astratti con inte-

grandi equi-liinitati e masse, anch’esse variabili, additive in sen-
so completo iu campi di Borel.

La notevole generalità dei risultati conseguiti, nonchè la
relativa semplicità dei procedimenti di dimostrazione, sono prin-
cipalmente dovuti al concetto di uniforme additività 3) intro-

(*) Pervenuta in Redazione il 21 Aprile 1953.

1) Vari sono i metodi di trattazione della teoria dell’integrale di

Stieltjes-Lebesgue negli spazi astratti, i cui fondamenti sono stati posti
da M. FRÉCHET [1] e da O. NIKODYM [1]. Mi riferisco per questa alla mia

Monografia «Funzioni d’ insieme completamente additive ed integrazione
negli spazi astratti ». In corso di stampa a cura dell’Istituto di 3Iate-

matica dell’Università di Napoli.
2) Non avendo potuto consultare i lavori di questo Autore, per il

contenuto di questi e degli altri citati nel presente lavoro mi riferisco
alle recensioni apparse in « Mathematical Reviews :&#x3E;.

3) Tale locuzione è stata introdotta da DUBROVSKIÎ [3]. Con riferi-
mento a funzioni di punto R. CACCIOPPOLI ha usato quella di « f unzioni
uniformemente a variazione limitata ».



224

dotto da Caccioppoli [1] e recentemente ritrovato da Dubrov-

ski [3].
Tale concetto, che, come ha dimostrato lo stes,so Cacciop-

poli [1], assorbe quello di equi-assoluta continuità di Vitali, si è
rivelato essenziale per la risoluzione definitiva del problema in
esame.

L’unifor~me additività delle funzioni integrali di una suc-
cessione con integrandi e masse convergenti, è infatti condizione
necessaria e sufficiente per il passaggio al limite sotto il segno
d’ integrale quando questo si voglia assicurare su o,gni sotto-
insieme misurabile di un prefissato insieme di massa finita o
no [N. 10, Teor. 14] . ·

La stes,sa condizione di uniforme additività, quando le fun-
zioni peso siano supposte non negative ed i limiti minimo e

massimo degli in tegrand i siano sommabili rispetto al limite

delle masse, è altres  necessaria e sufficiente per il verificarsi

delle limitazioni:

semprecchè queste si vogliano assicurare su ogni sotto-insieme
di un prefissato insieme di massa finita o no [N. 7, Teor. ll] .

La prima delle p,roposizioni enunciate contiene i teoremi,
diretto ed invero, di Vitali [1], no~nchè quelli già citati di

Dubrovkiî, ed in particolare, con riferimento alla sola sufficienza
della condizione posta, dimostra un teorema già da Cacciop-
poli 1] enunciato per le successioni d’integrali di Stieltjes con
funzioni determinanti variabili con gli integrandi ~).

La se~co~n~da proposizione, nella quale l’ipotesi di sommabilità
del minimo e massimo limite degli integrandi è essenziale 5),
generalizza e precisa - la necessità della condizione non essen-
do stata fin oggi osservata - un classico teorema di Le-

besgue [ 1 ] .

4) Sull’argomento cfr. anche M. NAGUNO [ 1~ , H. M. SauwABTz [1,
2, 3] e J. C. BURKILL [1] che studiano lo stesso pro,blema in casi
particolari.

5) Cfr. G. FICHERA [1, p. 14], dove è riportato un semplice esempio
di L. AMERIO.
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N. 1. - Sia S uno spazio astratto, 9 una famiglia d’insiemi
di punti di completaliiente additiva rispetto ad S, q(I) una
funzione d’insieme additiva in senso completo in Él.

Ovviamente :

necessaria e sufficiente affinchè una funzione d’m-
in gj, sia ivi additiva in senso completo, è

che sia iii F semplicemente additiva e che si abbia:

per successione { Ir } d’ insiemi di é avente limite iuoto.
Infinite funzioni d’ in~sie~m.e additive in senso completo in gf,

si diranno quindi uniformemente additive in 9, quando, asse-
cornunque successione { Ir } di ingieini di F, avente

lim ite in corrispondenza ad &#x3E; 0, si lascia determi-
indice P - dipendente dalla successione { Ir } oltre che

- in modo che per funzione 9 delle in fireite con-
siderate risulti |q(Ir)|  e per r &#x3E; p 6).

Osserviamo subito che le funzioni uniformemente additive di

una famiglia, godono dell,a seguente proprietà:
a) successione ~ It. Il d’insiemi di é‘ e

fissato un numero e &#x3E; 0, è possibile in corrispondenza determi-
indice p - dipendente dalla successione data oltre clze

da e - in guisa tale che per ogni funzione q della famiglia
risulti:

per- r &#x3E; p.
E’ inoltre immediato verificare, quando si tenga presente

6) E’ questa la definizione di uniforme additività data da R. CAC-

CIOPPOLI [1]. Il DUBROVSKIÎ cliiama uniformemente additive le fun-

zioni, completamente additive in di una famiglia, quando per ogni
successione ~ d’insiemi, a due a due privi di punti comuni, si ha :

uniformemente per tutte le funzioni della famiglia considerata.
Circa l’equivalenza di queste due definizioni cfr. F. CAFIERO [1].

In tale Nota, al posto della locuzione « uniforme additività &#x3E;&#x3E; viene usata
quella di « equi-continuità ».
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un notissimo teorema di H. Hahn [1, p. 404:] sulla decomposi-
zione di una funzione d’ insieme completamente additi-va, che :

1. - Le 1:ariazioni inferiori, superiori e totali delle 
uniformemente additive in F , di Una sono esse

in 9 uniformemente additive.

N. 2. - Dato un insieme I di ÉF indicheremo con 3 . I la f ami-

glia, completamente additiva rispetto al sotto spazio I di S,
degli insiemi di b contenuti in I.

Ciò pos~to, sia una funzione d’ insieme additiva in sen-

so completo in ognuna delle famiglie della successione { F . Sr },
dove ~Sr ~ ~ è una successione crescente d’insiemi di 3 conver-

gente verso S ; una tale funzione può ovviamente prolungarsi
su ogni insieme I di gf ponendo :

Orbene, la funzione cos  prolungata, piglia il nome di

misura per gli insiemi di 5r ; lo spazio S, essendovi definita una
famiglia completamente additiva d’insiemi, nella quale è stata
introdotta una misura (J.(I), sarà da noi detto mensurale 8).

In uno spazio mensurale, una funzione d’ insieme additiva
in senso completo in gf, dicesi assolutamente continua quando è
nulla sugli insiemi di misura nulla.

E’ noto c,he :

Condizione necessaria e sufficiente- affinchè unac funzione
d’insieme additiva in senso completo in 9, sia assoluta-
mente continua nello spazio mensurale S, è che, fissato un
e &#x3E; 0, si possa in corrispondenza determinare un insieme 8 p
della successione } ed un 1) &#x3E; 0, in modo tale che risulti

1  e per I di 9 tale  1).

Infinite funzioni d’ insieme assolutamente continue nello

spazio mensurale S, si diranno quindi equi-assolutamente con-
t-inue quando, fissato un numero F. &#x3E; 0, è possibile 
denzcc determinare un insieme SP della successione I ed un

7) Naturalmente f.1(I) cosi prolungata può essere suscettibile di valori
infiniti.

8) Tale denominazione mi è stata suggerita da R. CACCIOPPOLI.
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1) &#x3E; 0, modo tale che per ogni funzione ? delle infinite con-
siderate  e ogni i volta I è di F
tù,16  ~ 9).

Negli spazio euclidei, l’equi-assoluta continuità degli inte-

grali (intesi nel senso di Lebesgue) di una successione, i cui

integrandi siano puntualmente convergenti, è, com’è noto, condi-
zione necessaria e sufficiente per il passaggio al limite sotto il
segno d’integrale quando questo si voglia assicurare su ogni
sotto-insieme misurabile di un prefissato insieme di misura

finita o infinita 1°). 3Ia una tale condizione perde di significato
nel caso generale di funzioni d’ insieme additive in senso com-
pleto, in particolare, per successioni d’ integrali di Stieltjes-
Lebesgue con masse variabili, siano questi considerati negli
spazi astratti o euclidei.

Soccorre in tali casi più generali il concetto di uniforme ad-
ditività di Caccioppo’li, che, malgrado l’app,arente semplicità, as-
sorbe quello di equi-assoluta continuità.

E’ infatti evidente che infinite funzioni d’ insieme equi-asso-
lutamente continue in un arbitrario spazio mensurale sono an-
che uniformemente additive e d’altro canto, come lo stesso Cac-
cioppoli [1] ha dimostrato, sus~si~ste la seguente proposizione:

2. - Infinite funzioni d’insieme uni f ormemente additive in
siano assolutamente continue nello mensu-

sono ivi anche equi-assolutamente continue 11).
Infine un teorema di Dubrovskil [4] a~ssicura la possibilità,

per ogni famiglia di funzioni d’ insieme uniformemente additive,

9) Per una tale generalizzazione del concetto di equi-assoluta conti-
nuità di Vitali, cfr. R. CACCIOPPOLI [2, p. 28] .

lo) Nel caso di insiemi d’integrazione di misura finita il teorema

è di VITALI [1] ; circa la sufficienza della condizione nel caso d’insiemi

d’integrazione di misura infinita cfr. R. CACCIOPPOLI [2, p. 28] e

M. PICONE [1, p. 131]. L’estensione relativa alla necessità della condi-

zione è dovuta a G. F I CHERA [1].
11 ) Il teorema è stato stabilito da CACCioppoLi nell’ ipotesi di com-

pleta additività in gf di f.1 (I), ma facilmente si estende al caso gene-

rale in cui sia in 57 suscettibile di valori infiniti.

Per la dimostrazione di questo teorema e degli altri soltanto enun-
ciati nel presente lavoro, cfr. F. CAFIERO loc. cit. in nota 1).
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di rendere mensurale lo spazio 8 in modo tale che le conside-
rate funzioni siano equi-assolutamente continue.

3. - Richiamiamo alcuni noti 12) teoremi essenziali per
il seguito.

8. - Condizione necessaria e sufficiente affinchè le funzioni,
additive in senso completo in 9, della successione c~~,(I) ~, sia-
no uni f ormemente additive in Y è che, per ogrzi succession e

} d’ insiemi disgiunti, di gg., assegnato un e &#x3E; 0, si possa in
corrispondenza d eterminrxre insieme I p di { Ir 1 ed uib indice

v in modo tale che i  s per 1~ &#x3E; v.

Dal teorema enunciato può dedursi il seguente :

4. - Sia fl uncc successione di funzioni d’ insiemc com-
pletamente additive in 9 e si che in successione

} d’insiemi disgiunti di Y, esista un insieme sul quale la
successione converge.

Le funzioni della data famiglia sono allora uniformemente
additive in ~.

Da quest’ ultimo, osservando che, com’è evidente, la fun-

zione limite di una successione di funzioni d’ insieme uniforme-

mente additive in gf, è ivi additiva in senso completo, discende
il se~guente, che, una volta acqui,sito il co~n.cetto di uniforme ad-
ditività di Caccioppoli, può anche facilmente dedursi da una
proposizione di S. Saks [1].

5. - Le funzioni d’insieme, additive in senso completo in

Y, di successione ~ convergente su ogni insieme di
gf, sono uniformemente additive e la funzione limite è ivi ad-
ditiva in senso 13).

N. 4. - Dalla convergenza, su ogni insieme di ~, di una
succes~sione 1 di funzio~ni additive in senso completo in
9, nonostante questa porti alla uniforme additività delle fun-
zioni della consider-ata successione, non segue in generale quel-

12 ) F. CAFIERO [1]:
13) Tale teorema è stato recentemente ritrovato da V. M. Du-

BROVSKIÎ.
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la uniforme 14). In proposito, e ciò segue facilmente dalla pro-
p~rietà ac) di cui go~dono le funzioni uniformemente additive di
una famiglia e dall’enunciata proposizione 5, si può asserire
che: -

6. - Una successione } di funzioni additive in senso
completo in convergente su ogni insieme di tende uni-

formemente al suo limite su ogni successione convergente d’ in-
siemi In particolare quindi si ha: l

Nel caso generale sussiste il seguente teorema d’ immediata
15) :

7. - Condizione necessaria e sufficiente affinchè una succes-
,sione } di funzioni d’ inszeme additive in senso completo
irt F, converga ivi uniformemente verso funzione d’ insieme
q(I), è che la variazione della differenza qn(I) - q(I) tenda a
zero su S al divergente di n.

Inoltre, se tale condizione è risuttac :

uniformemente in F 15).

N. 5. - Riprendiamo i simboli e le notazioni introdotte nei

numeri precedenti, pertanto denota uno spazio astratto, Y
una famiglia completamente ad,ditiva d’insiemi di punti di
~S, ~ I una successione crescente d’ insiemi di 8 convergente
verso S.

Gli insiemi di gf saranno detti misurabili ed una funzione
d’ insieme additiva in senso completo in ognuna delle fami-

14) Per un semplice esempio dovuto ad A. GHIZZETTI cfr. G. FI-

CHERA [1].
15) Per la dimostrazione cfr. F. CAFIERO loc. cit. in nota i).
Con i simboli W1 ( n ) , W~ ( n &#x3E; , V~ abbiamo indicato rispettivamente

la variazione superiore inferione e totale di cp.. Analogo significato
hanno ~V ¡, W2 2 e V nei riguardi di g. Tali simboli adotteremo d’ora
in poi.
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glie della successione 3.S ) , , sarà detta funzione peso o

massa.

Infine di~stin..gueremo gli insiemi appartenenti ad una delle
famiglie della successione 1 gf. Br ~ dai generici insiemi misura-
bili, chiamandoli di massa finita.

Ciò posto, passiamo ad occuparci del problema generale del
passaggio al limite sotto il segno d’ integrale.

In proposito dimostriamo dapprima il seguente teorema:

8. - Se f è misurabile e limitata in un insieme H di massa
finita e la successione { qn } di f unzioni peso converge verso

zero su insieme di. 9-H, 

per- ogni inszeme 
Indicate al solito con e Vn rispettivamente la

variazione superiore, inferiore e totale di Yn (n == 1, 2, ...) e

supposto

decomponiamo l’intervallo M) mediante la scala di valori

e poniamo :

Si ha ovviamente:

e, indicato con a il più grande dei gradini della scala di valori
( 1 ), risulta:

Osservando che nelle ipotesi del teorema enunciato, in virtù
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di un teorema 16) di O. Nikodyn1 [2] , le funzioni della succes-
sione e quindi anche quelle della successione ~ sono

uniformemente limitate in 5: H, il nostro asserto è dimostrato
in quanto, essendo per le (3) :

dalla (2) segue che l’ integrale ~di f rispetto a esteso ad I si

può rendere in rnodulo piccolo quanto si voglia per n oppor 
tunamente grande.

. N. 6. - Passiamo ora a stabilire un’altra proposizione, essen-
ziale, come del resto la precedente, per la risoluzione definitiva
del pro~ble~ma in esame. 

9. - Sia f n sommabile in H rispetto a 9»(n - 1, 2, ...) e si

che la successione # In } converga verso zero in ogni
punto di H e che la successione di funzioni peso { qn } sia limi-

tata su ogni sotto-insieme di H di massa finita.
Allora. additività gr. ~I delle funzioni integrali

delle f n alle mn, è condizione necessaria e sufficiente af-
finchè si abbia :

per ogni 2nsieme I di gf. H.
La necessità della condizione discende dasla proposizione 3;

passiamo quindi a dimostrare la sufficienza..

A tale scopo osserviamo che, in virtù del teorema 1, 1’ uni-
forme additività delle funzioni integrali delle jn rispet-
to alle implica quella delle lini rispetto alle Van; quindi, data
la successione H(~ ~Sr) ~ ~ avente limite vuoto e fissato un

16) L’enunciato del teorema di NIKODYM è il seguente: « Le funzioni,
additive senso completo in 9:, di una successione, sono 2cniforme-
mente limitate in gf, se equilimitate su ogni insieme 5&#x3E;.
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numero e &#x3E; 0, è possibile determinare un indice p in modo tale
che si abbia :

Essendo inoltre per ipotesi la successione limitata su

ogni insieme di ’gf.HSp, in virtù del già citato teorema di

Niko,dym, la successione 1 è uniformemente limitata in

3.HSp e però esiste una costante positiva L, tale che:

Fissato imfine un numero positivo v   alL, indichiamo con
Hy 1’ insieme dei punti di nei quali risulta lIni  ~ per
n &#x3E; v e determiniamo, ciò che è possibile avendo la successione
j ~ limite vuoto, un indice v in modo tale da avere :

Dalle (4), (5) e (6) segue 1’asser o, in quanto per n, &#x3E; v

risulta, :

Si osservi che nella dimostrazione te~stè fatta, in virtù della
proposizione 7, è implicita la seguente propo,sizione che mag-
giormente precisa la precedente:

10. - Sia f n sommabile in H rispetto a (n = 1, 2, ...) e si
supponga che la successione ~’n ~ ~ converga verso in ogni
punto di H e che la successione I di funzioni peso sia li1ni-

tata su ogn,i sotto-insi.e1ne di H di massa finita.
Allora, l’un forine additività delle funzioni inte-

grali delle fn rispetto alle è condizione (necessaria e) suffi-
ciente si abbia:
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o, ciò che è lo stes.so,

uniformemente al variare di I H.

N. 7. - ora in grado di dimostrare il seguente teorema
c~he precisa e ge~neralizza un notevole teorema di Lebesgue [1,
p. 375] anche nella forma più generale dovuta a T. Viola 17).

11. - Sia in sommabile in H rispetto a qn (n =1, 2, ...) e si
supponga che la successione f cp. í, di funzioni peso non negrxtive,
converga verso 9 su ogni sotto-insieme di H di massac finita e che
la successione ~ J, puntualmente in H, sia dotacta di
minimo e massimo li1nite sommabili 272 II rispetto a 9 18).

Allora l’uniforme additività nella famiglia dei sotto insiemi
misurabili di H delle funzioni integrali delle fn rispetto a 
è condizione necessaria e 

per ogni. sotto-insieme I misurabile di H.
La necessità della condizione consegue dall’acquisito teo-

rema 3.

Data infatti un’arbitraria successione { Ir d’insiemi disgiun-
ti di 9- H e nssato un numero c &#x3E; 0, è possibile determinare un
indice p in modo tale che risulti:

Fissato 7p ed e è inoltre possibile determinare un indice v
in guisa tale che si abbia:

per rz &#x3E; v,

17) Cfr. M. PICONE e T. VIOLA [1, p. 199].
18) Notisi che q, in virtù del teorema 5, è una massa.
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Dalle (7), (8) e (9) discende allora :

per- &#x3E; v. 
’

Data quindi una successione Ir f d’insiemi disgiunti di

~ . H e fissato un numero e &#x3E; 0, possono sempre in corrispon-
denza determinarsi un insieme I P della succe.ssione ~ Ir 1 ed un
indice v, in modo tale che risulti verificata la (10) per n &#x3E; v.
E ciò, in forza del teorema 3, prova appunto 1’unifoz°me addi-
tività in 9-H delle funzioni integrali delle f n rispetto alle 9..

La necessità della condizione essendo provata, pa,ssiamo a
dimostrarne la sufficienza.

A tale scopo, data la successione { H 2013 HSr }, avente limite

vuoto, e fissato un numero e &#x3E; 0, determiniamo, ciò che è pos-
sibile implicando la supposta uniforme additività in gf. H del-
le funzioni integrali delle jn rispetto alle qn quella delle rispet-
tive variazioni totali [proposizione 1], un indice p in modo tale
da avere :

Es,sendo, per ipotesi, il limite massimo della successione 
che abbiano indicato con f ", finito, detto I-Ik l’insieme dei

punti di I-L8, nei quali  k, la successione d’insiemi di

9 - H, ha limite vuoto e quindi, fissato 6, può de-
terminarsi un indice in modo tale da avere :

Posto poi:

si ha:

in ogni punto di H, e qtiindi, detto l’insieme dei punti di
nei quali Ig..- 1"1 i  e per n &#x3E; v, la successione ¡

d’insiemi di 9 -H ha limite vuoto ; fissato e si può allora deter-
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minare un indice v in modo tale da avere :

In virtù del teorema 4 le funzioni della successione !, che

per ipotesi converge su ogni sotto-ins eme di H di massa finita,
sono uniformemente additive nella famiglia dei sotto-insiemi
misurabili di H(v). Quindi essendo :

k

per ogni insienze .I di F . H(v), le funzioni integratli delle {gn - f")
k

rispetto a 9,,, sono uniformemente additive nella f amiglia dei
sotto-insiemi misurabili di H(v).

k

Ma allora, osservando che risulta :

e tenendo presente che le successioni - f " 1 e 9 1 con-

vergono verso zero rispettivamente in .3~ e poichè
f " è limitata in H(v), dai teoremi 9 ed 8 consegue: 

k

k

Si può quindi, fissato e, determinare un indice no in modo

tale che per n &#x3E; no risulti :
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Dalle (11), (12), (13) e (14) segue:

per n &#x3E; no, nonchè

Si i1a quincii :

e da que~st’ultima limitazione, essendo e arbitrario, segue come
volevasi :

In base all’ acquisita precedente limitazione si può altres
asserire che :

e quindi, essegldo :

dalla (15) discende :

ed il teorema è completamente dimostrato.

N. 8. - Il teorema dimostrato nel numero precedente risolve
in particolare il problema del passaggio al limite sotto il segno
d’integrale per successioni di integrali di Stieltjes-Lebesgue i
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cui integrandi siano puntualmente convergenti e le cui masse,
supposte non negative, convergano su ogni sotto-insieme di mas-
sa finita di un prefissato insieme misurabile, risultando in tal
caso la condizione di uniforme additività delle funzioni inte-

grali della successione, necessaria e sufficiente per il passaggio
al limi te sotto il segno d’integrale, sell1prechè, questo si voglia
assicurare su ogni sotto-insieme misurabile dell’in~sieme prefis-
sato ed il limite degli integrandi sia supposto sommabile rispet-
to al limite delle masse. Ma tale condizione restrittiva, insieme
a quella sul segno delle masse, previo una ulteriore e più ap-
profondita analisi del pro blen1a in esame, si palesa ines-

senziale.

All’uopo stabiliamo dapprima il seguente teorema:

12. - Sia in sommabile in H rispetto a qn (n = 1, 2, ...) e

si supponga che la successione ~ converga in ogni punto di
H verso f e la successione di funzioni preso converga verso

q su ogni sotto-insieme di H di massa 
Allora 8e la successione delle funzioni integrali delle f n

rispetto alle qn è limitata su ogni insieme di 9-H, la funzione
f è sommabile in H rispetto 19).

Fissato un intero positivo k, indschiamo con H(k) 1’ insieme
dei punti di nei quali è lf i  k, con l’insieme dei

punti di nei quali risulta i  e per n &#x3E; v.

~Ovviamente :

Essendo inoltre, in virtù del teorema 5~ p(7) additiva in

senso completo nella famiglia dei &#x3E;sotto-insiemi misurabili di

Hsr (r = 1, 2, ...), ha senso parlare d’ integrale di f rispetto
a 9 esteso ad un arbitrario sotto-insieme misurabile di 

(r-1,2,...; k-1,2,...)eperla (16) si ha:

19) Cfr. nota 18).
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Osserviamo inoltre che in forza dello stesso teorema 5 e

della proposizione 1, le funzioni d’insieme della successione

, nonehè quelle della successione Vn ~, sono, per ogni r,
uniformemente additive nella famiglia dei sotto-insiemi misu-
rabili di e quindi, risultando:

per n &#x3E; v e per ogni sotto-insieme I di le funzioni inte-

grali delle (fn - f) rispetto alle cp n sono uniformemente additi-
ve nella famiglia dei sotto-insiemi misurabili di .H r~ v . Ma
allora, essendo :

per ogni sotto-insieme misurabile I di H~~)y , in virtù dei teo-
e 9 risulta :

per ogni sotto-insieme I misurabile di Hr, v *
Poichè nelle ipotesi del teorema enunciato, in forza del già

citato teorema di O. Nicodym [2], le funzioni integrali delle
f n rispetto alle 1t~ sono uniformemente limitate in F-H, per la
(18) risulta:

per ogni sotto insieme misurabile I di y e però anche :

con L indipendente da v, k ed r.
Dalla soprascritta limitazione, per la (17), segue: :
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con L indipendente da k e da r, e quindi la f è sommabile in
H rispetto a ~.

N. 9. - Allo scopo di stabilire la sommabilità del limite degli
integrandi rispetto alla funzione peso limite per le successioni
di funzioni integrali uniformemente additive, in virtù della pro-
posizione acquisita nel numero precedente, basta dimostrare
che:

13. - Le funzioni della success,ione :

definite nella famiglia dei sotto-insiemi misurabili di H, i cui
integrandi siano in ogni punto di H definitivamente equi-limi-
tati e le cui funzioni peso siano equi-limitate su ogni sotto-
insieme di H di massa finita, sono nni f ormemente limitate nella
famiglia dei sotto-insiemi misurabili di H se ivi sono uniforme-
mente aclditke.

Poichè l’uniforme additività delle funzioni integrali della
successione (19) implica quella del.le funzioni integrali delle

~ in i rispetto alle V n, data la successione Sr) # , avente
limite vuoto, e fi~s~sato un e &#x3E; O, è possible determinare un
indice p in guisa che risulti :

Per dimostrare quanto asserito basta allora far vedere che
la successione:

è limitata.

Ciò è pressochè immediato, in quanto, supposto, com’ è

lecito senza ledere la generalità, che le f n siano finite in H ed
indicato con I k il sotto-insieme misurabile di in cui è,
per ogni n, C ~~, poichè la successione ~ ha, nelle
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ipotesi del teorema enunciato, limite vuoto, è possibile, fissato
un e &#x3E; 0, determinare un indice k in modo tale che risulti:

Osservando anche qui che in virtù del teorema di O. Niko-

dym più volte citato le funzioni della successione e quindi
anche quelle della successione Vn(I) ~ , y sono uniformemente

limitate nella famiglia dei sotto-insiemi misurabili di 

dalla (21) segue la limitatezza della successione (20), in quanto
evidentemente si ha :

per ogni 1~. 
’

N. 10. - Siamo ora in grado di dimostrare il seguente teo-
rema che assorbe quelli noti sull’argomento:

14. - L’uniforme additività delle f unzioni integrali
della successione :

i integrandi, in H puntualmente convergenti verso f
e le cui funzioni pe80 convergano verso 9 s2c ogni sotto-insieme
di 1£ di massa finita., è condizione necessaria e sufficiente af-
finchè risu ltz :

per ogni sotto-insieme I misurabile di H.
Che la condizione sia necessaria segue dal teorema 4 0 ~ ;

passiamo quindi a dimostrarne la sufficienza.
A tale scopo osserviamo dapprima che in virtù delle pro-

posizioni 12 e 13, la funzione f è sommabile in .ff rispetto a g.



241

Quindi, detto I un sotto-insieme misurabile di H e data la
successione I (,S Sr) ~ ~ avente limite vuoto, per la supposta
uniforme additività delle funzioni integrali (22), fis-

sato un numero e &#x3E; 0, è possible determinare un indice p
in modo tate da aver-e :

Fissato 8, ed indicato con l’ insieme dei punti di I~’P
nei quali è ~~~ i  k, poichè la successione ; ( I8p ~ ha limite

vuoto, determiniamo l’indice k in modo tale che per ogni n
risulti :

Infine, fissato Ix, dimostriamo che è possibile determinare
un indice v in modo tale da avere:

per n &#x3E; v.

Ciò è immediata conseguenza delle proposizioni 8 e 9, in

quanto, e~ssendo:

in virtù delle citate proposizioni 2°), consegue :

20) Si osservi che le funzioni integrali della successione :

sono uniformemente additive e che ciò implica, nelle ipotesi
del teorema enunciato, l’ uniforme additività in gr.lk delle funzioni

(f n - .~) rispetto alle wn . ..
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Per le (23), (24) e (25) si ha allora :

per n &#x3E; v.
Il teorema enunciato è cos  completamente dimostrato.
Si osservi che in virtù della proposizione 6 si può altres

asserire che nelle ipotesi del te©rema 14 risulta:

per ogni successione ! In ~ ~ convergente di sotto-insiemi misu-

rabili di H.

N. 11. - Nel teorema di Vitali relativo al passaggio al limite
sotto il segno d’integrale, gli integran~di possono supporsi con-
vergenti quasi-ovunque o, per una osservazione essenzialmente

dovuta a Lebesgue [2], in 

Orbene, una tale maggiore generalità di enunciati si può
ottenere anche nel caso generale da noi preso in esame.

All’uopo, indicata al solito con Vn la variazione totale di
qn (rz = 1, 2, ... ), poniamo :

per ogni sotto-insi~eme I misurabile di (Br - 
La funzione ovviamente additiva in senso

completo nella famiglia dei sotto-insiemi misurabili di (Sr
e pertanto, posto :

1a funzione d’insieme è additiva in senso completo in

ognuna delle famiglie della successione { F . Sr } e quindi rap-
presenta una misura definita in ~.

Reso mensurale lo spazio introducendo in 8 la misura

21) Cfr. anche G. F I CHERA [ 1 ] , M. PICONE e T. VIOLA [1, p. 192].
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;~~(I), le funzioni integrali della successione (22) sono, nello spa-
zio S co,si reso mens,urale, assolutamente continue e quindi il

teorema 14 continua a sussistere quando la successione degli
integrandi si suppone convergente quasi-ovunque in .g (natu-
ralmente rispetto a ~).

Acquisito un tale più generale risultato, in virtù di un

noto teorema di F. RIESZ relativo alla possibilità di estrar-

re da ogni succes,sione convergente in misura, una successione
convergente qua.si-ovunque, facilmente si dimostra la validità
del teorema 14 nell’ ipotesi che la successione degli integrandi
converga in H in misura verso la funzione misurabile f .

Si noti che essendo, come abbiamo già osservato, le fun-

zioni integrali della successione (22) assolutamente continue

nello spazio mensurale 8, in virtù del teorema 2 di Cacciop-
poli, la condizione di uniforme additività delle predette fun-
zioni integrali implica quella di equi-assoluta continuità delle
stesse nel considerato spazio mensurale.

Pertanto, senza ledere la generalità, il problema del pas-

saggio al limite sotto il segno d’integrale, anche nel caso gene-
rale da noi preso in esame, si potrebbe affrontare in base al
concetto di equi-assoluta continuità, la misura essendo, per

ogni successione di masse, fornita dalla (26). Ma la trattazione
ne verrebbe notevolmente appesantita e gli enunciati appari-
rebbero significativi solo mercé il concetto di uniforme addi-

tività.
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