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SU UN’ ESPRESSIONE GENERALE DEI FUN-

ZIONALI LINEARI MEDIANTE LE FUNZIONI
“« PARA-ANALITICHE ” DI PIU VARIABILI

Nota (*) di Luict Fantarprii (¢ Roma)

1. - E ben noto') che un funzionale analitico lineare
F[f(#, # ..,2,)] ha per campo di definizione una regione
funzionale lineare (A), costituita da tutte e sole le funzioni
f localmente analitiche di » variabili e biregolari (cioé rego-
lari in un punto proprio, regolari e nulle in un punto all’ =)
in tutti i punti di un dato insieme chiuso A (insieme caratte-
ristico della regione funzionale) della varietd di Segre, su cui
si rappresentano realmente tutte le n-uple complesse 2y, 2, ...,
2, (proprie e improprie).

E’ altresi noto che, nel caso piu semplice di » =1, il valore
di un tale funzionale lineare F in tutto il suo campo di defi-
nizione (A) & dato dalla formula integrale fondamentale

1
= d
M FUE) = g [ uife)e
c
dove u(2) & la cosiddetta indicatrice (emisimmetrica) del fun-
zionale I, definita dalla formula

2) u(a):F[ 1 ]

X — 2

(*) Pervenuta in Redazione il 15 ottobre 1952.

1) Per questi concetti, riguardanti i funzionali analitici, e per i
risultati citati in seguito, vedere il mio corso di lezioni di Madrid
e Barcellona (1942): Los funcionales analiticos, etc., pubblicato in vo-
lume dal Consejo Sup. de Investigaciones Cientificas, Madrid, 1943 e
anche la 4* parte, redatta dal Dr. Pellegrino, del volume di P. LEvy,

« Problémes concrets d’Analyse fonctionnelles. Paris, Gauthier-Villars,
1951.
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2 L. FANTAPPIE

Py

e la curva d’ integrazione C & wuna curva chiusa qualunque
della sfera complessa, che racchiuda perd nel suo interno tutti
i punti dell’ insieme chiuso A (caratteristico della regione di
definizione di F), ma lasci all’esterno tutti i punti dell’in-
sieme chiuso I, ove la funzione f(2) non & definita. Una tale
curva si dice una curva separatrice dei due insiemi 4 e I, ed
& evidente che due curve separatrici € e 0" degli stessi insiemi,
ed ugualmente orientate, sono omologhe nel campo ove la fun-
zione integranda & regolare (nulla di 2° ordine all’eo, se @&
ivi regolare), cosicché nella formula (1) si ottiene sempre lo
stesso valore anche sostituendo la curve C con qualunque altre
curva separatrice, €', cioé

3) 5‘;1;1, / w@)f(zdz = 511?; / w(z)f(2)dz = F[f(2)]
¢ c

Le cose cambiano radicalmente, quando si passa a consi-
derare invece il caso dei funzionali lineari delle funzioni ana-
litiche di piu variabili complesse, gia da » = 2 in poi. Intanto,
non € piu sempre possibile generalizzare 1a nozione di funzione
«indicatrice », data dalla (2) per n — 1, essendo necessario che
il campo di definizione (A) del funzionale lineare F[f(2;, 23 ...,
2,)], e quindi il suo insieme caratteristico A, soddisfi a parti-
colari condizioni. Ma anche se tali condizioni sono soddisfat-
te, come avviene, per es., se A é tutto al finito, anche cioé se
e possibile definire una «indicatrice » del funzionale lineare
(« emisimmetrica », analoga alla (2), «simmetrica», o «pro-
jettiva »), le formule integrali, che si conoscono per calcolare
il valore del funzionale lineare F, mediante una tale indica-
trice, non ddanno in generale questo valore per tutte le fun-
zioni f del suo campo di definizione, ma solo per le funzioni
di un campo parziale (A*)C (A), restando ignoto il valore
del funzionale per le funzioni rimanenti.

Nella presente Nota ci proponiamo invece di determinare
la classe, abbastanza interessante (che puo forse estendersi
fino a comprendere la totalita dei funzionali lineari) di quei
funzionali lineari F' di una funzione f(z,, #,, ..., 2,) di n varia-
bili, il cui valore puo esprimersi ancora in tutto il campo
di definizione (A), che puod essere qualunque (supporremo sol-
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tanto A4 a distanza finita) con una formula analoga alla (1),
e cioé con un integrale esteso pure a una varieta V, separatri-
ce dei due insiemi chiusi 4 e I, e che non vari sostituendo tale
varietd con un’altra varietd V', omologa nel campo comune
di biregolaritd delle funzioni integrande.

2. - Cominciamo percid con 1’ osservare che, avendo suppo-
sto A al finito, ed essendo una qualunque funzione f(z,, 2, ...,
2,) del campo di definizione (A) del funzionale lineare F
regolare nei punti di A, si potrd sempre scegliere un intorno
di A, al finito, e la varieta d’integrazione V (separatrice) ab-
bastanza ristretta intorno ad A4, in modo che sia compresa en-
tro questo intorno. Per le considerazioni che dovremo svol-
gere, ci sard dunque sufficiente rappresentare le sole n-uple

complesse finite 2,, 2,, ...,2, coi punti reali di un 8,, -carte-
siano (®y, @z, ..., ®;,), ponendo per es.,

4) 2, =@, F @ny4, 2, =T, F @Cnypsee, Bn = Ty + 12y,

Poiché la funzione arbitraria f, argomento del funzionale, &
definita e regolare in una regione al finito M di S,,, conte-
nente I’ insieme A nel suo interno, se indichiamo con I 1’ in-
sieme dei punti esterni o al contorno di M, una varieta separa-
trice di A e I sara allora data da una tpersuperficie chiusa V,,,_,
di 8,, contenuta in M, la quale sia, entro M, contorno com.
pleto di un’altra regione parziale M'(C M), a cui I’ insieme A
sia ancora interno. Infatti V,,_, & omologa a O entro M, ma
non lo & piu nella regione M privata dei punti di 4; Vg,—, &
pure omologa a O entro la varieta di Segre, (rappresentativa
delle n-uple complesse), privata dei punti di 4 (essendo il con-
torno, cambiato di segno, del dominio complementare di M’,
che non contiene 4), ma non lo & piu in tale dominio privato
dei punti di I (ad esso interni).

Se dunque il valore del funzionale lineare F[f] pud per
ipotesi ottenersi, in tutto il suo campo di definizione (A4),
da una formula analoga alla (1), tale formula dovra avere la
forma precisa

(5) F[f(zg y Bgy eery Z,,)] == /]"',/f(zi y Rgyeeey Zp)Wsn 4

Vop_1
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ove a secondo membro compare proprio un integrale multi-
plo d’ ordine 2n — 1, esteso a una varietd separatrice Vg, _,,
di questa dimensione, e quindi a coefficiente della funzione f
dovra comparire una forma differenziale esternt wg,_,, dello
stesso grado 2n —1, nei differenziali dg,, de,, ..., dz,, delle
2n variabili reali ,, @,, ..., ®,, (4) (parti reali e coefficienti
degli immaginari delle variabili complesse z,, %, ..., 2,), del

tipo
2n
(6) Oy = IZ,. (— 1) upde,de, ... dey_d2,yy ... ATs0

I 2n coefficienti %, di questa forma si supporranno funzioni
continue e con derivate prime continue, definite in tutta una
regione R, ottenuta da un’altra regione R, (eventualmente da
tutto lo spazio 8,,,ma interessano in realtd soltanto i valori
nei punti prossimi ad A) contenente nel suo interno tutti i pun-
ti di 4, dopo aver escluso da R, proprio questi punti di A, ove
dunque tali coefficienti non sono definiti (in generale, singolari
in A, regolari in R = R, — A). In definitiva l’espressione inte-
granda fo, che figura nel 2° membro della (5), sard dunque
regolare nella regione R intersezione di R con la regione M,

by

in cui é regolare la f.

3. - D’ altra parte 1’ espressione integrale (5) del funzio-
nale F' non deve variare, per ipotesi, se la varieta separatrice
V & integrazione si sostituisce con un’altra qualunque varie-
td separatrice V', omologa a V (V'coV) entro la regione R
di regolaritd della forma integranda

2n
) fo = 2, (— )Y~ *fu,dz dz, ... dz,_,d, o, ... AZyn
1
Ma la condizione necessaria e sufficiente perché sia
®) [fo=[fo
4 14
per ogni
9 VoV

é data semplicemente dal fatto che la forma differenziale inte-
granda deve essere chiusa '), cioé

2) V., p. es.,, B. SEGRE, « Forme differenziali e loro integrali», Ro-
ma, 1951, pag. 176 e 141.
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(10) d(fo) = 0

e poicheé la forma fo & di grado 2n—1, tale condizione ridu-
cesi all’unica equazione differenziale nei coefficienti

¥ o(fu,)

1r Ba:,. =0

11) div (fu) =

ove abbiamo indicato con u e fu i vettori di S,, che hanno
per componenti i coefficienti, coi segni alternati, delle forme
® e fo rispettivamente. Deve dunque essere

. 2n af

12 fdiva + 2, 4o~ =0
1 3%,.

per ogni funzione analitica f(z,, 25 ..., 2,) regolare in A (e
nella regione R). Tra tali funzioni c¢’¢ anche la funzione co-
stante f =1 che, sostituita nella (11), c¢i da dunque una con-
dizione importante a cui devono soddisfare i coefficienti della
forma differenziale o:

2n 9

U,
i =3, L=
13) divu %, 0
Tale condizione (il vettore u a divergenza nulla) ci dice
che anche le sola forma differenziale o deve essere chiusa, e
quindi, per varietd V, V' omologhe

(14) [o=[w (=F[1)
v v
Tenendo conto della (13), la (12) diviene dunque
. 2n af

che deve pure essere verificata, come la (12), per ogni fun-
zione analitica f(2y, 2, ..., 2,) regolare in A, dunque, in par-
ticolare anche per

(16) f=2.=z, + iz, (r=1, 2, .., n)
fornendo cosi le altre » condizioni, per il vettore u

Up + Uy =0
cioé

a7 Uy oy = Uy (r=1,2, ..,n)
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Sostituendo questi valori delle u,, ., nella (13), si ha allora
la relazione fondamentale

ou L% Ju
= r E ! =
(18) divu 2 " 3m. 44 S S rn
o anche
(19) dive=divu+t+idivia=0

se indichiamo con div'uw e div’ u la divergenza del vettore
complesso di S, di componenti wu,, %,, ..., %y, considerato ri-
spettivamente come vettore di campo nell’ 8, delle sole prime
n variabili »,, #,, ..., Tn, 0 nell’ §,, delle sole ultime » variabili
xn+q y Tpggsyeees xzn .

Viceversa, si vede subito che, preso ad arbitrio un qualun-
que vettore complesso u = (u,, U, ..., %,) di S,, soddisfacente
alla sola condizione (18) o (19), e completato tale vettore di
8, con laggiunta delle altre » componenti %, (17), nel pri-
mitivo vettore u di S,,,la forma © ad esso corrispondente,
data dalla (6), soddisfa effettivamente a tutti i requisiti ri-
chiesti per l’espressione (5) di un funzionale lineare del tipo
indicato.

La condizione necessaria e sufficiente & infatti espressa
dalla (11) o (12), che ora, tenendo conto della (19) e delle (17),
si riduce semplicemente all’ altra

(20) o (o +ig)=0

0Ly 4se

E’ dunque sufficiente che la f sia una funzione amnalitica ri-
spetto a ciascuna variabile g, = z, + iz,,,,, come abbiamo
supposto, perché risultino identicamente soddisfatte le n con-
dizioni di monogeneita

of 1 9of

@0 89:, 'zaxn_r,.

o anche D, f_§i+¢-a§f— =0 (r=1,2,.. , n)
LTy n-+tr

e di conseguenza la (20), e quindi anche le (12), (11), (10).
4. . Osserviamo che, spezzando le funzioni complesse u

nelle parti reali e immaginarie

(22) ur = u,’ + 1, r=1,2,..,n)

e sostituendole nell’equazione fondamentale (18), si ha al-
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lora la relazione

as) ﬁr %S(ur + du,”) | o(— ur + )
1 ax,.

3zn+r ’ = 0

+

e cioe le due equazioni fondamentali nelle 2n funzioni reali
u,/, u delle 2n variabili reali ®,, @3 ..., Tzn

ﬁ ou,’” . ou,”
r R ey ———— =
1 aw’l‘ 1 a.’L‘n+r
@3) § du,” § dur’
o am T amy O

che possiamo anche scrivere, con le notazioni della for-
mula (19)

diva —div'd’ =0
(24) R N
div' ' 4 div a”" = 0.

5.- E’ interessante notare che, per n =1, la condizione
fondamentale (18), (19) o (23) si riduce alle sole condizioni
di monogeneita per U unica funzione u(2) = u(x -+ iy), riotte-
nendosi cosi, come caso particolare della (5), proprio la for-
mula fondamentale (1), valida per tutti i funzionali lineari
delle funzioni f(2) di una sola variabile (a meno di un coeffi-
ciente costante, che si puo pensare incorporato entro la u(z)).

Un altro caso particolare analogo a questo, in cui la con-
dizione fondamentale (18) o (19) & evidentemente soddisfatta,
si ha quando le n funzioni u, sono tutte funzioni analitiche
delle n variabili complesse 2y, %3y .., 2n, € quindi sono soddi.
sfatte le n® condizioni di monogeneita

25) Dy, = 24 i S

STmrs =0 (rhos=12,..,n)
(poiché nel 2° membro della (18) ogni termine del 1° somma-
torio si elimina col corrispondente del 2° sommatorio).

In questo caso, a ogni n-upla complessa 2, &3 ..,2, di un
certo campo viene a corrispondere un’altra wn-upla complessa
Uy, Uy .., , U, € nasce quindi une rappresentazione (im gene-
rale parziale) della varieta di Segre (immagine di tali n-uple)
su se stessa, la quale non ¢ altro che una rappresentazione
pseudoconforme.
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Un caso particolare ancora piu vasto di funzioni u,. soddi-
sfacenti alla (18) o (19), si ha quando ciascuna funzione u,
é funzione analitica della sola variabile zr dello stesso indice
(in generale funzione non analitica delle altre variabili), quan-
do ciog, invece delle n* condizioni di monogeneita (25), sono
soddisfatte le sole n condizioni (25), per cui s =r, come &
evidente dalla struttura della (18).

Comunque, anche considerando il caso completamente ge-
nerale delle n-uple di funzioni u, che soddisfano alla (18) o
(19), e con le quali quindi si pud costruire una forma m,,_,
del tipo (6) comsiderato, e, in corrispondenza, un funzionale
del tipo (B), evidentemente analitico e lineare, si ha sempre
una rappresentazione (parziale) dello spazio vettoriale (com-
plesso) 8, delle n-uple complesse su sé stesso, essendo sempre
associata a ogni n-upla complessa #z,, 2, ..,%, di un certo
campo ancore un’elire n-upla complessa u,, Uy .., hy. Sard
allora naturale considerare queste n-uple, o vettori complessi
u di 8,, come funzioni della n-upla (o vettore) variabile
== (#;, %3, .., 2n), che generalizzano la nozione di funzione
analitice f(z), a cui si riducono per n =1, e che chiameremo
funzioni para-analitiche di 2 = (#y, 2, ..., &y)-

Come abbiamo visto, casi particolari di funzioni para.ana-
litiche u = (u,, %, ..., u,,) sono dati dalle n-uple di funzioni
analitiche di tutte le variabili z,, o anche delle n-uple %,, in
cui ciascuna wu, € funzione analitica della sola 2, corrispon-
dente.

Di piu, data la linearitd della condizione fondamentale
(18) o (19), che caratterizza le funzioni para-analitiche, & evi-
dente che anche la somma e la differenza di due funzioni parae-
analitiche definite in uno stesso campo, € ancora para-ane-
litica, e quindi che tali funzioni costituiscono un modulo.

Sempre considerando funzioni definite e regolari in wuno
stesso campo, & poi da osservare che, pure per la linearita
della (19), anche il prodotto cu= (cu,, CUy .., CU,) di una
funzione para-anelitica u per una costante c (complessa) é
ancora unae funzione para-analitica.

Piu generalmente, anche il prodotto fu di una funzione
para-analitica u per una funzione analitica (2, 23 .., 2,)
di tutte le n variabili z, é pure una funzione para-analitica,
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dato che la condizione fondamentale (18) si riduce, per la
fa, alla (20), che & sempre soddisfatta, in virtu delle (21).

I1 modulo delle funzioni para-analitiche & dunque un mo-
dulo con moltiplicatori, tali moltiplicatori essendo dati dal-
P anello di tutte le funzioni analitiche, regolari nel campo con-
siderato (in particolare costanti complesse); questo insieme
delle funzioni para-analitiche, regolari in un certo campo, puo
dunque anche considerarsi come uno spazio vettoriale, a mol.
tiplicatori nel detto anello.

Infine un’ altra proprietd notevole di tale spazio delle fun-
zioni para-analitiche u = (u,, 43 ..., u,), si ha considerando
la «trasformazione infinitesima » associata a ciascuna di esse

(26) Uf:élrurﬁ‘-l“’&grur—gf—
1 oz

=u X grad' f 4 iu X grad” f
(con evidente significato dei simboli X, grad’, grad”). Prese
infatti due tali funzioni para-analitiche u e v = (v, vy ..., V,,)
(per cui si suppongano le componenti con derivate seconde con-

tinue), e le due corrispondenti trasformazioni infinitesime
Uf e

)
27 Vf:er,. f—|-—@2 Vp f
a Lntr
potremo allora costruire la trasformazione infinitesima al-
ternata

©28) Wi=(U, Vif=UVi—VUf= Ew, o +i By T
1 axr 1 ax”+r

i cui coefficienti w, sono dati, com’® noto ®), dalle espressioni
(29) wy = Ov, — Vu, r=1,2, .., n}
Ma con facili calcoli risulta

(30) div' w + 1 div’ w =

= u X grad(div' v + 7 div” v) + tu X grad’(div' v + ¢ div” v) —
— v X grad'(div'a 4 ¢ div" u) — iv X grad”( iv'u 4 ¢ div"’ u)

e quindi anche quest’ espressione & identicamente nulla, quan-

3) V., per es., L. BiaxcHI, Gruppi continui finiti di trasformazioni,
Pisa, Spoerri, 1918, pag. 17.
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do lo sono le espressioni tra parentesi, quando cioé u e v sono
funzioni para-analitiche. Definendo come alternata (u, v) di
due funzioni parae-anaelitiche la n-uplaw, data dalle (29), cioé
il vettore w = (w,, w,, ..., w,), si ha dunque che anche Valter-
nate (29) di due funzioni para-analitiche é pure une funzione
para-analitica.

Se nello spazio vettoriale di tutte le funzioni para-anali.
tiche u= (u,, %,, ..., u,) definite e indefinitamente derivabili
in un certo campo dell’S,, (a moltiplicatori funzioni ana-
litiche), oltre la somma e la differenza di due funzioni, defi.
niamo anche una operazione di prodotto (u, v) = w, con le
(29), cioé come la funzione alternate delle due, con le note
proprieta distributiva (non associativa) e le altre:

(31) (4, v)= — (v, u)

(32) (a, v), w) + (v, w), u) + (w, u),v) =0
(identitad di Jacobi)

tale spazio vettoriale delle funzioni para-analitiche risulta al-
lora addirittura un’algebra di Lie, a coefficienti funzioni ana-
litiche.

Cio, del resto, era da prevedersi, considerando il fatto che,
nello spazio §,, delle 2n variabili complesse x,, ®,, ..., &,, (nON
piu soltanto reali, come finora) l’equazione differenziale (18)
definisce le trasformazioni infinitesime (26) di un gruppo con-
tinuo infinito, come si vede subito osservando che, cambiando
le variabili indipendenti Z,4,, Zu4gy, .., Zon per il fattore
— i (cioé nelle — 9%y, — WWyypy e, — 1Z,p),12 (18) non & altro
che U equazione di definizione del gruppo infinito di Mdbius
(complesso) delle trasformazioni equivalenti sulle 2n variabili
complesse Ty, Bay oy Ty, — Tpt1, — Wni2, ooy — 1L2p.

Per considerare tale gruppo, in particolare per costruirne
le traijettorie, dato che i coefficienti u,, s, ..., Un, Uy, ..., Uy
delle trasformazioni infinitesime (26) sono necessariamente
complessi (almeno in parte), occorre perd considerare funzioni
che debbono essere definite e derivabili anche per valori com-
plessi delle 2n variabili @,, #,, ..., 22, (e non solo reali), cioe
funzioni che debbono essere necessariamente funzioni « anali-
tiche > di queste 2n variabili, non perd, in generale, funzioni
analitiche delle sole n combinazioni z, = =, + €1 r(r =1,2,..., n).



