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APPLICAZIONE DEL METODO DELLA TRASFORMATA
PARZIALE DI LAPLACE AL PROBLEMA DI DIRICHLET
PER L’ EQUAZIONE 3; « —Wu=F [N » VARIABILI (")

Memoria (*) di ALpo Grizzern (a Roma)

INTRODUZIONE

In una precedente Memoria (2), prendendo in considerazione
il problema di DiricHLET (0 di _Neumany) per 1’ equazione
A, u—)2u = F in due variabili, posto in un dominio T'[0 <<z <1,
a(z) << y << B(2)], ho dimostrato che il sistema di equazioni in-
tegrali di Fiscaer-Riesz a cui conduce 1’applicazione formale del
metodo della trasformata parziale di LapLace traduce completa-
mente il problema considerato; tali equazioni rappresentano cioé
delle condizioni necessarie e sufficienti per i valori incogniti as-

sunti dalla -g;z- (o dalla ) sui tratti y = a(x), y = B(z) della

frontiera di 7. A tale risultato sono pervenuto seguendo un me-
todo dovuto a L. Amxrio (3), fondato sull’uso delle formule di

(*) Pervenuta in Redazione il 20 giugno 1947.

(1) Lavoro eseguito presso 1’ Istituto Nazionale per le Applicazioni del
Calcolo.

(2) Sul metodo della trasformata parxiale di Laplace a intervallo di
integraxione finito, Rendiconti di matematica e delle sue applicazioni, Uni-
versith di Roma e Istituto Nazionale di Alta Matematica, fasc. I, 1947. Cite-
remo questo lavoro con |’ indicazione « M ».

(3) Vedi L. Aukrio, Sull’ integrazione dell’ equazione Agt — A2u = f
in un dominio di connessione qualsiass, Rendiconti Istituto Lombardo, vol.
18, 1944-45.
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Green, modificandolo col sostituire alla considerazione della solu-
zione fondamentale dell’equazione A,u — A2 u=0 quella della
funzione di GreeN relativa alla striscia S (0 <<x < 1) che con-
tiene 7.

In questo lavoro estendo la ricerca al caso di » variabili e,
per brevitd, mi limito a considerare il problema di DiricrLET. Il
metodo seguito & analogo a quello sopra descritto e si fonda sul-
I’uso della funzione di Green G' di un iperstrato. Vi & perd una
differenza essenziale dal caso di due variabili. Se 7 >> 2 il sistema
Ju
on
sformata parziale di LaprLace & diverso da quello a cui si arriva
per mezzo delle formule di Green scritte con la predetta fun-
zione (. Perd i due sistemi sono equivalenti- perch® si possono
trasformare 1’uno nell’altro. La trasformazione del primo nel se-
condo si fa con lo stesso procedimento usato da L. Amerio (%)
nello studio del metodo della trasformata totale di Lapuace. Es-
sendo riuscito ad invertire la trasformazione usata da Amgerio, ho
potuto anche dare il modo di trasformare il secondo sistema nel
primo.

Questa Memoria & divisa in quattro §§. Nel primo descrivo
D applicazione formale del metodo della trasformata parziale di
Larrace al problema in questione, arrivando al sistema di equa-

di equazioni integrali per la fornito dal metodo della tra-

zioni integrali per la —g%—; si pone allora il problema di dimo-

strare che tali equazioni traducono completamente il problema
stesso.

Nel § 2 costruisco la funzione di Greey G dell’ iperstrato.
Come & noto, di questa G si ha subito uno sviluppo in serie
fornito dal metodo delle immagini; ma per la nostra questione
occorre anche un altro sviluppo che non pare facilmente deduci-
bile dal precedente. Percid ricavo per la G dapprima una rap-
presentazione integrale dalla quale & agevole dedurre entrambi.
gli sviluppi.

(4) Vedi L. Amerio, op. cit. in ), n. 3.
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Il § 3 & dedicato allo studio delle trasformazioni funzionali
alle quali si & sopra accennato; dopo aver richiamato quella di
Aneri0, ne costruisco I’inversa.

Con cid si hanno tutti gli elementi per provare al § 4 che le
equazioni integrali formalmente ricavate al § 1 rappresentano ef-
fettivamente per la g—:: delle condizioni necessarie e sufficienti.
Vi & ancora da osservare che tali equazioni (a differenza di
quanto accade per » = 2) non costituiscono un sistema di Fiscaer-
Rixsz, ma & immediato sostituirle con un tal sistema, come viene
mostrato alla fine del § stesso.
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§ 1. - 1l metodo della trasformata parziale di Laplace a campo
~ di integrazione finito.

1. - Nello spazio S,.;,, a m - 1 dimensioni (m = 2), lvogo
del punto di coordinate x, y,, %;,..., ¥., consideriamo il pro-
blema di DiricHLET per I’ equazione

H 2 2 2
(1,1) z; + zy'; + ‘;y’,: + .t %—.k’u: F(@y 1, Yayoory Ym)s
con A parametro reale € F (x,¥,,¥s,-.., Yn) funzione assegnata,
in un dominio limitato 7' verificante le ipotesi seguenti.

Supporremo che T sia contenuto nell’iperstrato 0 <<z <C 1
e che da ogni iperpiano z = cost., interno a tale iperstrato,
sia segato secondo un dominio I', (a m dimensioni) avente per
frontiera un’unica varietd v, (a m — 1 dimensioni) semplice e
chiusa. Circa le sezioni estreme I';, I'; con gli iperpiani x =0,
£=1, non si esclude I’eventualita che esse abbiano misura
(m — dimensionale) nulla.

Per x fissato (0 <z <1), sia

(1,2) yk=a,(x;tl,tg,...,tm_,) N (k=1,2,..., m)’

una rappresentazione parametrica di 7, nello spazio S, (¥ = cost.),
scelta in modo che i coseni direttori della normale v, interna a
1, risultino uguali ai minori di ordine massimo J, (x; ¢, ta, ..., £,.1),
a("“l) a'h'-'aam)
Aty by ytmny)’
tiplicati per un fattore positivo; si abbia cioé

(k=1,2,...,m), della matrice jacobiana mol-

(1,3) cos (YrVz)= —'—’M"- con M=+ VBFJi+...+J%, (k=1,2,..,m).

Teniamo presente che, detto ds, l’elemento di misura di 7,,
si ha
(1,4) ds, = Mdi, dt,...dt,_,.
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La frontiera F T del considerato dominio 7T & costituita dalle
due sezioni estreme Iy, I, sopra menzionate e dalla ipersuperficie
(aperta) I' descritta dalla varieta 7, al variare diz (0 <z <T1):

(1,5) FT=I‘+1‘0+F].
Diciamo » la normale a I' volta verso 1’interno di 7'; si
vede subito che per i suoi coseni direttori sussistono le

(1,6) cos (xn) = -—-1'-,\—;- , €08 (yan) = i’ﬁ , (k=1,2,..,m),

ove si & posto

Jo— 9 (o, 0y.0ey Ay)
. =
(1,6'). Oz, by tyyeeytp)’

N=4V i+ i+ F =+ VI M.

L’elemento do di misura di T' & espresso dalla

(1,7) dG = Ndx dt] dtg. .o dtm_] .

Ricordiamo ancora che, detta f(x, y,, ¥2,..., ¥,,) una fun-
zione definita in 7' e posto :

I(x) =[f(z, Yi, Y5y Ym) 8Y1 Yy ... AY,,

nelle predette condizioni e sotto opportune ipotesi di regolarita
per le funzioni in discorso (®), sussiste la seguente formula di
derivazione :

dl of
ke —‘,’-a:—dy,... —ff h_l—-oos(y,, ) dSa

Ty

(5) Che qui é inutile precisare perché in questo § ci limitiamo ad esporre
il metodo della trasformata parziale di Laplace sotto il suo aspetto formale.
Tutte le ipotesi saranno precisate pii avanti quando tale metodo sara consi-
derato sotto altra forma.
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la quale, tenuto conto di (1,3) e di (1,6"), puo anche scriversi

I | of A
(1,8) _d_x—— ——x—-d_l/l-..dz/m—j f-/T/I—dS
Te

2. - Cio premesso, passiamo a risolvere il posto problema
di Diricarer (nel quale sono assegnati i valori della funzione in-
cognita u su I, [, T')) ricorrendo al metodo della trasformata
parziale di Laprace. Consideriamo della « la seguente trasformata:

( ,Pn}’z, apm)_

(1,9) Epny m
—f o ($, Y1y Yoy -0y Jm) dy1 dJ.,... d , (Z: Z) ,

8

ed osserviamo che dalla (1,1) segue:

3 ot
fc Pr Yn au d,/n d?/m+

(1,10)
+f EPnyk( : 4. + )d?ll .y, — Nu* = F*

avendo introdotto 1’analoga trastormata -F* della funzione nota F.

Per esprimere il primo integrale che compare in (1,10). de-.
riviamo due volte la (1,9) applicando la formula (1,8); otte-
niamo cosi:

[ Ipryr O*u d d __d'u*
N ¢ B Y W = g
(1,11) fe
d Ippe J, Spryr du J,
+ i u _Mds" +f = M - ds,
Yz ]

Per esprimere il secondo integrale della (1 10), applichiamo
il lemma di GrEEN; si trova:
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JoE 0 (St ) = it )"
(1,12) T=

+f8e zl”ky" _/ Spx i au

YTz

In virta delle (1,11), (1,12), Ja (1,10) diventa

d®u*

(1L,13)  —

Tt +(P1+ +pm_)")u* (x D1y ')pm)’

ove si & posto :

d Ipry J
V(w;pl)‘-')pm)=F*_%fe ' huﬁodsx_
Y=
deZPr Yn Spen | Jyou | ou
—f~———————av1 uds,+fe (“ﬁb‘;"'—av,)"s”

Y= Yx

Conviene trasformare 1’ultimo integrale scritto, tenendo conto
che dalle (1,3), (1,6) segue facilmente

_ b o N o
M ox +¢9v,—M on ’

ed adottare per V |’espressione seguente

V(x;pl,...,pm)=F*__‘%f62myn }{;ds,
(1,14) 2 Ipiun Y= o N o
—/—— “’+/ S ——ds
Ta i (]

Mon

nella quale i primi tre termini sono quantiti note (perché la u
 nota su I' e quindi su ogni 7,), mentre & incognito il quarto
(che dipende dai valori su I' della derivata normale della w).

4
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Dobbiamo ancora tener conto dei valori assegnati per la u
su Iy e I';; a tale scopo, ponendo =0 e r =1 nella (1,9),
otteniamo -

Zpr Yr
u* (0 y P -"’pm) =fe u dy,....dy,,, = atf (pla ooy pm) )

To
(1,15)

Zpr y
u*(l;p,,...,pm)=fe * kudyl...dy,..——-a,*(pl,...,p,,‘).
. i

La trasformata u*, come fanzione della z, deve dunque nel-
I’ intervallo (0,1) verificare I’ equazione differenziale (1,18) con
le condizioni ai limiti (1,15). Ne segue che, posto p} +... + pj, = p°,
deve essere : ‘ ‘

. U (R P1y ey D) =
1
T senfp—» sen (fp* — ¥ (1 — 2)) [a?(Pu--.,p,..)—-
"fm—(l,t":—li) V(ﬁ;pn,---,pm)d&] +
(1,16) VP — X

+ sen (Y p* — N 2) [al'(l’n---’pn)-f

1

_/sen(}’f_}’g—e» Ve ppad]|

Questa espressione della trasformata u* contiene 1’incognita

—g—:—:— che compare in V (z; p1,..., Pm)-

Secondo ‘un’ osservazione di M. PicoNe () si pud tentare la
determinazione di tale incognita notando che la u*, data dalla
(1,16) e considerata come funzione dei parametri p;,..., pn., &

(3) Vedi M. Picong, Nuovi metodi di indagine per la teoria delle equa-
x4ont lineart a derivate parziald (Rendiconti Seminario Matematico e Fisico
di Milano, 1939).
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singolare nei punti che annullano sen}p*— )\ (senza annullare
Vp*— \), vale a dire nei punti delle ipersfere w, di equazione

(1,17 P+ g tph=RT+N, (A=12..),

mentre dalla (1,9) appare che u* deve essere una funzione tntera
dei predetti parametri.

Percid |’ espressione fra H della (1,16) deve annullarsi su cia-
scuna delle ®, e cid porta a concludere che deve essere per
O0<<z<|1 e per (pi,..., Pn) SU O,

msen (223}
" hz

sen (hn (1 — z)) [ag' (Pry s Pm) —f V(E;PisesPm) déJ +
0

1
4+ sen(hx x)[a? (p,,...,p,,,) —/%%ﬁ) V (&;P150ey Prm) d6]=0,

(h=1,2,...).
Semplificando si ottiene
1
Jsen ) V63 .. ) dt =
1,18 0
BI8 ke e @y ) — (= PP o1y, 2],
B=1,2,....; pid..c. +ph=ht2* + ),

ossia, sostituendo a ¥ la sua espressione (1,14) e tenendo conto
di quelle di F*, a¥, a¥:

1
z b
fscn(hz& fe thFd'q ..d-q,,,—dd—efe phmu-}%dse_
0
ZP m
—fae b uds5+/ p"m—liﬂ‘—dsggde=

: b
fd th‘ud,ql.‘_dnm._(——-l)hfe pb‘mud.ql-udnmg .

T T,

= h=n
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Conviene ulteriormente trasformare questa formula, eseguendo
un’ integrazione per parti sul secondo termine del primo membro
ed osservando che dalle (1,3), (1,6) discende:

deZPm Y N geZpr

o, M on
e dalle (1,4), (1,7):
da:d.;:, = —%da .

Si perviene cosi facilmente alla

Zpr
(1,19) , /c sen (hné) ® (Q)ds, =
r

deZpm Zpr e Jy
=/[La—n——-sen(h1ri)—-h1:e PE cos (hn&)—ﬁ ?(Q) dog +
r

Zprm
+h1tfe ' ha(’q‘,...,'qm)dn....dnm-——
To

z
——(——-l)"lm[e mmb(n,,...,n,,)d*ql...d'q.,—
I3

_ j e 2P ™ son (k&) F(Q) dTa ,

T
(h=1,2,.... ; Pi+....+pt=h2zt +)2),

avendo posto

=0@ , u=¢@ (uD),

% (0 Ngyeee s M) =@ (MNayeoey M) 5 % (L Myyeeey Nw) =8 (N eeny M)

Le (1,19) costituiscono un sistema di infinite equazioni in-
tegrali nell’incognita ®(Q); su tale sistema si possono ripetere
le considerazioni svolte in « M » alla fine di § 1, n. 1.

Le (1,19) saranno riprese in esame al § 4, ove sara provato
che esse traducono completamente il nostro problema di DirrcHLET.
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§ 2. - La funzione di Green per I’iperstrato.

1. — Considerato !’ iperstrato U (0 <<z <=1) dello S,.i;
(T, Ygy-eey Ym) (m = 1), poniamo il problema di DiricHLET consi-
stente nel determinare in U una funzione u (2, y,..., ¥.) che ve-
rifichi le seguenti condizioni :

.5 o 5 .
(2,1) %—{- 7:? ++—g—y—?— - Nu=F(2,9, ..., 4n) (in U),

(2’2) u(09y17°'-aym)=u<1’y1a"-9ym):O-

Il problema cosi posto non & determinato; occorre aggiungere
un’ opportuna condizione di comportamento all’infinito (7). Ma di
cid non ci occuperemo giacché, per i nostri scopi, & sufficiente
ricavare formalmente una soluzione.

Indichiamo con 8,, lo spazio delle variabili y;,..., y, € con-
sideriamo dell’ incognita « la seguente trasformata di Fourikr:

——Z.Epp‘_’l/k
uf‘(x;p,,...,p,.,)=/.e U@ Yyoeey Ym) Yy .. dY,

5m
Z-%)
ou du s .
Ammesso che u,——,....,=—— siano. infinitesime all’infi-
ayl aym

nito, si trova che dalle (2,1), (2,2) discende :

d?u* 3 2 * *
PP — i+ ... P+ N)ur = F*

,u*(o;pl""’pm)=“*(l;p1v’-"pm)=03

(7) Per il caso A =0, vedi D. CarLweo, Sul problema di Dirichlet per
U iperstrato, Rendiconti dell’ Accademia Nazionale dei Lincei, serie VIII,
vol. I, fasc. 5, 1946.

[
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ove F* denota 1’analoga trasformata della funzione nota F.
Posto p} +.... +p% = p’, si ha pertanto:

1
w* (25 1y '°'1PM)=fH(xae§p) F* (§;p1s- - ) Pm) BE =

—iZpm
= [T HE D Py dtd e dny
U ’ .

ove H(z,;p) designa la funzione definita dalla formula seguente:

__ senh /PP NE] senh[Yp* N (1 — 2)]
128 + 3 senk Jp* + N

___ senh (/o Fiiz] senk[fp*+R (1 — §)]
o Vo + ¥ senh VP + 3 (peré=2).

(per §<2),
H(z,¢;p)

Applicando la formula di inversione della trasformata di
Fourier

1 1: Zp,, yk
UL, Ygyoe s Ym) = (tOR fc w(€; PryeveyPm) APy .- P, -
Sm
risulta
u (iL‘, _yls'“; ym) =
1 T2 pa (Yh— M)
- (2::)*/ d (5”‘1""”‘m’dedm---d’l-f ’ H(z &0)dp,.-dpoe

u Sm
D’altra parte, indicando con G (%, ¥y, s Ym s & N1yeees M) 12

funzione di Greex del nostro problema, deve essere :

u (xoyly"'aym) =
1
— ;::[G (x9 Y1y een ym;ey N -..’nm) F(ey N1 ...,"]m) ded‘fh ,.,,d‘r‘m y
" U

con
=2z per m=1,

w41
Cm1 2qt

= —1 I per m>l’
m —=1) T
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e percid dal confronto delle due espressioni della u si trae:
G (z, ?/1»-~-»?/m;5»"h»--~,"lm) =

2.3 . 2Pk (Y — M)
(2,3) =~(2n_§:‘fe H(z,&;p)dp,...dp,.

E questa la funzione di Grekx che ci interessa considerare,
Nella {2,3) la G appare come un trasformata m — pla di Fourier
(coi parametri y; —1;,..., ¥ym —na.) della fanzione H, pensata
come funzione di py,...,p,. Siccome la H dipende soltanto da
p=Vpi+...+pL, & noto che la G dipende soltanto da
p=V(H—m)? +--. + (Ym— N)* © che I’integrale m — plo si
pud trasformare in un integrale semplice (®).

Supposto che m sia dispar: e posto m=2pn 4+ 1,
(w=10,1,2,...), s =p?, si trova (%) :

G: pte =

— Capy2 (- 1)p22p+luﬂ_/ ,.”p)vos(pl/s

(272 B+
ey
a
‘—i—f (x,&;p) cos (pY 5)dp
con
S’ =2 per p.=0,
h
B . 4
e 2(—1}FT!L_;-1)T per £ >0.

Invece, supposto m pari e posto m =2 + 2, (p=0,1,2,..),
s = p*, si trova:

(8) Vedi 8. Bocunkr, Vorlesungen iber Fouriersche Integrale, Leipz'g
1932, p. 186-187.

®) Scriviamo G2 p+2 in luogo di G per mettere in evidenza la dimen-
sione m 4+ 1 =2y 4 2 dell’ iperstrato U; analogamente piu sotto scrive-
remo G

2n48°
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Gz pts =

o

o BB qpgrehgen id /H(x& P pls)ip=
ds ¥
(2,5) ’

| y Jy (pYs)d
=_kpds_'j’ H(w,?‘;,p)p 0(p}/3) P,
1]

ove Jy & la funzione di BesseL di 1% specie e ordine zero, ed

inoltre si ha:

=2 perp =0,
k
(Y s 9 Bt1

= (— )"W per p>0.

2. - Dalle (2,4), (2,5) possiamo dedurre per la funzione G
un primo sviluppo in serie che ci sara utile in seguito. Lo otter-
remo osservando che per la funzione H vale il seguente sviluppo

di FOURIER :

o Z sen (hnzx) sen (hr §) (gn= VR + 1),

H(z
= P*+qi !

h=1

uniformemente convergente per ogni valore reale di z, §, p, A
Allora dalla (2,4) discende:

.

Gopts = 2"#-‘“ Z

=1

sen (hmc sen (hx §)

L cos (pY's) dp =

ar < | cos (p_Vs_)
= hy — sen (hnx) sen (hng) | —————d
[ ds ™ ’g ( ) ( )/ ])2 + q: P,

0

essendo manifestamente lecita 1’integrazione termine a termine;

ma si ha:
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/ cos(p}’s) T Vs
p'— DY e
P +qi =

e percio :
-] —
ar 1 o — I V

G = nhy —— * sen (hnx) sen (hr t) .
2 b2 P )

Suapposto s >0, in quest’ ultima formula si pud evidente-
mente derivare termine a termine e risulta (10):

(2,6) <1 dpe'—qh Vs

G, =zh — ————sen (hnx) sen (hnt), s> 0.
op +2 k2 o (hnz) sen (hnf), s>

Facciamo 1’analogo calcolo per G, pts - Dalla (2,5) si trae:

Z sen (hnx) sen (hnt)
o rta

v

Gzp+3=2kll pJ (PVS_)dPa

e poiche, supposto s >0, & lecito integrare per serie :

PJo(ms)

- &
Gapig = 2k d—s!-l—’; sen (hnz)sen (hnf) Fta dp;

ma si ha (11):

EZACI DN -
/ F+ g =K@y, (>0),

ove K, & la funzione di Bessew, di argomento immaginario, di
2* specie e ordine zero, e percid si conclude che:

z’
atl G:pr3=2ky Z d—K("i&Vs—) sen (hnz) sen (hné), (s> 0).

h=1

(19 Se p =0 (caso della striscia nel piano) la (2,6) vale anche per s =0.
(1) Vedi « M», §2, n. 1.



Conviene ulteriormente trasformare le formule (2,6), (2,7),

esprimendo le derivate indicate per mezzo delle fanzioni X

di BesseL (12), il che consentird di ridurle ad una formula unica.
Per quanto riguarda la (2,6), ricordando che:

1/ =
K_ro=)5
si pud scrivere:

e—qh V;_ (2qr.l/s_),l

T

. d
Ponendo ¢,)s=x,si ha = T

K
a» —ans Vz q’“( )" %
on \ zdx =5

ma sussiste la nota formula .

(2,8) (_d_)p K, (3) = (—1)» f&ﬂﬂ
zdx 2y bty
e percid :
dre—t Vs _ Eq;y — 1y K, _1(x ’
dsh x 2 M

ovvero, ritornando alla variabile s e ricordando che Js = p:

C @t e—m Vs Vz (_1)u L K, _1(9:p)
s wr by

(32) Vedi G. N. Warsox, Theory of Bessel fumctions, Cambridge, 1922,
p. 79-80. ’
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Sostituendo nella (2,6) si ottiene infine (13) :

(2,6') e K, _ 1 (qp)
, ¢, pre = % Z Ui ¥ ——P—’—IL—sm (h=mx) sen (hn§):,
h=1 : prTT
(p>0),
ove si & posto:
= 2)2=x per p. =0,
o ——
n
2= per p.>0.

T gpr(p 1)

Analogamente si procede per la (2,7) ; posto ¢, Vs = x e ap-
plicando 1a (2,8), si ottiene:

(x)

b

a* K, (qa '/3—) — g
ds* on

a \* - Q:”,_ p,KP'
(zdz) Ky (x) = 211\ 1) o

e quindi, sostituendo nella (2,7):

(2,7 ® K
T e =B Y A 0 o ) sen (hnt), (> 0),
h=1 P
ove si ha:
= 4 per p.= 20,
B .
= 0.
Cp—1)ir Per >

E facile constatare che le due formu!e (2,6'), (2,7) equi-
valgono all’unica: :

(13) Per p = 0 la (2,6”) si riduce alla

2y —mly—-m|
G, (x,y;E,-q)=21:Zl-;-e sen (hnz) sen (hnE)
(cfr. «M», § 2, n. 1) e vale anche per p =0 ossia y = (purché si sup-
ponga allora = & ).
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G(xaylv v'l/mag ﬂla"",nm)=

e m-t Kn2(qsp)
29 | _ Tmt1 Z an ® .__Lm__z___sen(httx) sen (hzé) |’ (=>0),
h=1 pP—=

col seguente significato dei simboli :

| = VFRTR

p=V(m—m)+ o Gn—)*,
=2y2rn per m + 1 =2,

(2,10)

Tmp mte
=27 TF)/Tm—1) " perm+1>2.

Si & gia osservato che, per m + 1>2, la (2,9) & valida
soltanto per p > 0; essa infatti perde significato per p= 0, giac-
ché tutti i termini della serie diventano infiniti. K da notare che

=0 significa y;, =17,...., Yu =M. o0ssia che i punti
Py, yyyeeeyYm)y @, My,-.-+y Mm) sono situati su una me-
desima retta perpendicolare ai due iperpiani 2 =0, x =1 che
limitano 1’ iperstrato U.

Perd la non validita della (2,9) per p=0 non deve corri-
spondere ad una singolaritd della G per y; =";,...., Ym =N
perch®, come & noto, al variare di P,@ in U, la G deve essere
singolare solo per P = Q. Cid sard confermato da un altro svi-
luppo in serie che ora andiamo a ricavare; esso mostrerd anche
che, come deve accadere, la singolarita per P = della G &

quella stessa della soluzione fondamentale v(r) [r = PQ =
=V(@—& + (¥ — M) + .-+ (Un — Nm)*] dell’ equazione:

2 2
o’ " +6u_)\u_0

I e

3. - Prima di ricavare lo sviluppo in serie ora annunciato,
cominciamo col ricordare che la soluzione fondamentale »(r) del-
I’equazione (2,11), in m + 1 variabili, si esprime come segue:
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1
(2,12) =l°97 per A=0,m +1=2,
b
= ,.,}.x per A=0,m+1>2,
o(r)
= Ky (M) per A>0,m+1=2,
’_’iKm—l ()\7’)
2 A o
= I‘(’f——')(7> g r"”;' per A >0, m-+41>2.
\ 2 2

Cid premesso, osserviamo che la funzione H(z,&;p) che
compare nelle (2,4), (2,5) si pud anche esprimere con una for-
mula unica, valida tanto per & <<z quanto per {§ ==z.

Posto q = Jp* + %, si ha infatti:

e*qlw—ﬁ!_c—q(w+5)
H(z,§;p) = — -

2q
—q(2+x—F) —q(2—z+8  —q@+z+E) —qR—2—§)
1 e +e —e —e
T 2q 1 —e™ ’

e di conseguenza, per ¢ >0:

o e—qlx—ﬁi__e—q(erE)
@13 H@,tp) = — = —

®  —q(2n+x-f) —q(2n—2+f —q@rntz+f —gq@Crn—z-F)
e +e —e —e

)

n=|_ 2q

la serie scritta rinscendo uniformemente convergente per 0 <z << 1,
0<<£<1, ¢=o0 (con >0 arbitrario). .
Cominciamo a supporre A\>>0 e m + 1 pari (= 2p + 2).
Riprendiamo la (2,4) e sostituiamo a H lo sviluppo (2,18);
otteniamo :

] " e—qlz—-El_e—q(w+E) B
G = —h cos(pls) dp +
- pds,,) . (Vs) dp
0
wooﬁ e—q(2n+z—§)+ e—q(?n-mf)_ e—q(2n+ :c+E)_ —-q(®n x-E) B
+ cos (pYs) dp (-
% n=1 q
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Tenuto conto che ¢ =}/ p* + A* =k >0 (onde la serie scritta
converge uniformemente) e del fatto che per a = 0,a+b>0,
vale la formula (14):

-

‘e—aV'p2+7k2

s cos (bp) dp = Ko (A & + bY),
0

si deduce, integrando per serie e supponendo (z —§)*+s= PQ*>0:

(2,14) | 1 ar - S —
s =5 M EST{K.,Q V(@87 +5) — KoV (@ +EF+9) +

+ 3 [Ko 0@ FE =TT + Ky M@ —a T8 ) —

n=1

K 0@ T F O T — Ko <w<2n*w—e)'+s)“.

Con una facile applicazione della (2,8) si deduce poi che:

n z‘_‘f_ KP’ ()‘}/a'2 + S)

Ll SN 1) ke
pum—— ~ S)= (—
ds* o (AFe ( ok yar+ st

e percid, ricordando che K, (x) ~ (_2“7_)?6 - xper (zi—> o), si
vede che nella (2,14) si pud derivare termihe a termine. Si ot-
tiene percio, per PQ>0:
(2,15) G, - Ly l)py_z K,Qyw — 8 +9)
p+2 2 B oK 'I(x — e)z_|_ sk
A CER DN 3 [ Ky 0@nta—E+ )
V(+ &+ s® Sloyen 4= —8 +s?
K0 f@n—atOts) K, (\@nt+z+8'+s)
V@n—z 48 + s* V@n+ o+ 8 4 s*
_ K0 @n—z ) } % .
f@n —a—8° + s*

(14) Vedi «M», § 2, n. 1.



Osserviamo ora che:
=1 per p. =0,

p A

2¥ =%L—)(%)" per p>>0;
ne segue, essendo p = 2= e ricordando le (2,12), che ogni ter-
mine a secondo membro di (2,15) & uguale alla soluzione fon-
damentale »(r) della (2,11), calcolata per un certo valore dell’ar-
gomento r, che pud subito essere interpretato considerando del
punto P dell’iperstrato U’ i successivi simmetrici rispetto agli
iperpiani # = 0, z = 1, (ciod le successive immagini di P).
Indicando con P,, [oppure P,,] I'immagine di P a cui si per-
viene dopo » simmetrie a cominciare da quella rispetto all’ iper-
piano z = O [oppure z = 1] e ponendo PQ =7, PpQ = 7,.,
PQ= 71, 81 vede facilmente che i vari radicali che compaiono
nella (2,15) sono ordinatamente uguali a r, 7,1, 7osms 71n+ Tognt1s
7121 © percio la (2,15) assume la forma (scrivendo G in luogo
di Ggpyo):

1

G = v(r)—uv(r,) +
+ Z [v(7o2n) + v (r122) — ¥(Togap) — V(T12a1)]

n=1

(2,16)

A questa medesima serie si arriva nel caso A >>0 e m 41
dispari (= 2 + 3), partendo dalla formula (2,5), sostituendo a
H la sua espressione (2,13) e tenendo conto delle relazioni :
é—aV;;z-l;)\2 — 2 Va2 3 b2

e
. I (bp)dp= —
g LT

» (a=0, a*+6*>0)(*9),

(15) Con la sostituzione sz + A2 = ¢, I’integrale in discorso si muta in
L]

~aV a2+ b2
—at e
e Jo(byt2—12)dt= —_——

Vaz+ b2
A

(vedi, ad esempio, il mio volume Calcolo simbolico, Bologna, 1943, p. 97).
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A (__l)p(i)wr% Kyt i Ofa* +75)
ds* Yot F s Iz ? (Ja* ¥ s)rt++

Passiamo ora al caso A =0, Avendosi ¢ =p, la serie (2,13)
non & pin uniformemente convergente per p >0, ma soltanto per
p==6>>0. Pero essa converge anche nel punto p= 0 e quindi le
sue somme parziali si mantengono limitate nell’intervallo 0 <<p <Co.
Seritto percid, a partire dalla (2,4):

]

: —ple—E| —p@E+d)
. 1 ar e —e
(’2»+2=?hndsp éf ? +

o —plurx-§)  -p@n-z+E) -p@niz+E)  -p@n-z-f)
e +e —e —e {

+) cos(pfs)dp,
n=1 p )

si pud integrare termine a termine e allora, tenendo conto delle
relazioni

— —b NS
e T P yor + ¢?
————— cos (cp) dp = log %ﬁ ,

n —
d log 1 — (=1 (—1)! 1

ds* Va2 + s 2 (a® + s)* '

e delle (2,12), si perviene ancora alla (2,16).
E lo stesso accade per G4, .5, partendo dalla (2,5) ed ap-

plicando le .
—ap 1
14 Ja (O d B —
f 0( P) P Va’—lr—b’ ’
0
v 1 2p—11!! 1
= (— 1 e
dst Ja? + s 2p Ja* 4 s 2
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§ 3. - Studio di due particolari trasformazioni funzionali.

ZPL /1

1. - Al § 1 abbiamo incontrato la funzione f= e *=!
definita al variare del punto reale (m,, %,,...,7,) nello spazio
S, e del punto (p,, pg, ..., Pn), reale od immaginario, su una
ipersfera o di equazione p} + p; + ... + pl. =¢* con ¢ >0.

Supposto m = 2, sara utile trasformare 1’espressione di f,
eseguendo un cambiamento delle variabili p,,p;,..., p col porre:

P1=i711 pz=i7za~'-apm—:=i7m—hpm-l=a + B,

1) Pr=i(a—B).

L’ equazione dell’ ipersfera w diventa

b= @+ 21

e di conseguenza risulta

PR R
. . 1 .
1’;7k Nk + a(nm-l + 1"lm) + -I‘—(qz +kz_l 'f:) (ﬂm—l—tnm)

=e

’

col punto (Y, ..., Yms, @), reale od immaginario, variabile in
Sm— ed il punto reale (v,,...,7,) variabile in S,
Al § 2 abbiamo poi incontrato funzioni di questo tipo

Knz(qp)

(3,3) y=9(y11-°-aym;nl"'-»n'n)"—‘_p_Irz—‘;

con p ‘—‘VZ (1 — )%,
k=1
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definite al variare dei punti reali (7;,...,8n), (M1yee+) M) iD S

Nelle due funzioni f, g riguarderemo come variabili essen-
ziali rispettivamente 7,,..., Vw2, @ © ¥,..., ¥ € quindi talvolta
scriveremo anche f(Yy,..., Tm-2, @), 9 (¥1,.--, Ym) ; in entrambe
N1y++» Mm Saranno considerati come parametri.

Vogliamo ora dimostrare che, con opportune limitazioni sulle
variabili e sui parametri, ciascuna delle funzioni f, g pué riguar-
darsi come una trasformata dell’altra,

Precisamente supporremo il punto (Yy,..., Ym—z, &) reale e
variabile in tutto S, _, e, fissati ad arbitrio due numeri ¢', c"
(con ¢' < ")y, manterremo il punto (y,,..., y,) nel semispaxio
Yma==c" di 8, ed il punto (n,,..., M) nel semispazio 1, <<c',
dimodoché sara sempre

(3)4) ' * Yl — Nm—1 =c' —7c >0.

Sussiste allora il seguente teorema dovuto a L. Amerio (16),
Nelle ipotesi poste, la funzione g é trasformata dalla f
secondo la formula

m—2

(3,5) (279) T 9 (Y1, Yarerr Um) =

m-—_t m—2
. . 1 .
-1 Z Yr Yr — & (Ym—1 + T Ym) ~a (@*+ Z 1) (Ym—1 — S Ym)
=1 k=1

== — O -

¢ f("la"") Tm—!)a) d'fl"'d"m—z dd,

ove o denota il semispaxio a =0 dello S, _, delle variabily

TiyeoosTm-2» O L’integrale scritto ¢ assolutamente convergente,
Invertiremo ora la trasformazione (3,5) dimostrando quest’al-

tro teorema: '

(i6) Vedi L. AMerto, op. cit. in (3), n. 3b).
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Nelle ipotesi del teorema precedente, comunque st fissi

Yma =¢", la funxione [ é per o >>0 trasformata della g se-
condo la formula

(3,6) FCrsees Tmez, @) =
. ( o+ )ym-x ’iZ'{hyn-l-i(a_E)ym
i ~ .
=C (a -+ 4a) e
Sm—1

9 (ylr-'aym—h Ym—r, y'n) dyl"'dy'n—idym ]

ove per brevita si é posto

1 ?‘;’ m—2
o~ ¥ - e e

L’integrale scritio é assolutamente convergente.

Dm. - Indichiamo il secondo membro di (3,6) con B[g].
Sostituendo alla g la sua espressione (3,3) ed osservando che,
per la (3,4), @ p=c"'—¢' >0, si vede che 1’integrale che
compare in B[g] & assolutamente convergente, onde si pud

scrivere :
e - . c?
2 o+ 1) Y tla— g )ym
pom ol s 2 [
m—2 ) ——
4 Z Yr Yx K’”"( ‘/Z (yr — "ln)z)
k=
e l Yy QY s,
VZ R
Sm-’

ovvero, eseguendo nell’ intégrale (m — 2) — plo il cambiamento
di variabili y, —m =x,, (k=1,2,...,m —2):
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T om—g

(3,7 o (u + ) Ym—1 + 'Z e Yx
! B[g] =0 (a + -4—a) e
~ 2 mn—2
‘(“_Ii)y Z*" T Km-: (gfs*+#*
e Cody,| e g dx,..dz,, ,
v g '/si + %2 T

avendo posto

$ = VZ xk y A= y(./m—l nm—l)"*" (ym_nm)’ > 0

L’integrale (m — 2) —plo esprime la trasformata (m — 2) —pla
di Fourikr (rispetto alle variabili z,,..., z,_, e coi parametri
Y1y+++y Tm—s) di una funzione sommabile in S,_, che dipende
soltanto da s. Tale integrale dipende dunque soltanto da

b= Z’(,, e 81 trasforma nel seguente integrale semplice

(scnvendo il quale supponiamo 6>0; vedi S. BOOHNB.R, op. cit,
in ®, p. 187): . .

c? N .m-B
+ —]Ym-1+1) T M
B[q]=0(a+:—:)c( 4¢) l '*2; o

, c2
! (G"' i—a) Yum (21;)# Km—i(‘ll ‘z+ % ) m—2
e AYm—as ——5 * J. me (bs)ds
b s+ 27
—c0 0

Ricordiamo ora che sussiste la formula (vedi G. N. Warsox,
op. cit. in U3, p, 416):
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(-]

K (o E T8
fJ" (bs) _V(ﬂs_ﬂ_) st ds =

Vst =

0

LY TR -p-1
= _b_\;_(‘/a +b) vap-l (zfa* + 09 ,
a

(3,8)

V4
@>0, b>0, pn>—1, x>0);

applicandola con a=¢ >0, p="">—117), v="2,
risulta :

me—=2
e
m—2 2 «+ = ym_\+527km
o=t ) TR
o c? Mei
N 1Y by —_—
f"( “) — Ko (2Vg + &) dy,,
e 7°:

ovvero, essendo ¢* -+ b* = ¢* e tenendo conto del valore di x:

m-2
1 2 (a +§£)ym-1+i2nm

Bl = —(a+15)e
(3,9)

. c2
il —)ym
/; ( 4“) Ko (VY masm =+ G —Tim)®) FYoms

formula che vale anche per b =0, essendo (3,7), (3,9) funzioni
di ¥;,..., Ta_e continue in tutto lo spazio.

17) Supponiamo m > 2; se m =2 la (3,7) coincide gia con la (3,9).
pp 8 (

5 »
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)

Consideriamo I’ integrale f .... dy, che compare nella (3,9);

con la sostituzione 1, =1, + t, esso diventa

-]
. c? . 6?2
o= (oo
[ e

KO (0 V(ym—l - 'Qm..x)’ -+ Tz) dr =

(3,10) )
e
tla— — |9
4
=2e¢ ( a) /Ko(cV(ym_l-—nm_, ) cos( I )tdt
0
Oéserviamq ora che la (3,8) con p= —%, v=0 si muta

nella seguente *

x e—xVar+b2
Ko(ars’—l-x’)cosbsds:T , (3>0,2>0);
Va* + b
0
applicando quest’ ultima con e =rc, %= Ypu — Nm—t >‘0 s
b=a— %: , si vede che 1’ espressione (3,10) vale
= (Y1 — _o2
; (a_ .,_2) (Yym—1 nm—n)Vo2 + a 4a)
De fa . i e
2 e 2\2 S
V"2 +(«— g
, c? c?
. ? (G - I&) Nm — (d + E) (ym—l — Nm—1)
= —e .
e?
*+ 4o

Sostituendo in (3,9) e semplificando, si conclude che

m—2

Z'rh M + a (Mm—1 + 2 1m) + (nm—l—inm)
Blgl=¢
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ossia, ricordando la (3,2) ed il significato di ¢:
Blg] =

ed il teorema & dimostrato.

2. - Coi due teoremi precedenti siamo dunque in possesso
di due trasformazioni lineari

y: | B

YiYa:---Ym T1Y2:cYm—p &

dipendenti dai parametf-i indicati e tali da aversi

Ayl Yaeer Ym [f('fl, V25005 Tm—=25 & 5 Ny, Nayeoy 'Vlm)] =
(3’”) =9 (?/v YayeerYm; 71111)21"-)71’”)
(per ym-1— M1 =8>0),

B-h Yoo YmM—2 & L9 (y1:Yarer Ym s M1y Nareeey M) ] =
(3,12) = (Y1) Taye-s Tm=2y & 3 N1y Nayeey Nim)
(per >0, ym—1— Nm—1 =8> 0) ;

inoltre A [f], B[g] sono espressi da integrali assolutamente
convergenti.
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§ 4. — Necessita e sufficienza del sistema di equazidni integrali
fornite dal metodo della trasformata parziale di Laplace.

1. - Oltre alle ipotesi gia fatte al § 1, n. 1, supporremo che
il dominio 7 ivi considerato sia un dominio regolare, ossia ele-
mentarmente decompounibile in un numero finito di dominii nor-
mali (18). La funzione F(z, y,,..., ym) che compare in (1,1)
sara supposta holderiana in 7.

La classe C delle funzioni nella quale vogliamo cercare la -
soluzione del problema di Diricaier posto al § 1 sard costituita
da quelle funzioni u (2, y,,..., ym) che godono delle seguenti
proprieta (1) :

A) sono continue in T'— F'T assieme alle loro derivate
parziali del 1¢ e del 2° ordine, risultando ivi verificata la (1,1);

B) al tendere del punto P (, y,,..., Ym), interno a T,
ad un fissato punto @ della porzione [' di FT, lungo la normale
n a FT uscente da @, per quasi tutte le posizioni di ¢ esiste
finito il limite

(4 Jim 20) _2(),

e quindi anche !’altro

(4,2 lim u(P)=—¢ (Q),
P—Q

le funzioni ® (Q), ¢(Q) riuscendo sommabili su I';
C) al tendere del punto P(z,y,;,..., ¥m), interno a T
ad un fissato: punto Q della porzione I, (oppure I';) di FT

(18) Per la terminologia usata vedi M. Picone, Lexioni di Analisi infi-
nitesimale, Catania 1928, n. 124 (per il piano), n. 185 (per lo spazio); 1'e-
stensione agli iperspazi & immediata.

(19) Per maggiori dettagli, vedi «M>, §3, n. 2.
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lungo la retta y, = cost.,..., ym = cost. uscente da Q, per quasi
tutte le posizioni di @ esiste finito il limite

(4,3) lim w(P) g =a(yy--yym  (suTy),
P—Q =00 Yy ) Ym) (su I'y),

le funzioni a (y,,..., Ym), & (¥1,..., ym) riuscendo sommabili ri-
spettivamente su Iy, T';;

D) con le funzioni definite in B) C) e con la funzione
di Green G (P,Q) dell’iperstrato U (0 <<z << 1) contenente 7,
valgono le due formule di Grren (20):

(4,4 / (¢ 2222 a(0) 6. (7,0)]ds, +

P,
+fa(711,-"a7lm [‘ g_&Q)]d'ﬂl-'~dWM“[b(nx» v"lm)[ & Q)] Nyeer dMn—
T

0
E=0 r, E-1
= Cpp1#(P) (se P & interno a T),
— | F(Q) G(P,Q) dTof — ¢ (se P esterno a T ed

interno ad U).

Il nostro problema di DiricHLET equivale dunque a cercare
una % (P) della classe C per la quale siano assegnate le funzioni
che compaiono in (4,2), (4,3).

2. - Possiamo ora ricavare in modo rigoroso il sistema di
equazioni imtegrali (1,19) che al § 1 abbiamo dedotto con proce-
dimento formale (21). Si ha infatti il seguente teorema :

I. Se il posto problema di Dirichlet ammette una soluxione
u(x, Yy,.. , Ym) della classe C, allora la corrispondente fun-
xione (incognita) ® (Q) definita da (4,1) verifica necessariamente
le infinite equaxioni integrals (1,19).

(29) Come al §2 le coordinate di P saranno sempre indicate con «,
Y1, -+, Ym; quelle di Q con E, %y,..., Wm. La costante emy1 ha il valore
indicato al § 2, n. 1.

(21) Come al § 1, supporremo m > 2, il caso m =1 essendo gid stato
studiato in « M ». -
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Dm. - Per la supposta soluzione u sussiste la seconda delle
(4,4). Detto ¢’ il massimo valore della coordinata nm—; al variare
di O in T e fissato ¢ > ¢', limitiamoci a considerare tale for-
mula per i punti P che, oltre ad essere interni ad U, appartengono
al semispazio Mm—; =¢” (e quindi sono esterni a 7). Pensiamo
di sostituire a G (P, Q) il suo sviluppo in serie dato dalla (2,9).

m
Poich® & sempre p = VZ (yo — MP=¢c"—¢, tale sviluppo

k=1
e quelli che si ottengono derivandolo termine a termine, rispetto
alle coordinate &, v,,..., m di @, sono totalmente convergenti,

cosicché nella seconda delle (4,4) si potra integrare termine a
termine. Ponendo per brevita .

.

Kun-2(9,p)
*——'—;;_,—— = gr(p)

si perviene in tal modo alla formula seguente (22):

° m-—2
Z q.¢ sen (hnz)
h=1

f[_ hn%gh (p) cos (hm§) +

T

+ 3980 o (1x6)| (01 dow — [ p) sen (hw&) @ (@) dsu +
: T

+ h= f 9(P)a(N1y-+ 1Tm) ANy Bl — (-1)"hem f 9x(P)o(Mye- -y Nim) A ... A —
Ty r

— [ 9a(p) sem () F(Q)dn} —o,

dalla quale, per la chiusura del sistema sen (hxx), (=1, 2,...),
in (0,1), si trae che I’ espressione fra | | deve essere nulla per

(22) Si tenga presente che, con le notazioni del § 1, si ha

"
B
—~ N onm
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h=1,2,.... Si ottengono cosi le infinite equazioni, valide per
0<z<1, Yy =’

(4,5) rf galp) sen (hné) ®(Q) dog =
_f[agu(f’) (hm§) — hmga( )co.é(hn&) _J..‘Z.J (0)da, +
= ———an sen ax(p > ? .
r

+ h=n [ In(P)a(Mrye -y )8 Moo -Ayn — (~1)"hme [ In(P) o1y m) AN .. Ay —
i'o i‘1

— [t iz F@)aT, . h=1,2,...0,
T

e si scorge immediatamente che esse differiscono dalle (1,19) per

m
Zpk Nk

il fatto che in luogo di ¢*=' compare g, (p).

Applichiamo allora ai due membri di (4,5) la trasformazione
By,... ym—2a definita al § 3 (con ¢ = ¢, = VA*s* + X¥). Suppo-
nendo o >> 0 e dato che y,—1 — Ym—1 ==c¢”" —¢' >0, essa tra-
sforma g, (p) in f(7,,..« Tm—a, ®;%1,..., Nm) [Vvedila (3,12)], con
f data dalla (3,2) (in cui si ponga ¢ =gq;). D’altra parte tale
trasformazione B é commutabile con le operazioni di integrazione
indicate in "(4,5) (essendo tutti gli integrali assolutamente conver-

genti) e lo & anche con la % che compare nel secondo integrale

on
gente rispetto a ,,..., m). Ne segue che, con detta trasforma-
zione, le (4,5) si mutano in formule che differiscono dalle (1,19)

di (4,5) (perchs I’integrale B ( ag,,) ¢ uniformemente conver-
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th Nk
per il fatto che in luogo di e*=' ¢ scritta la f data dalla
(3,2) (con g =g,).

Ricordando il cambiamento di variabile (3,1) e le ipotesi
fatte sui parametri ¥,,..., Tm—s , @ della trasformazione B, si vede
che siamo arrivati a dimostrare ciascuna delle (1,19), non per
tutti i punti (p;,...pm) della corrispondente ipersfera o, di
equazione pi + ... + ph = g%, ma soltanto per quei punti di w,
che corrispondono a 7;,..., Ym—s reali ed «a >>0. Ma per I’ana-
licita, questo basta a concludere che ogni (1,19) vale su tutta la
relativa w,, c. d. d.

3. - Si pone ora la questione della sufficienza del sistema
di equazioni (1,19). Per risolverla ci fonderemo sul seguente
teorema, la cui dimostrazione, con 1’ ausilio della (2,16), si svolge
in modo del tutto analogo a quella del teorema dato in «M>»,
*§ 3, n. 4 (cfr. anche L. AmErio, op. cit. in @):

IL. Se per certe funzioni ¢(Q), ®(Q), a(My,y--+) Mm),
b(Myy. .-y Mm) soddisfacenti alle ipotesi di sommabilita dette al
n. 1, sussiste la seconda delle (4,4) per ogni punio P esterno
al dominio T ed interno all’ iperstrato U, allora la funxione
u (P) definita all’interno di T dalla prima delle (4,4) risulta
essere una_soluxione di (1,1) per la quale valgono quasi ovun-
que le (4,1), (4,2), (4,3); essa appartiene quindi alla classe C.

4. - Stabiliamo ora quest’altro teorema che inverte il teo-
rema I e stabilisce la sufficienza delle (1,19):

III. Posto, per ¢l dominio T, il problema di Dirichlet nella
classe C, coll’ assegnare le funxioni ¢ (Q), a(My,-+«y Nm), (M,
eevvy Tm) Soddisfacenti alle ipotest di sommabilita dette al n. 1,
supponiamo scritto in corrispondenxa a tali funxioni il sistema
di equaxiont integrali (1,19) nella funxione incognita & (Q).
Allora per ognt eventuale soluxione ® (Q) di detlo sistema, che
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sia sommabile su T, esiste una ed una sola soluxione wu(P)
della classe C del problema di Dirichlet, per la quale sia veri-
ficata la (4,1). Essa é rappresentata all’interno di T dalla
prima delle (4,4).

Diy. -~ Con detta & (Q) valgono le (1,19) con (py,..., Pm)
sull’ipersfera ,. Operiamo su ®, il cambiamento di coordinate

(3,1) e trasformiamo le (1,19) con la trasformazione A, , ..

(con ¢ = q,) supponendo y,_y=¢". Tenendo conto della (3,11)
e svolgendo considerazioni analoghe a quelle svolte nella dimo-
strazione del teorema I, si vede che con tale trasformazione le
(1,19) si mutano nelle (4,5). Eseguendo poi a ritroso i passaggi-
fatti nella dimostrazione ora citata, dalle {4,5) si deduce che vale
la seconda formula di GreEn (4,4) per ogni punto P(x, y;,..., Ym)
interno all’iperstrato U e tale da aversi ym—; = ¢” (quindi esterno
a T). Ma il primo membro di tale formula di Greex & funzione
analitica di P olomorfa nell’insieme aperto costituito da tutti i
punti che sono interni ad U ed esterni a 7 (insieme che & con-
nesso, avendo supposto m = 2) e quindi sara uguale a zero in
tale insieme, essendo tale nel sottinsieme ym—1==¢"'. Dunque
colle funzioni assegnate @ (2), a(My,+-.> Mm), 6{(My,..-, Nm) © cON
la considerata ®(Q) soluzione delle (1,19) sussiste la seconda
delle (4,4).

Cid posto, se nella classe C esiste una soluzione del nostro
problema per la quale sia verificata la (4,1), essa, per definizione
della classe C, deve necessariamente essere data dalla prima delle
(4,4). E questa formula fornisce effettivamente una tale soluzione,
in virtu del teor. I, c. d. d.

5. - Resta cosi provato che la risoluzione del sistema di
equazioni integrali (1,19) nella funzione incognita ® (Q) equivale
perfettamente a quella del posto problema di DiricarLer nella
classe C.

A differenza di quanto accade nel caso del piano (m = 1,
vedi «M>), le (1,19) non costituiscono un sistema di equazioni
di Fiscaer-Riesz, perché, per ogni valore dell’indice %, la corri-
spondente equazione dipende dal punto (p,, p,..., pm) variabile
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sull’ipersfera ©,. Ma, in virta dell’ analicita, bastera, per ogni h,
uguagliare i valori di tutte le derivate dei due membri della cor
rispondente (1,19), rispetto a m — 1 parametri indipendenti, cal-
colate in un qualsiasi punto di »,. - Si pud cosi sostituire alle
(1,19) un equivalente sistema di un’infinitd numerabile di equa-
zioni integrali di FicHer-Riesz, nell’incognita & (Q). Ogni solw
zione ® (Q) di tale sistema, sostituita nella prima delle (4,4)
conduce ad una soluzione u (P) del nostro problema di DiricBLET.

Circa la chiusura del sistema stesso, si pud mpetere quanto
& gia stato detto in « M», § 3, n. 5.



