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CONVERGENZA, FATTORI DI CONVERGENZA,
CONVERGENZA GENERALIZZATA PER DETER-
MINANTI INFINITI

Nota (¥) di Brovo P (@ Bologna) (**).

Scopo della presente Nota & I’introduzione dei fattori di
convergenza per i determinanti infiniti. Ricordiamo, in proposito,
i risultati essenziali relativi ai fattori di convergenza per serie
semplici e multipJe. Data una successione ,f,,(P)} di funzioni
definite su un insieme E di punti di uno spazio euclideo a un
numero qualunque di dimensioni: « Condizione necessaria e suf-

ficente affinch® la serie Z” u, [, (P) sia convergente su E ogni-
1

qualvolta & convergente la serie Z” Uy, & che esista una fun-
’ 1

zione positiva K(P) su E per cui sia in\Af,(P)|<K(P),

[Af(P)=1.(P)—foa(P), n=1,2,...]» (Hapauarp). Se poi

P, & un punto di accumulazione di E, non appartenente ad E':

« Condizione necessaria e sufficente affinch® la serie Z” Uy fa(P)
1

sia convergente su E ogniqualvolta & convergente la serie

u,, esia lim U, fo(P) = u,, & che, oltre alle con-
P<E
dizioni del teorema precedente, sia lim f,(P)=1, n=1,2,..,
. PP,
P<E

ed esista un intorno J del punto P, e un numero positivo K’

(*) Pervenuta in Redazione il 22 Febbraio 1948. )
(**) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico dell’ Universita di Bologna.
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tale che sia Z" |Af.(P)| << K' sull'insieme E'=J- E» (Car-
. 1

MicHAEL - TagENaRa ; nella formulazione piu generale di C. Moor).
Queste due proposizioni, delle quali la seconda & alla base
delle definizioni regolari di sommazione (principio di permanenza
di G. Harpy) qualora i fattori di convergenza vengano applicati
a serie oscillanti, sono state estese alle serie doppie e successi-
vamente alle serie multiple ; ne riportiamo gli enunciati generali
dovuti a Moore (), in vista dell’applicazione che ne faremo nel

seguito. Data la serie 7 — pla

a0

(l) - Zil LY

n ll‘l

fgen. by

e la successione n —pla | f; ... WPy Gyt 8, =1,2,..,
di funzioni di un punto P variabile in un insieme*E del tipo
gia indicato, poniamo, per ognhi numero naturale k& <Zn:

Au...lco...kﬂ, f,.u.s,‘(P)=

(2) L2 v <h, 1.2,

1
f— P+pgt APy
Zolpl Po Bp_k (—1) " f;l.{-’)l"""in__k—{-p’._h, g Rl i (I))y

e analogamente permutando in tutti i modi possibili gl’ indici
di A; le ridotte della serie

(3) ch fge iy Uy g, 4y, f;l fgoni 1)) (P),

mediante una trasformazione che costituisce una generalizzazione
di quella di BruNacci-ABEL, si possono scrivere:

(1) C. Moore, « Summable series and convergence fastors». - American
Mathematical society colloquium publications - Vol. XXII - 1938 - Cap. 1,
nn. 13-17,

11 «
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my —1 My~

.
A [ DY N

St~k

*An,, 0. -0 f(l (e b Mg 1o (P) -+

1,2 n—k
+ Sml mz.... mn fml mz. ..‘ (P) b

dove con S‘; g 4y 8’ intende la somma parziale di (1) di indiei’
%y, %3,..., %,, © si conviene di rappresentare con le parentesi
quadre la somma di tutti i termini simili a quello scritto ottéenuti
sostituendo in tutti i modi possibili k indici ¢ coi corrispondenti
indici m.

Orbene : « Condizione necessaria e sufficente affinche (3)
sia convergente (nel senso comune di Srorz e PrincEskiM) e per-
chd le sue somme parziali o; ¢ . ¢ (P), %, %,...;t.=1,2,...,
restino limitate tutte le volte che la (1) & convergente con somme
parziali S . ¢, %, %2,-00.y 9 =1, 2,...., limitate, & che

esista una funzione positiva K (P) su E per cui sia
L4
®

6 i tgoe 1y | Bt Foy ige ey (P)| << K (P)

1

e che per ogni numero naturale 2 <n e, fissato %, per ogni
(n — k) — pla di numeri naturali ¢, , ay--v-y Tu_, Siano soddi-
sfatte le condizioni :

(6) lim A, ) fo gue ig (P) =0,

n—h+l 2§ py—ree 1.2.....'- L.k
E

n . o e _eys . . .
ed (k) — 1 condizioni simili a quella scritta in corrispondenza a

tutte le possibili permutazioni degli indici di A».
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Se poi P, & un punto di accumulazione di E, non apparte-
nente ad E: :

« Condizione necessaria o sufficente affinche la (3) oltre che
convergente e con somme parziali limitate per ogni punto P di
E, abbia somma convergente alla somma di (1) per P— P, su E,
& che, oltre alle condizioni (5) e (6), sia:

(M Phgl ﬁ,t,....s”(P)=1 Gy fayee bt =1,2,....;
P<B

che siano soddisfatte le » condizioni :

(8) Pl_@!g 21:“ Sgene Sy Spy1ee iy [An...a Ty [, (P)|=0
P<FE

k=1,2,...,n

WY = 1’ 2,.-...,

e che esista un numero positivo K' e un intorno J di P, per
cui sia:
0

9 Zi, iy ip 1810 [y gy o, (P) | << K

sull’insieme E' =J - E>»,

Orbene, il determinante infinito, riguardato come una serie
i cui termini sono serie multiple, trascende le serie multiple, e
cid avverra di conseguenza per il problema dei fattori di conver-
genza relativamente a questo, rispetto all’analogo problema rela-
tivo a quelle.

Ricordiamo brevemente il concetto di determinante infinito
secondo Hir e quello secondo von Koca.

Diremo che la matrice infinita

14+an a2 a....a6,.....
Aoy 1 A3 - . . . Qg . . ...

......................

......................
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da luogo a un determinante infinito convergente secondo G. W.
HiLw, se & convergente la successione ; 4, | dei ridotti:

14+a, a,.... a,
J oay 14as... a,

Oy Qus . - - 14+ ay,
n n-v+1 n-yv+2 1

=1+;vz Zz Z'y (2.172 av)’

22-0-. zv
11<2 ..<l

1 22---zv) Qi @y

indicando, secondo I’ uso, con
i €,... 10

il minore principale d’ordine v: ’
aiv,-]....a,v;v
e intenderemo come valore del determinante il lim A4,.
n —» 0
Diremo invece che essa da luogo a un determjinante infinito
convergente assolutamente o convergente secondo H. von Kocm
quando riesce convergente la serie avente per termini tutti i pro-

dotti |ai1,1 Bigg, - ,vl che si ottengono in corrispondenza a

tutti i numeri naturali v e, per ciascuno di questi, a tutti i
gruppi di v numeri naturali ¢, ¢,,..., ¢, con ¢; <7, <...<4,
e a tutte le permutazioni j,, j,,..., 7, degli 2;,4,,...,4, (3); in
tal caso intenderemo come valore del determinante la somma
della serie

1 +Z Zwlxg. . Z 1i0e0sly 1)’ a;, 1 a,(,‘ "alyjy
11,<L< . <' l_'l 1a: "’v]
‘ Ty Ty.... .
1+Z 121.1,5.... (,1 zzm‘,v)

(2) F. Rirsz, « Les systémes d’ équations linéaires a une infinité d’ in-
connues », - Paris 1913, Cap. II, n. 26 e segg.
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.

dove la terza sommatoria al lato sinistro & estesa a tutte le v!
permutazioni j,, jy,..., J, degli ¢, 75,..., 7, e dove ; indica
il numero delle inversioni che si presentano nella perrﬁutazione
jujz»---y jv‘

Nel seguito indicheremo il determinante infinito, in ogni
caso, specificando via via il tipo di convergenza che intendiamo,
con una delle seguenti notazioni:

14+ay ag .. Qu. ...

ay 14-ap. .. .0y . ...
(10) P
a, Apa- v - 1dan, ...

e s s & 4 s e & s s s s " e o .

det. (E+ 4),

intendendo con E la matrice unita e con 4 la matrice || a, Il .
Orbene il problema generale sui fattori di convergenza per
un determinante infinito consiste nel ricercare le condizioni ne-
cessarie e sufficenti cui deve soddisfare la successione doppia di
funzioni | £;;(P)}, P<C E, affinchd il determinante infinito

14 anfu(P) aufalP) ... .
(11) Ay fu(P) 14 anfu(P). ..

e e+ e e o a4 s e o & e e e & o s

sia convergente ogniqualvolta & convergente (10) e sia inolire
soddisfatta la relativa condizione di regolarita. Senonchs tale pro-
blema perde ogni interesse se intendiamo che (10) sia conver-
gente assolutamente; infatti in tal caso lo sviluppo di (10) & una
serie semplice assolutamente convergente, onde tutto si riduce ad
esprimere la condizione che sia limitate 1’insieme dei fattori per
cui restano moltiplicati i termini a; ; Biyjy-- - @i, j, di tale
serie, e la relativa ovvia condizione di regolaritai. D’altra parte
la convergenza secondo HmiL & troppo ampia (essa esprime
in certo qual modo la convergenza per quadrati della serie
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1+Z le ig. ... (zl 22:")) Sembra percio oppor-

1* |1<12< <1 U 2 v

tuno modificare la definizione di convergenza per un determinante
infinito, cosi da essere piu restrittiva di quella secondo HiLi e
meno di quella secondo von Koca, e per la quale sia di qualche
interesse 1’applicazione dei fattori di convergenza; & chiaro che
se (10) & convergente secondo una tal nuova definizione, se (11)
riesce assolutamente convergente e se il suo valore, per P ten-
dente su K verso un opportuno punto P, tende al valore di (10)
secondo questa nuova definizione, quest’ultimo si pud ritenere
come il valore generalizzato del def. (E -+ A4) dal punto di vista
della convergenza secondo von Kocm, ch’® poi quella pia comu-
nemente accettata. £ in quest’ordine d’idee che il problema &
stato proposto dal prof. G. CimmiNo e inizialmente trattato da A.
RosoLim (3).

-, Convergenza semplice per determinanti infiniti.

Consideriamo lo sviluppo formale per dimensioni di (10):

(12 530 Wiy,

11 1,<0,<e <w [ EERRAC
e poniamo :
m; m, my .. .
v) 2 %g.0.. 2
A9 Smm, = Yy 2y 2 (20
MmyMg....m i ig... i KO N ’
172 v 11 12 1v 2 tg.... ?y
1<igennn i

qualunque sia il numero naturale v, e, per ogni v, qualunque
sia la v—pla di numeri naturali m,, m,,..., m, con

' My < Mg <....< My ;

(3) A. Rosouint, « Sulla definixione di valore generalixxzato per ¢ deter-
minante infiniti», Boll. U.M.I. (V) 2 - 1948, pagg. 95-102.
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-]

(14 S =T (P2

3 %.... 8
1 <ip<e <1 1%

in caso di convergenza della serie al lato destro;

(15) LY = estr. sup. | Sf:l)mz‘._.mv |
in corrispondenza a tutte le v—ple di numeri naturali m,,
My,..., M, con my; < my<...<m,, per ogni fissato valore
di v, nell’ipotesi che sia limitato 1’insieme delle somme par-
ziali (13). ‘

Diciamo che (10) & semplicemente convergente se :

1) la serie Z, ;
2 - V
1 ‘1<‘2<' -<'
di StoLz e PrivesEEM) e con somme parziali limitate, qua-
lunque sia il numero naturale v;

( 172 v ) & convergente (nel senso

B Ty.... 0,

o
. )

2) la serie ;v J ALK convergente. )

La definizione di convergenza cosl data & piu restrittiva
della convergenza secondo HiuL e meno restrittiva dell’ assoluta
convergenza di von Koca.
Opers=jy
1> i§j°
¢, j=-1, 2,...., & ovviamente convergente secondo Hirr, riu-
scendo convergente a zero la successione tA,,} dei ridotti ; esso
perd non & semplicemente convergente, riuscendo divergenti le
serie che ne costituiscono lo sviluppo dimensionale, (12). Il de-
terminate per cui @, = ¢, @, =1 per ¢ >1, a,= —¢; per
j>1,a;=0 per ¢t>>1,7>1, nell'ipotesi che la serie
-]

Per esempio, il determinante per cui a;=

Z ¢, sia semplicemente e non assolutamente convergente, &
-

semplicemente convergente poich® il suo sviluppo (12) si riduce
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al4 Z” ¢,, mentre non & assolutamente convergente secondo

von Koca.

Si ha che: Se det. (E -+ A) é assolutamente convergente,
esso & anche semplicemente convergente ; se é semplicemente con-
vergente ¢ anche convergente secondo Hivr.

La prima di tali affermazioni & immediata. Per la seconda:
detta S la somma della serie (12) e posto per ogni v<<mn:

(V) (v) (v)
S - Sn-v+1 n + Rn—v+ 1000 Y

.....

tenendo presente che
n n-v+t1 n-vy+42 n . .
Ty Tp.oev. @
4=14 %, Y T X (FE007),
11 2 v Loty

si ha:

[S—Aul=18=0 42, S . )I=I1S-
1

— (W SIS, B s

e poiché in base alle ipotesi 1) e 2) la serie 1 + Zv 8 riesce
1
(assolutamente) convergente con somma S, il primo termine al-

I’ ultimo membro si pud rendere <C— , comunque sia stato fis-

3 )
sato ¢ > 0, non appena 7 & abbastanza grande. Si ha poi
per n < n:

n n
( - (v)
lz an‘)v+1, n' s Zv Ruv~v+1,..., 1 | +
1 1

+ZV\R(nv—)v+1 ZleElvjv+1,...n|+Z S(t:'—)v+1 . |+
w41 1 -+l
+L |s" nsz IR cqal +20 LY.
ntl . ntl
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Il secondo termine all’ultimo membro, non appena n & ab-
bastanza grande e qualunque sia n>>n, si pud rendere << %

in base all’ipotesi 2); per quanto riguarda il primo termine al-
I’ ultimo membro, poiché esso & la somma dei resti delle prime

n serie di (12) ed essendosi queste supposte convergenti, & pos-
sibile prendere » in modo tale che esso risulti <%; percio per

n abbastanza grande riesce | S — A, | <Ce, il che prova I'asserto.

IL. - Fattori di convergenza per determinanti infiniti sempli-
cemente convergenti.

Non tratteremo il problema dei fattori di convergenza in
tutta la sua generalita ma ci limiteremo a un caso particolare
che permette di conseguire risultati notevolmente semplici. Pre-
“cisamente : date due successioni | a,(P)|, |B.(P)| di fanzioni
di un punto P variabile in un insieme E di uno spazio euclideo
a un numero qualunque di dimensioni, consideriamo il determi-
nante infinito: '

1+4ay, «(P) B (P) a; 0, (P) B:(P) .
(16) ay, as(P) Bl(P) 1 4 a5 0 (P) Be(P) . . .

il cui sviluppo formale per dimensioni &:

1 4 S, (S TLoaa® e (0)),

1 1;<ip<eniy 1

Indicando con D,(P) e Dy (P) le matrici diagonali
u(P) 0 0 ... Bp(P)y 0 0 I}

0 o(P) 0 .... 0 B.(P) O r|

,
0 0 ayP)... 0 o Bu(P ll

------------------------
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rappresenteremo (16) anche con la scrittura def. (F +
+ D, (P) ADy(P)).

Ebbene noi vogliamo le condizioni necessarie e sufficenti
cui debbono soddisfare |a,(P)| e |B.(P)| affinche (16) sia
semplicemente convergente su E ogniqualvolta lo & (10) e, detto
P, un punto di accumulazione di E non appartenente a tale in-
sieme, vogliamo le condizioni necessarie e sufficenti affinchée
si abbia lim det.(E 4 D, (P) A Dy (P)=det. (E+ A), ogni-

- P—P,

~

qualvolta quest’ultimo & semplicemente convergente.
Poniamo a,(P) Bi(P) =1 (P),1=1,2,.

(13') ofn‘:imz...mv (P)= Z‘l Zi: Z Hh 7"‘ (tl z: Zv ) ’

(< i<y

qualunque sia il numero naturale v e, per ogni v, qualunque sia
la v—pla di numeri naturali m,, m,,...., m, con m; <

Mmp<....my;

0

14) @)=Y, .. ,,,va P (5 )

1 il<l2< iy, 1

in caso di convergenza della serie al lato destro;

(15%) LMB (P) = estr. sup N (P)]

my mg.. mv

in corrispondenza a tutte le v — ple di numeri naturali m,,
Myy.ooym, cOD My < My <...<m,, per ogni fissato valore
di v, nell’ipotesi che sia limitato 1’insieme delle somme par-
ziali (13').

Attualmente il fattore f; ... . (P) viene sostituito dal pro-

......

dotto Hh T4, (P) ed & immediato verificare che, posto
1

(18) R A7(P) = 1:(P) — Y (P)
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la (2) diventa

(2" Au o d0.. 0 Hh7‘h(P) H A'(‘h(P H Tz‘h(P)'

=k, n—ht1

Per scrivere la relazione analoga alla (4) conviene associare

@
Tty t :
reem n=1,2,..,la re
‘ ‘n 11 Zz e 7/,'
1 i < ig <. <‘
lativa successione 7 — pla completa delle somme parziali
gﬁf)gz ...iyy Cio€ senza piu la restrizione che sia ¢,<¢,<Z...<l¢,;
osservando che :
s 80 8 6, <4y <...<i,;
iyigeeeiy 1t~
S,(I'?z iy i 8@ DOD B 6 <4 <...<d, indi-
cando con jy, Jey...., Jo1 la
(n —1) — pla dei massimi interi
contenuti rispettivamente in z,, 4,
vev.s 2,1 con la condizione che sia

*jl <J!< tee <ju—l < iu ’

Q)

iqigu iy

I

0 se-%, <k per almeno un k (k=1,
l 2yuey ),

si vede che la (13") si pud scrivere:

4" my-1 my-1 my~1
(m (n)
cml Mmy.. .. m,,( )_ Z Ziz....21 iyige I“I_IhATlh (P)+
m1<m2< <m, 2 n
my~1 mg~1
+ Zk Hh ”'h ) ’ Zil Zi2 .....
n-k+1 1 2
my_j—1 n-k
Q(n)
’ Zi._;,, Siliz....i,,_km,._k_H....m,, Hh A'f,-h (P) +
n~k 1

+ Sﬁr’!ll)mz, ey I_Ih A{m,‘ (P) )
1
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dove nelle sommatorie al lato destro non compare pilt la limita-
zione 2, <ty <....<4,.
Cido premesso, passiamo a dimostrare il seguente teorema:
Condixione necessaria o sufficente affinché det. (E -+
+ D, (P) A Dy (P)) sia semplicemente convergente ogniqual-
volta sussiste per det. (E - A) la condizione 2) di I (anche
senza che sussista la condizione 1) d¢ I) é che sia:

0

(19) Y.l An(P) < C(P)

1
con C(P) funzione positiva di P su E, e

(20) lim 1,(P)=0

n—0

per ogni punio P di E.

Si tratta di provare che le condizioni (19) e (20) sono ne-
cessarie e sufficenti affinché, qualunque sia il punto P di E, e
qualunque sia il det. (E -+ A) soddisfacente le condizioni del-
dell’ enunciato :

1) ogni serie (14°) sia convergente con somme parziali li-
mitate ; .

2) sia convergente la serie il cui termine v — mo & dato
dalla (15').

Intanto la condizione (19) & necessaria e sufficente affinché

©
sia convergente la serie Z‘ Yi(P) ay, costituente il secondo ter-
1

©

mine di.(17), tutte le volte che & convergente la serie Z‘a“, se
1

si tiene presente che, in un determinante infinito semplicemente

convergente, gli elementi della diagonale principale sono i termini

di una serie convergente che pud essere del tutto arbitraria (basti

pensare al determinante infinito in cui, per ogni k¥ =1,2,...,

8 O =y == ....=a,, = ....; semplicemente convergente tutte
Qo 4 .

le volte che tale & la serie Zk Q).
1
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Passiamo ora alla serie Z 1:(P) 1 (P) ( ) costituente il
1 4<J
terzo termine di (17). La (4') fornisce per n =2:

v—1 g—=1

(P) = L Z) S®A7,(P)Av;(P) +

r—

+ % (P Z S® A P)+14(P)Z S8 A1 (P) + SE1,(P)1,(P) .

(4") o

)
D,q
P<yq

Le condizioni () e (6) diventano attualmente:
(5 Y 2 AP A (P) | < K(P),
<1 2

per un’opportuna funzione positiva K (P) di P su E, e

(6") lim 4, (P) A7, (P)= 0 i=1,2,...

n — 0

0

La (5 )econseguenm della (19) essendoz Z [A7(P) AY;(P)|=

= Z‘| Ay (P)] - le Av;(P)|s 1a (6') @ soddisfatta quando e
1 2’

solo quando sussiste la (20) (a meno che non sia 7,(P) = 7, (P)

per ogni coppia di numeri naturali 7,j e qualunque sia il punto

P di E, il che escludiamo). Pero le condizioni (5) e (6”) che

sono sufficenti, non si potranno senz’altro ritenere necessarie,

poiché le serie dopplez ( .), che attualmente interessano,

1 t<J
-]

sono particolari serie doppie Z” w;; avendo u;; =0 per ¢ =j;
1

d’altra parte la (5') @ conseguenza della (19); basta quindi pro-
vare la necessita della (6°), ossia della (20). Allo scopo suppo-

niamo che per un certo punto P, di E non sia lim y,(P,) =0;
- ! —
12
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sara allora

|7“k(P1) >e

per una certa quantitd positiva € e per una certa successione
crescente 7,, Mg,.... di numeri naturali. Supponiamo inoltre
che sia Ay, (P,) %0, il che non costituisce restrizione.

Cid premesso, consideriamo il determinante infinito

14 ay an et Ay (ST

—ay l1l—ay —ay —ay, —ag. .
an ay 14 ay ay Ags o v s

ay ay, ags 14 ay ag.....

ay a, Qg3 a, 1+4ayg...

con a,,%0, il cui sviluppo dimensionale & 1 4 Z‘ ay +
1

T\t
superiore a due. La serie semplice sia un’arbitraria serie con-

vergente (si pensi che debbono coesistere la possibilita di scelta
per il secondo e terzo termine dello sviluppo (12)); la serie
doppia si riduce a:.

+ Z” (7:}), risultando tutti nulli i minori principali d’ordine

e la relativa successione doppia completa | SP| =1, 2,....;
J=2,3,...., delle somme parziali &:
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o, (1) (1908
0

Assegnamo ora ad a3, a4, @,.... valori tali che sia:

Tny, (PI) A, (Pl)
| Ty (Py) Ay (Py) |

SP=0 per ogni altro 7, j.

8, =(—1) k=1,2,....

Lo (B
Con cid Z .| riesce convergente con somma eguale a
1
Tk \YJ

zero e somme parziali ovviamente limitate, onde il determinante
infinito costruito riesce semplicemente convergente.

La (4"), prendendo per esempio g = p + 1, fornisce :

»

b1 () = Zj SBAT(P) AG(P) + S Ton (P) A1 (P)

non appena & p>1. Ora il primo termine al lato destro con-
verge per p — o in base alla (19), mentre se si fa tendere p
all’ oo assegnandole successivamente i valori n;, —1, n, —1,...,
allora il secondo termine al lato destro oscillera tra valori

>s|An(P)]| e <—e|An(P)]|; la successione o® (A,

ny-1,ny
2 T .
O pyding? " & quindi oscillante onde la Z«‘ii 1 (P) 15 (PY) (”)
non pud essere convergente pur essendo convergente la
Z” (:;), con somme parziali limitate. Di qui la neces-
Tigs

sita di (20).
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Passiamo ora alla serie n — pla (14') costituente il termine
(n 4 1) — mo di (17). Tenendo presente la (4’), le condizioni
(5) e (6) diventano:

) X, Zi;...Z.-, T A% @ | <K®,
. 1 2 n 1

per un’opportuna funzione positiva K(P) di P su E, e

n—k

(6”) lim rlumqumm=m

[P TR PPN iy - o n—k+41

per ogni numero naturale k e, fissato %, per ogni (n—k) —pla
di numeri naturali ¢,, %,..., %, soddisfacenti la sola limita-
zione inferiore ¢, =m,m=1, 2,.... n. Ora

) 5, S S T, 8 P)l—H (Zatawe),

1

onde la condizione (19) & sufficente ad assicurare la (5"),
mentre la (20) porta di conseguenza la (6”). Si ha poi dalla (4'):

" (P) = lim . s™ - (P)=

JyMy. ..M
ml,m2,...,m,,—> - e e n
- «© -
=) . , P
PIDIN Z.,( H,LAH )
1 2 n

onde la (14') sara convergente con somme parziali limitate ogni-
qualvolta la (14) ha somme parziali limitate senza essere neces-
sariamente convergente. Con cid resta provata completamente la
prima parte della dimostrazione.

Passiamo ora alla seconda parte, cioé a provare la conver-

genza della serie ZV L;V)B (P).
. 1
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Riprendendo il teorema generale sui fattori di convergenza
per serie multiple riportato all’ inizio, ricordiamo che (Mookk, 1. ¢.)’
sotto le condizioni (5) e (6) si ha:

® ®
-~
Lin—k-i—lunzin All....l fll Lgees (P)
My k41 my
= Alllg‘ n—kl ‘g iyigee 'n—kmn-h-l-l...mn( )

e simili, onde la (4) si pud scrivere:

my;-1 mg-1

Om,m.. le in Siliz...i,. Bi1.a ﬁ'liz...i,, (P) +
m1~1 my,_3~1 -]
+ Zk[le Z'n—h 112 o lgp kMgt evee My, Zin—h+l---
Myy—k+1

...Zi.. A11....1 filiz...i,‘ (P)] + Sm1m2....m,, fmlma....m,l (P) )

My

e quindi nel nostro caso:

G my .. mg(P)| =< L (;,.1 ;,.2_,,2;, | Fll Av, (P)] +

my<m <. Ky, "

+ | thmh(P)!) :

Pertanto, essendo lem v, (P) = 0, fissato un numero positivo e
7 — ®

minore dell’ unita, sia n, il pit piccolo intero positivo -tale che
per n>>n,, sia | 1, (P) | <e, o sia M,=max |1 (P)|,i=1, 2,..;
sard quindi

(n) my [~ & n
lomy my, .. my(P)|<L (Hh Z‘|A7i(P)|-|-Mp">
1 h

mi<me<Zl...<my,
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qualunque sia la n — pla di numeri naturali m,, m,, .., m,
soddisfacenti la sola condizione m, <m,<<...<m,. Ma la

successione

n @
H;. Z‘ At (P) | 2 & manifestamente limitata per-
1 h

ché convergente a zero, onde dall’ipotesi 2) di I segue la

(v)

.
convergenza della serie Z L
v o.

B(P)’ e con cio il teorema &

completamente provato.

Occupiamoci ora delle condizioni di regolarita. Si ha che:
Condixione sufficente affinché det. (E + D, (P) A Dg (P))

sia semplicemente convergente su tutto E e sia lim det. (E +
PP,
P< E

+ D, (P) A Dy (P)) = det. (E - A) tutte le volte che quest’ul-

timo é semplicemente convergente, é che, olire alle condizioni

(19) e (20), sia

(22) : lim 1,(P)=1 i=1,2,....;
: 127

esistano due numeri positivi C' e C" e un intorno J del punto

P, tali che mell’insieme E' = E - J sia
\ .

(23) Y lAnP) <
1

(24) IL Y. anpi<c n=1,2,....
1 h

Notiamo subito che la condizione (24), certamente soddi-
sfatta dalla (23) se C' <<1, non & perd in generale conseguenza
delle condizioni (20), (22) e (23). Sia per esempio E una suc-
cessione | P, | di punti convergente al punto P° non di E. De-
finiamo la successione | 1. (P) | nel modo seguente : :

lperl<¢<k
%WPY={2 » =~k 1; le condizioni (20), (22) e (23) sono
0 » e >k+1 soddisfatte, mentre riesce :
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d had (8 7'2 perm<k +1
Uh ;«'AT‘(Pk)i_? 0 »n>kE+ 1.

@

Ciéo premesso, poiché Z‘ a,, ¢ un’arbitraria serie conver-
. . n _

gente, si vede che le condizioni (22) e (23) sono necessarie e
sufficenti per il secondo termine dello sviluppo (17).

Passando ora al termine (n -} 1) — mo di (17) si vede che
le condizioni (7), (8) e (9) forniscono :

(1) hm H To(P)=1  dy,dy...,0,=1,2...;

P<E

(89 hm I A'hk (P) ‘ 21:11 2412 Zlk 1 ’§lu+n

P<E i

® k—1 n
h==1,2,...n
...Zl'.. Hu‘Ahn(P)l ].—Ih\A7'h(p ; __1’ 2, ’ .
" 1 1 =14 ...

¥) Doty Dige 2ot | Lnl A%, (P) | < Ki,
1 2 n 1

per un opportuno numero positivo K}, relazioni che debbono
essere soddisfatte per ogni valore di n.

L’ipotesi che la somma della serie al lato sinistro di (23)
sia limitata in E’ assicura la (9') qualunque sia 7, in base alla
(21). La (8') & assicurata dalla (23) e dalla (22). Percio, intanto,
le condizioni (22) e (23), insieme alle (19) e (20), sono neces-
sarie e sufficenti affinch® la somma di ciascuna delle serie mul-
tiple che costituiscono i termini dello sviluppo (17) di det. (E +
+ D, (P) A Dg(P)) converga, per P— P, su E, verso la somma

della corrispondente serie dello sviluppo (12) di det. (E -+ A4),

ogniqualvolta quest’ ultimo & semplicemente convergente.
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Si ha poi che la serie

1+ incs(”’(P) =1+

+ 2SS 2050, W [ Laan ),

1

sotto la condizione (24), riesce totalmente convergente su E';
basta ricordare la 2) di I tenendo presente che

l Zil Z’z Zlu 5:‘) Hh A7'h(P) l S L(n)ill le
1

Zun Hh | A‘Vr-h(P |=L* Hh Z |A7(P) | <L C".

Di qui la sufficenza delle condizioni dell’ enunciato.

Vogliamo ora mostrare la necessita della condizione (24),
almeno nel caso che la successione !*{n(PH sia monotona, per
esempio non crescente, su E, o, per lo meno, su E’.

Intanto, anche nel caso attuale, non & detto che la (24) sia
conseguenza delle condizioni (20) e (22), (la (23) essendo ovvia-
mente soddisfatta). Sia infatti £ una successione di punti | P, |
convergente al punto P, non di E. Poniamo 1, (P,) =

ko T per 1<i< Ak

R+17— .
0 1t >k

soddisfatte e ciononostante riesce :

; le condizioni (20) e (22) sono

k® @®

IL 2. an@y=r+1
1 h

Supponiamo dunque che la (24) non sia soddisfatta; sara al-
lora possibile scegliere una successione {Pk di punti di ' E’, con-
vergente a Py, e una successione crescente znk, di numerl natu-



181

nk 0

rali per cui sia Hh ZiA*(,-(Pk)>k3. Se allora consideriamo
S | h

il determinante infinito

14+a, a, 0 0 0 0 0.
— ay, 1 Qgs Qg 0 0 0.
Qg . 0 1 0 0 0 0.
0 0 —az; 1 as ag O.
0 0 a0 1 0 0.
0 0 0 0 —ag 1 Qg
0 0 0 0 ax O 1 .
il cui sviluppo &:
14 ay+a, ay +ap g agy oot F s ... .
oo e Oypuonon Tomon—l Ton—lon—3« + oo oo o oo Uy + Qg Gyye oo v
coee Oyn 1)z Congntl Pontren—1 2n—12n—3 - L

e se si scelgono le a,, in modo che la serie ora scritta abbia il
. . 1 ..
termine di posto 7, + 1, k=1, 2,..., eguale a e e 1 rima-
nenti termini tutti nulli (il che & possibile perché ogni termine
del precedente sviluppo, a cominciare dal terzo, contiene un fat-
tore @Ggy2,—1 OppUre @s,s,.; che non compare in nessun altro ter-
mine dello sviluppo), il determinante riesce semplicemente con-

s

vergente, perché lo & assolutamente, riuscendo per ogni %:

1
Uyige'ny k2

naturali ¢, %,..., 4,

L™ =S - ==, qualunque sia la n, — pla di numeri

con ¢, =h; si ha:

L4+ 3, 00> [ [ Y APy >k,
1 1 h
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onde per P— P, percorrendo la successione }Phi, la somma
@

. della serie 1 + Z” o™ (P,) diverge anziché convergere a
1

1+ i S,
1

E immediato che una dimostrazione perfettamente simile si
pud fare anche nell’ipotesi meno restrittiva che la successione
"{,‘(P)Q sia monotona su E’ almeno per » maggiore di un

certo n.

IH. - Convergenza generalizzata e osservazioni varie.

1) Successioni particolarmente semplici di fattori di conver-
genza 5a,,(P)‘ tBﬂ(P f sono quelle per cui la successione
{1.(P)| riesce monotona convergente a zero in ogni punto

di E con lim 7,(P)=1 per ogni n e per cui la serie
P—P,
P<E

Z”\ Av.(P)| (che riesce convergente su tutto E poiche
1

n+p
Zh | A% (P) ]| =] Yot (P) — Tuyp (P)|) abbia somma non su-
n+1
periore all’unitd in tutti i punti di E sufficentemente prossimi
a P,. In particolare se P varia sulla retta ed E & I’insieme dei
punti di ascissa positiva minore di uno e P, & il punto di ascissa
uno, prendendo a, (P) = B,(P) = p* (p ascissa di P) si hanno
successioni di fattori di convergenza di tipo abeliano (*) soddisfa-
centi tutte le condizioni di regolarita.

Altre successioni di fattori di convergenza sono quelle per

0

cui le serie Z P) e Z B (P) riescono convergenti su
1

- (4 A. Rosouint - L. c.
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tutto £ con lim ys(P)=1 per ogni n e per cui la serie
PP, .

00

Z~| A7.(P)| (la quale riesce convergente su tutto E perchs, riu-
1

scendo assolutamente convergente la Z” 1o (P) = Z

1

on (P) Bu (P)

n
1
©

per un noto teorema di HeLrinaer-TorpPLITZ, risulta Zn| A1.(P)|<<
1

<2 Z”H,(P)]) abbia la somma non superiore all’unitd in
1

tutti punti di & sufficientemente prossimi a P,.

2) Si noti che facendo uso per esempio di successioni di

quest’ ultimo tipo, poich® la serie sempliceé Zh o, (P) B.(P) e la
1

00

serie doppia Zn o} (P) B3 (P) riescono assolutamente cohvergenti '
1

su tutto K, se la successione doppia ’a‘j‘ & limitatata, il
det. (E + D, (P) A Dg(P)) & assolutamente convergente, insieme
a tutti i suoi minori, su tutto £ (®), onde, per la condizione di
regolarita, il det. (E 4+ A) si pud ritenere convergente in senso
generalizzato dal punto di vista della convergenza assoluta di
von Kock.

3) Il teorema primo di II conduce naturalmente alla se-
guente counsiderazione: se det. (E -+ A) non & semplicemente
convergente ma le serie che costituiscono i termini del suo svi-
luppo formale hanno somme parziali limitate e sussiste 1’ipotesi
2) di I, det.(B + D,(P) ADg (P)) riesce semplicemente con-
vergente. Ora se {a,,( P)‘ e jB,,(PH sono successioni di fattori
di convergenza che verificano le condizioni di regolarita, pud darsi

che esista il lim det. (E + D, (P) A Dg (P); & naturale allora
. PP,

(5) F. Riesz 1. c., pagg. 35—48.
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assumere questo come valor generalizzato di def. (E + A). In tal
senso € per esempio da considerare il limite della successione dei
ridotti del det. (E + A), qualora esso sia convergente secondo
Hiw, ferme restando le ipotesi indicate sulle somme parziali delle
serie che figurano nello sviluppo formale per dimensioni. Infatti
se K & la successione dei punti Py di ascissa intera positiva sulla
retta, ove si consideri P, come il punto improprio, le succes-
sioni [, (P,)]  [Ba(P)| con ay(P)=Bi(P) = o Pz
che soddisfano le condizioni di regolarita, forniscono A, =
= det. (E + D, (P,) 4 Dg (P,)).
Cid & in armonia col fatto che:

00
. . - . .
«Se una serie doppia EM U, a somme parziali §,,,
’ 1

h,h=1,2,..., limitate, & convergente per quadrati, la sua
somma S per quadrati si pud sempre considerare come somma
. generalizzata secondo opportuni fattori di convergenza ».

Infatti sia {f,(P)}|, P<<E, secondo i simboli gia usati,
una successione di fattori regolari di convergenza per una serie

- KP) su £

. . . " P
semplice, tali cioé che len [AfKL(P)| < K T
lom f,(P)=1,n=1.2,.... Aggiungiamo ancora la condi-
P—P,

P<E
zione che sia lem f,(P) = O per ogni punto P di E.

Consideriamo ora la successione doppia { fw(P)] cosi definita:

H(P) per k=1,2,..., h

P)= .
Pl Hh(P) » h=1,2,..., k
. A h=k . .
Riesce Ay fm = (’;" pir hik” Sono percid soddisfatte

le condizioni di regolarita per fattori di convergenza relativi a
serie doppie, cioé le (5), (6), (7), (8) e (9) per = = 2.
Ora

m=1 n—=)

Sa(P)y= D D ugfy(P) =D, D Sydufy(P)+
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n—1

Memel
+ Z’. Stn AIO ﬁ”(P) + Zj Smj AOI /;n] (P) + Smn /::m(P)
1 1

onde

©

lim 6ua(P) =Y Sadfi(P) .

mmn— oo 1

Ma:

« Condizione necessaria e sufficente affinche Zk Se P (P) R
1
P < E, sia convergente qualunque sia la successione convergente
{8,], & che sia Zk | o (P) | << M(P), dove M(P) & una op-
1

portuna funzione positiva di P su E».
Inoltre: « Condizione necessaria e sufficente affinché sia
0
lim Zk Sy eu(P)= 8§, S=4&mSs, essendo P, un punto di
P—+P, k— o
accumulazione di £ non appartenente ad E, & che esista un nu-
mero positivo M’ e un intorno J del punto P, per cui sia

S eB <M s B =J E;

lim o¢,(P)=0 n=1, 2,..,

P—P,

P<E

lim 2(P)=1 S ) -Tox 8)».
fl’;;i,’- Zlntp P [SiLveruan-Toxpritz] (8) »

Queste condizioni sono soddisfatte dalle ipotesi gia fatte qua-
lora si ponga A f;(P) = ¢.(P).
Esistera percio il lem  lim o,,(P) e questo sara S,

P— Po m,n — Q
P<E

a
somma per quadrati della serie Z u,; .
ij
1

(6) C. Mooge - 1. ¢, cap. I, nn. 8 e 6.



