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TEORIA TENSORIALE DELLE DEFORMAZIONI FINITE
DEI CORPI SOLIDI

Meinoria di Axcrro Toxoro (Padova).

INTRODUZIONE

Fra le varie applicazioni che fece il Ricct del suo Calcolo
Assoluto a quistioni geometriche o di Fisica matematica, quella
alla teoria della elasticita dei corpi solidi non & stata da lui
pubblicata, sebbene cid fosse nelle sue intenzioni, come risulta
dalla seguente frase: «On consultera a ce propos: Riccr, Lezioni
sulla teoria dell’ elasticita qui paraitront prochainement», che si
trova nell’ ultima pagina della Memoria di Ricol e Luvi-Civir
« Méthodes de calcul différentiel absolu et leurs applications »
pubblicata nel Volume LIV dei « Mathematische Annalen ».
Fortunatamente queste « Lezioni » sono tutte contenute nei fogli
di un suo manoscritto che egli usava passare per la copia ai
suoi allievi del Corso dji Fisica matematica. In esso la teoria
dell” elasticita dei corpi solidi & limitata alle deformazioni infi-
nitesime.

[ impiego degli stessi metodi, con referenza alla teoria delle
deformazioni finite, e lo svolgimento degli stessi argomenti, al-
meno per cio che riguarda la Cinematica di tali deformazioni,
costituiscono 1’ oggetto della Parte prima della presente Memoria.
Nozioni classiche vengono qui sistematicamente trattate con i
canoni di questo Calecolo e pertanto nulla di nuovo nei risultati
si troverd in questa Parte. Ho voluto che la presente trattazione
della Cinematica delle deformazioni finite fosse il pit possibile
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aderente a quella fatta dal Riccl delle deformazioni infinitesime;
percio ho esposto nel § V, in coordinate cartesiane, argo-
menti che sono notissimi ai cultori di questa teoria; pertanto,
in qualche punto, ho creduto opportuno tralasciare certi dettagli
di dimostrazione e "addirittura di non esporre la teoria delle
quadriche di deformazione che si trova invece nel manoscritto
del Riccr

.Naturalmente questa aderenza alle « Lezioni» si perde nella
seconda Parte della presente ricerca, ove ¢ studiata la Statica
delle deformazioni finite. Nella trattazione delle deformazioni
infinitesime, la riduzione a forma lagrangiana delle equazioni di
equilibrio di *Cavcuy & immediata, potendo identificare le variabili
euleriane a quelle lagrangiane. Cio non & piu lecito quando si
tratta di deformazioni finite. Ho stabilito dapprima, per via di-
retta, con riferimento a coordinate curvilinee euleriane, le equa-
zioni di equilibrio di Caucuy sotto forma tensoriale. Un giudizioso
maneggio di formule permette di passarc da queste equazioni a
quelle ove figurano come variabili di riferimento le lagrangiane,
ottenendo cosi le equazioni di Kmcurorr-BrirLouixy in coordinate
generali. Da queste ho dedotto le equazioni di equilibrio del
Boussivisq e quelle del Siexorixi, attribuendo, sia alle une che
alle altre, forma tensoriale.

In ognuno di tali sistemi il numero delle equazioni & sempre
minore di quello delle incognite. Se supponiamo che ad ogni
particella elementare del corpo corrisponda un determinato valore
di una funzione delle sole caratteristiche locali di deformazione,
tale, che per qualsiasi trasformazione elementare del mezzo, il
corrispondente lavoro delle forze interhe, relativo all’ unita di
volume, eguagli la variazione che subisce la funzione in discorso,
allora si pud ottenere il pareggiamento fra il numero delle equa-
zioni ed il numero delle incognite. Basta infatti sostituire in tale
funzione - che si chiama, come & noto, il potenziale termodina-
mico, e che esiste sempre nell’ ipotesi dei mezzi continui soggetti
a trasformazioni reversibili, esenti da vincoli interni, isoterme o
adiabatiche — al posto delle componenti di deformazione le loro
esplicite espressioni in funzione delle derivate prime covarianti
delle componenti dello spostamento della particella dalla sua po-
sizione iniziale, perché le tre equazioni indefinite tensoriali di
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Kircanorr-BrinLoviy si trasformino in un sistema a derivate par-
ziali del second’ordine, ove figurano soltanto tre incognite, che
sono le componenti covarianti dello spostamento in discorso. Il
pareggio fra il numero delle equazioni e quello delle incognite

& cosi raggiunto.

Ho posto fine alla ricerca con brevi considerazioni sui corpi
solidi isotropi, assegnando le tensioni principali mediante le for-
mule dell” Araraxst (¥).

(*) Autori che, a mia conoscenza. s1 sono occupati di quistioni spet-
tanti alla teoria delle deformazioni finite con 11 metodo tensoriale, sono i
segnenti: L. BriLuovin, Les lois de ['élasticité sous formne tensorielle valable
pour des coordonnées queleconque. [Annales de Physique, Xe Série, Tome
I, (1925)]; Th. De Doxner, Théorie invariantire de I’ Elasticité o déforma-
tions fintes, [Acad. Royale de Belgique, Bull. Classe des Sciences, 53 Série,
t. 17, (1931) ] B. Finzi, Tensore elastici per deformnaxiont finite, [Boll. della
UL M. I, Anno X. (1931)]; Y. Duvroxt, Swur la théorie invariantive de
{"élustirité & déformations findes, [Comptes Rendus, t. 192, (1931)]; F.
D. Meryacuan, Finite deformations of an elastie solid. [American Journal
of Math., vol. LIX. (1936)]: U. Crsorrt, Meecanica razionale, [Libreria
Editrice politecnica, 42 edizione. Milano, (1942)]; C. Tovorri, Le equasion:
lagrangiane dellu wneccanica dei sistemi continue in coordinate generali.
[Rend. dell’ Ace. delle Sc. Fis. e Mat. di Napoli, Vol. XIII, serie 43, {1943;].

In tale teoria trovano posto di primo piano le ricerche del SigNoriNI.
Nella recente Memoria I3, — Trasformazioni termoelastiche finite, [Annal
di matematica. Tomo XXII, Serie IV. (1943)], si trova una esposizione
vettoriale dettagliata e completa dei suoi studi di cinematica e dinamica
delle deformazioni finite, compresi gli ultimi contributi che egli ha apportato
alla teoria in discorso '
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PARTE PRIMA

Cinematica delle deformazioni finite

§ 1. — Riferimento lagrangiano. Il tensore di deforma-
xione. Formule fondamental:.

1. Preliminars. Sia (o, 3, N, w, v, p, 6, T, w; h, &, j, R, /.
my, n, r, s, i, v=1, 2, 3)

(1) ds® = a,, dr? dx®

I” espressione del quadrato dell’ elemento lineare dello spazio

A

euclideo a tre dimensioni riferito a coordinate curvilinee z* quali

si vogliano. Denotiamo con a il discriminante della forma (1)
e con a®° i coefficienti della sua forma reciproca. Una determi-
nata regione counessa di questo spazio sia occupata da un mezzo
continuo S. Si supponga che questo mezzo subisca una defor-
mazione, in virth della quale ogni suo punto passi da una po-
sizione P, che diremo enixiale, ad un’altra posizione P, che
diremo ﬁ,naze. In conformita, I’insieme dei punti P costituira la
configurazione (o stato) iniziale del mezzo, che denoteremo con
Sy, mentre sard indicata con S, la configurazione (o stato)
finale o deformata del mezzo che & costituita dall’ insieme dei
punti P,. Siano 2 e X* i valori delle coordinate curvilinee

dei punti P e P;; le X* saranno manifestamente funzioni delle

(2) Xt = f)‘ (@', 2%, 2°),

che noi ammetteremo uniformi, finite e continue assieme alle

loro derivate parziali fino al terzo ordine almeno, in tutti i

punti di S,. Supporremo inoltre che anche le z*

(3) =M (X', X3 X3
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siano funzioni uniformi, finite e continue assieme alle loro de-
rivate parziali fino al terzo ordine almeno, in tutti i punti di
Spl. Pertanto, la corrispondenza fra i punti delle due configu-
razioni iniziale e finale del mezzo S va pensata come biunivoca
senza eccezioni; percid & necessario supporre che il determinante
funzionale

'l Y2 V3
Ao (XY X3 XY

o (&', 2% 1%

sia privo in S, di valori di segno opposto. Noi ammetterremo
che in tutto questo campo sia sempre

A>0.

Volendo uniformarsi a locuzioni costantemente usate in

idrodinamica, chiameremo le x* variabili lagrangiane e le X*

variabill euleriane.

2. Il tensore di deformaxione. Sun espressione in funiione

delle u* = X*—ua* e le loro derivate. Ai due punti P e P’
infinitamente vicini del mezzo iniziale di coordinate rispettive
£ e 2% - dr* la cui distanza ds, elevata a quadrato, & data
dalla forma (1), corrispondono nel mezzo finale due punti infini-
tamente vicini P, e Pj, di coordinate rispettive X* e X* 4

-+ dX?* che si ottengono dalle (2), e la cui distanza ds,, ele-
vata a quadrato, ¢ data, in conformitd alla (1), da

(4) ds} :apc(Xl) dXfdX°.
Posto
90 — G
r ot
si ha

dX? =9 dr*
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e quindi, sostituendo in (4), st trae

(5) dst = b (%) da? da?
ove

2y gt g
boo(a") = a,, (XM ¥ Vs,

nelle quali formule intendiamo le X* surrogate dalle (2). La
variazione ds? — ds* del quadrato della distanza ds dei due punti
P e P' del mezzo iniziale, per effetto della deformazione (2), &
pertanto

(6) dst—ds® = 2¢ _(2*) drf da’,

4]

avendo posto

(7) 28, (¢) = Dys (r*) — Upg (%) .

Le & («7) costituiscono un tensore doppio covariante sim-
metrico che chiameremo tensore de deformaxione, le cui compo-

nenti 5 (") saranno anche chiamate caqratteristiche di defor-
mazione.

La ragione di questo appellativo sta nel fatto che esse in-
tervengono nella determinazione delle alterazioni che subiscono,
per effetto della deformazione, le lunghezze degli elementi lineari
del mezzo iniziale e gli angoli che formano tra loro due di
questi elementi uscenti da un medesimo punto del corpo. Per
mostrare quanto abbiamo ora asserito, cominciamo a stabilire
dapprima alcune formule generali che sono fondamentali in questa
teoria.

Siano ds= PP e &8s = PQ due elementi lineari quali si
vogliono uscenti da P del mezzo Sp, il cui angolo, compreso
fra zero e =, denoteremo con @. I punti P, P, ¢ abbiano

_rispettivamente per coordinate a*, z* -4 da*, a* 4+ 8x*. Siano
Py, P;, Q le posizioni assunte da questi punti nel mezzo de-
formato, di coordinate rispettive X*, X*> 4+ dX*, X*+ 8X*;
-denotiamo con @, 1’angolo, con la precedente limitazione, for-
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mato dagli elementi lineari ds, = P, P/, ds, = P, ();. Valgono le
formule

(8) dsdscos® =a,; (%) da? 842,
9) ds, ds,cos 0, = . CX’) dXfgXN7.

Poniamo (') :

Si ha
a,, (‘\"7‘) = a,, (1) + g?:ﬁ wt é ajj ‘;ii Wt A4
e quindi, sostituendo nella (9), si trae
ds, 3s,c08 0, = Wy + i%—c wut % —a-ﬂ—ap—s—— L A
oxt 4 gzt 9

[Ae? + du? | [82° + ¢ ],
donde, sviluppando i prodotti, si ottiene

(10) ds, 8s,c08 0, = dsds cos @ -+ 8 (dx? 3u® 4= 8u° duf +

L

da
+ dur su®) + p e (dx? 82° + dx® 8u® + 8x° du® + duf Su’)ut* 4

A1
1 Fag
+ 5 (da? 8x® + da? us + 84° duf + duP Su’) u* w’ 4 ...
2 ou”* oxY

(Y) Abbiamo indicato con gli indici in alto «* le differenze XA — z ;
ma esse, nelle variabili a* , non possono esserc considerate come le compo-
nenti di un vettore contravariante; lo sono nel caso delle deformazioni infi-

nitesime. Per questa ragione abbiamo fatto uso della notazione u*~ anche
per il caso delle deformazioni finite,
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Cominciamo a trasformare la somma

0a,,
A=a,, (dzf ou® + 8x° duf) + —— u* duPou.
ee o™

Con referenza alla (1), facciamo le posizioni (%) :

(11) Uy = a,;u,
ou’ c
Y o A
(12) Vi u e -+- A ut
u N
. v _ s
(13) p g e 0o Uy,
Abbiamo
ou’
Ay AP Su’ = ag; Py dxf dxt =
3 0
= ° a, u® — _‘@_ 2° 2(]1?9 sxrt .
our P oxt 5
Ricordando che
8a G
- o)+
14 st lwpl o |po)’

risulta dalla precedente

(15) Ao daf Su® =1V, u, [)\ppj wt | dxf St
Similmente si ottiene
. N
2 SuSdnP — ] ,)\’{.pj/.p_
(16) Qs 82 du SVP "y, L\ pJ wh Y da? du

(® Il simbolo ¥,, non & qui adoperato come simbolo di derivazione
¥

covariante ; lo diventa nel caso delle deformazioni infinitesime.
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Sommando le (15), (16) e tenendo presente le (14) si trova.

con ovvio scambio di indici,

(17) A= Vp g+ YV ou, da? gaC,

Trasformiamo la somma

~

oa,
030 S
B=a, du?dn’ + 5—; (dr? Su® 4 20%du?) w4
' x

—— L A Vo

Si pud serivere

ouf onc da_, §y° da,, guP
B- ;am e M R T e ld., " gy -
ort st or® 9uv ox® oxt )
2
1 ¢%a .
PO def SaC .
2 oxt 4aY

Sostituiamo al posto delle derivate delle funzioni #* le loro
espressioni ricavate dalle (12) e al posto delle derivate prime
delle funzioni @y, le espressioni (14); si trae

ou? ou® . o 5] 5
S aE oy za‘m{va‘~ A " J [Vvuc—?t ‘/s Wt | =
=a, V, u V 210—{3 ut v u"—-—[p wt V¥, uf 4
eg Y v ¢ A ] "
6 S AL,T
-+ [)\ J RO
S iy ([ ][ ]] 2
8a® oY [lwo] " op]{ 5 ’
aaPV ﬁui 0 — ( v I + [ p Juf o
0u® ot wp| " |ov|| gar
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Ne consegue

b= [a"" VetV w? [xpv} \ zz: -V, upg W+
i [lcu] i;f — Yyt [)ﬁ; 2;: wh +
* [%VP] Z: v+ lxcu} ot ”TJ det 82"
%aj;gicv ut 1’ dxf 82 .

Facendo uso ancora delle (12) per trasformare le differenze
racchiuse tra le parentesi | {, dopo ovvie riduzioni e cambia-
mento di indici, si trova

(18) B= [VP u, Vg ult 4 ult +

[c}au" +[p}8u"
Yl oxf kvl 8x°
"
v o

In virth delle (17), (18), si trae dalla (10) la formula fon-
damentale

; 1 8’apc [w
2 dat gz wp

ut u"] dzf 0x° .

(19) ds, 8s,c08 8, = ds dscos © +
+ i Vougt+ Vou,+ Vou, Voutide? 8a®
ou’

o)

ox

ult dxf 8x° +

s | ou¥ 4
+HP~"J ox® +[P"’.

+§ 1_12“_9@'&_[ ‘”}
2 4t dxY pp

(O

|
[vo

wuP 1w def 0 ...,
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In questa facciamo © = 6, = 0; ricaviamo allora dalle (6)

per il doppio delle caratteristiche di deformazione in coordinate
lagrangiane la formula definitiva (%)
s | ou’
LBV ooxf

; w4,

(20) 2£p0= V, us+ Vou,+ Vp upVG ut

ou’
+| p JL
vl gx°

Possiamo pertanto dare alla (19) la seguente forma

‘ 2 I
u”#—g—gl“ 6%?‘—'[(‘)]3&)
oz™ ppptve

(21) ds, 8s,co8 ¥, = ds s cos® + 2590 dxP a° -

Osservaxione. Nell’ elasticita di 1I° grado, o di 1* approssi-
maxione, nelle espressioni ora assegnate delle épc si tien conto
soltanto dei termini che contengono le u® e le loro derivate pri-

me al primo grado. In conformita a questo criterio, si ha
(22) 28, =Vou;+ Vyu, .

Nell’ elasticita di 2° grado, o di 2* approssimazione, nelle
espressioni delle £, si tien conto soltanto dei termini che con-
tengono le »f e le loro derivate prime al primo e secondo gra-

do. In conformita, dobbiamo scrivere

(23) 28, =V u;+ Vou,+ V u, V,u'+
\[ o | o [ p | o
Y_ o I!J'
ﬂg ;LVJ axP+LHJ o 1T
+ \ 1_ 62apo o |\ o AT
[ 2 Gren — '

wpllvoe

(3) Queste espressioni delle £__ si trovano nella Memoria del Brivrovrx
P ]

(pag. 268) citata nella nota (*) dell’Introduzione.
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Nell’ elasticita di n-simo grado, o di n-sima approssima-
xione, nelle espressioni delle &, si tien conto soltanto dei ter-

mini che contengono le wP e le loro derivate prime al primo,
secondo, .....n-simo grado (*).

3. Riferimento a coordinate cartesiane ortogonali. Le e-
spressioni (23) . delle €, si semplificano notevolmente, se iden-

tifichiamo le coordinate curvilinee z* ad un sistema di coordinate

cartesiane ortogonali y*. In tal caso, avendosi
a — v 1 peI‘ p=0,
fele]
0 » pza,
si ha
dug
t, == uf V, oy =—-,
: dy®
e quindi le (23) si riducono alle seguenti
oe ou,  dug % on, .
2=t .
' 9y 9yP ayF ay

che sono ben note nella teoria delle deformazioni finite in coor-
dinate cartesiani ortogonali.

4. Trasformaxione delle (23) in forma tensoriale. Con ri-

ferimento alle linee coordinate x* passanti per I’, denotiamo con

v* le componenti contravarianti dello spostamento PI’. (Ricor-

diamo che allora i prodotti V&B v rappresentano le componenti
di PP, secondo le linee coordinate passanti per P).

A

Per trovare la relazione che passa fra le «* e le »*, si

osservi che denotando con Y*, »* rispettivamente le coordinate

) Cfr. la Nota del Durost citata in (*) dell’ Introduzione.



cartesiane dei punti I, e P, si ha
B . 8‘1,7.
o= () O
dy°

od anche; se diciamo

le formule di trasformazione fra le coordinate cartesiane g e

le urvilinee .« nel mezzo iniziale,

7

y, e - j 8'7‘;\ \ 1 ’, a] )
Pt (X = P ) o = Pt ) — g (o) D =
oy oy?
BT R N oY L
artt gy 2 8t gy oy*

Con riferimento alla forma (1), ¢ notorio che si ha

0% ¥

okt g,y

o | dyf
v

[

Sostituendo nella precedente e tenendo conto delle identita

ar 8y* N V1 per A= p,
e ee=3 6 = A
ouyf Ot B i* 0 » Atun.

N =

donde

—
~

b= L
2 v
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Da queste si traggono le equivalenti

\ = — 1* t (Ral D
< 2 (pv
(24) |
( Uy =y — l_ A oY,
2 |(wv

Ponendo le (24) nelle (23) e trascurando i termini che
sono di grado superiore al secondo nelle v* e le loro derivate
prime, si ottiene

(25) Zépcz VP vy -+ chp—i— vapvc'v“ +-
.i»lw‘f‘jg fo]fol [o
T2 gt ar ':Lp vol T luo
ln“r".

Rk
2 Ga? |0V 2 ga° BVl

Ora si osservi che i simboli di Rrrvasxy relativi alla forma
(1) sono tutti nulli, percio possiamo scrivere

\

®

po

0 6 0 G ' PN PN
s I el Il Bl 1 R S Bl B
are [V ox¥ (P p wpllv o (. vy 1P O
0 p} 0 [w A [xl 7\1[1]
Y6) = —-—- — + - =0.
ke, w0} = Lw o’ | Gj wolly o) gv« vlsp
Sommando e ricordando che
oa, 5 |
oxY vp v 3|
si ricava
’ 1 8 [o] , 1 9 [p] (X[
6 s b — -
(26) 2 6° LHJT26.7-° LHJ [w v [pﬁ}
L a1 Ix] L x]
2 32k oz _23949 ol T F full )




g

o
-~

Se infine osserviamo che si ha

3 IN {)\ ] R
vellps v
e si scambiano gli indici di sommatoria p. e v, si vede dalle

(26) che & nullo nelle (25) il coefficiente del prodotto »* Y. Si
ricava pertanto la formula tensoriale definitiva

|
o o

)

(27) 28, =V, v+ Vv 4 V,r, Voukt,

§ 2. - Variaxioni che subiscono gl elementt lineari del
mexio tnixiale e variaxiont dell’angolo dv due elementi linears
uscentt da wno stesso punto per effetto della deformaxione.
Dilataxione cubica. Invarianti principali di deformaxzione.

1. Coefficiente di dilataxione (ineare. Nella formula (21)
identifichiamo PQ' con PP’ e di conseguenza P, Q[ con P, P;:
si trae, per la (6),

(28) dst —ds?= 2¢ _(x") dafda®= 21,

ps(

Si chiama quadrica differen:iale di deformaxione la qua-
drica che ha per coefficienti le caratteristiche di deformazione.
cioe la

b=¢, (L2 drf dr® .
Siano A’ i parametri di direzione dell’ elemento lineare
ds = PP’, cio¢ i rapporti

N
o
s
In forza della (1), essi sono vincolati fra loro dalla relazione
quadratica
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Chiameremo coefficiente di dilataxione lineare relativo al
punto P e alla direzione individuata dai parametri 2 il rap-
porto

ds, —ds ﬁ‘,

ds  ds -1

g =

La sua espressione in funzione delle 5;5 e delle A’ si ot-
tiene subito dalla (28), ed & la seguente:

(29) e =11 426,000 —1.

2. Scorrimenti. Si chiama scorrimento mutio dei die ele-
menti lineari PP e PQ', la differenza ® — O, degli angoli che
essi formano prima e dopo la deformazione. Per calcolarlo, de-
notiamo con p.* i parametri di direzione dell’elemento PQ’, e
sia g il coefficiente di dilatazione lincare relativo all’ elemento
PQ'. Dalle formule (8) e (21) si ricavano le altre

(30) cos® = a W7,

cos (), = o EE
(31) o8 (1) (1 ——g)

/ a2 &40
{5 -+ ~,Pc) AP,

dalle quali si calcola la differenza @ — 6,,
Supponiamo ortogonali i due elementi PP’ e PQ': essendo

allora O = ’23 dalla (31) si trae

Posto

si vede che lo scorrimento ¢ relativo alle due direzioni ortogo-



nali ds = PP’ e ¢s=P@" spiccate dallo stesso punto P. si ot-
tiene dalla formula
ds; 0Os, <

32 -
(32) ds 0os

| — & S F
senp = 2§ nFu

A

Supponiamo ortogonali le linee coordinate +* e denotiamo

con A* 1 parametri di direzione della congruenza [/] individuata

dalla intersezione delle superficie coordinate "+ = cost,. +"'? =
= ¢ast. Abbiamo allora

5 1 per p=#h,
(0 > uwkh.

1
MW= gr K
4§ Fa,, "

Ne consegue che il coefficiente &, di dilatazione lineare
dell” elemento ds, della linea # passante per P che appartiene
alla vongruenza [£], ¢ dato da

\

/

&

e o S

(33) o=l 22—
hi

Diciamo v, lo scorrimento relativo agli elementi lineari
A8, e ds, , uscenti da un medesimo punto P delle linee /o - 1,
i+~ 2 apparteneunti alle congruenze [# -+ 1], [k~ 2], e teniamo

presente che, in base alla (33), si ha

“mwhvﬁ¢9%fw
ds, I I Qpyynn

. ST T
Ad'\.l n o2 1+ 2,,5'“ 2 b2

Dalla (32) si ricava allora

ok : 2¢
. / Do Sl R 2 Chil -2
554) l/ 1 + Z"*+' + Vl +‘ 2 =7 T sen L, = —/‘:’i—%’—t_—,— .
A}, 41 hy Opiani2 Van,y, @ass
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Le (33), (34) giustificano I’appellativo di caratteristiche di
deformazione dato alle funzioni &, .

Con riferimento a coordinate cartesiane ortogonali #*, siha
a,o=1per p=c e a,; =0 per pFo; inoltre le X’ relative
all’ elemento ds si identificano con i coseni direttori a, di questo
elemento. Le (29), (33), (34) si riducono pertanto alle formule
ben note

e=J1+2¢,a,0, — 1,

g=V1+2&,—1,

Vl -+ 2&/14_1 Rl Vl 4+ 2812540 SEN P, = 281 A2 .

3. Dilataxione cubica. Invarianti principali di deformaxione.
Sia dS D elemento di volume relativo al punto P del corpo
nello stato iniziale e dS, il corrispondente elemento di volume
relativo al punto P, del corpo nello stato finale. Si chiama
coefficiente di dilataxione cubica relativo al punto P il rapporte

dS, — dS

o =
(35) ) .

Con riferimento alle forme (1), (5) abbiamo rispettivamente
d8S= Va(T") dz' dx® da?
48, = Vb (%) da da? da?,
avendo denotato con b (z*) il discriminante
16 ™) [ = age (@) + 28,5 @) |-
Consideriamo i due determinanti a = |[a,. |/, &= [[&;];

diciamo A, E,; i complementi algebrici degli elementi o,

€, mei determinanti suddetti; facciamo le posizioni
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e dimostriamo che le EP° costituiscono un tensore doppio con-

travariante (simmetrico). Infatti, sia ?°® il tensore triplo di
Ricur con referenza alla forma (1); valgono le identita

=P — é, S#BP GO £

o &Bv :

Il principio della saturazione degli indici prova la verita di
quanto abbiamo asserito.
Avendosi

b(eh) =a+ 28, A+ 4a,, E  + 8¢,

risulta dalla (35)

A

N
(36) @:%—1 =V%—1=y1+211+41;+813—1,

avendo posto

- - 1,
(37) h=a"8,, L=a,E", L= 3 S0 277

Queste funzioni sono degli invarianti e si chiamano inve-
riantt principali di deformaxione,

Con riferimento a coordinate cartesiane ortogonali, si hanno
dalle (87) le espressioni ben note

L = 511 + ‘Sﬁz + &33,

Iz == ‘Sll 592 -+ &?2 833 + 533 E” — &?g -_ égz - E_%h
Is = &11 &22 &33 - Sn ‘233 - &22 égl - &33 E‘T)z + 2 512 523 &31 .

§. IIl. - Direxioni e dilataxzioni principali. Terna princi-
pale dv congruenze di linee.

Fissiamo nella configurazione iniziale del mezzo una terna

ortogonale di congruenze di linee di parametri A\’ e di momenti
h
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A, {con referenza alla forma (1)). Come & notissimo, queste

h
funzioni sono vincolate dalle relazioni

.
v {

(38) AN =8 W =18,

Rl
ogni gruppo essendo conseguenza dell’altro.
Facciamo le posizioni

(39) . Wy = 593 AP S .

h k

Da queste si ottiene, in virti del secondo gruppo delle (38),
(40) S0 = ou kg )):c .
Per b=k, si trae

(41) 0y, = &pc AAC

Se quindi ricordiamo le (29), abbiamo per il coefficiente di
dilatazione lineare ¢, dell’elemento ds, = PP’ della linea / (che
appartiene alla congruenza [k] di parametri XY) e che passa per

h

il punto P, I’ espressione
(42) =11 +2w,—1.
Dalle (39) si trae ancora

43 Ot pgs = AP QS
( ) Wl hte &pch-p h-2

Percio, detto v, lo scorrimento relativo agli elementi lineari
ds,,,, As,,, delle linee %~ -1, £ 42 passanti per uno stesso
punto P, ricordando la (32) si trae

_1_ d31h+1 d31h+2
2 dspy A,

(44) Oryinpe = sen ¢, .



o
Qv

Nella prima delle (37) sostituiamo al posto delle &, le (40):

¢
tenendo conto che

a’r, hy = 1,

’c.p it
si ricava .
(45) I =X, 0.

Per trasformare la seconda delle (37), osserviamo dapprima
<he, posto

(46) Q. = EW\,‘P >\c )
donde
(47) =P =Q,1°

A h

lo funzioni Q,, si identificano con i complementi algehrici degli
elementi o,, nel determinante |, ' ().

(°) Per dimostrare questa proposizione, cominciamo ad introdurre nei
calcoli le componenti ejx; relative alla terna 2?7 del tensore ternario = di
h

Riccr, ciogé poniamo
AN
e = e A 0, A,
R
donde
() Y =g 2% A AV
h & 4
Le ep;; sono pertunto cguali o zero, se almeno due degli indici 7, 4,
sono eguali tra loro, e valgono invece + 1, oppure — 1, secondo che hkl
essendo una permutazione ad indici tutti differenti di 1, 2, 3, essa é rispet-
tivamente di classe pari o dispari rispetto alla permutazione fondamentale
123. Avremo quindi dimostrato 1’ asserto, se proviamo che

1

(B) Qs = ? €irh €jsk Wiy Wps «

A questo scopo sostituiamo nelle (36) al posto delle componenti del

tensore ternario e**' e del tensore doppio £, vispettivamente le (a) e le



Ponendo nella seconda delle (37) al posto delle Z¢° le (47),

e ricordando le solite relazioni fra le XY, si ha
hk
(48) I =X, Q.
Infine, per I otteniamo

1
(49) Is = T%‘ Xin @ th .

Dalle (43) consegue che, se sono nulle le tre funzioni
O, 42, SOno anche nulli i tre scorrimenti ¢, e viceversa. Ora

¢ ben noto che, essendo simmetrico il sistema covariante &5, ©
sempre possibile fissare nel mezzo iniziale almeno una terna di
congruenze di linee mutuamente ortogonali tali che, con referen-
za ad esse, si ha

(50) Opt1hpe = 0.

Concludiamo pertanto che da ogni punto P del mezzo nella
sua configurazione iniziale escono tre elementi lineari costituenti
un triedro trirettangolo i quali si trasformano nel mezzo defor-
mato in altri tre elementi iineari useenti da P, e che formano
ancora un triedro trirettangolo.

Gli elementi lineari in discorso sono quelli delle tre linee
h passanti per P delle tre congruenze [A] per le quali valgono
le (50). Essi individuano le dérexzioni principale della deforma-
xtone relative al punto P. La terna di congruenze [k] di linee

(40). 8i ricava, ricorrendo alle relazioni (38),
o
BP0 — o Emul €ner Onip O e 220,
2 T

) r

Poniamo queste espressioni di E°7 nelle (41} ; si ottiene, sempre avu-
to riguardo alle (38),

1
Qi = =5 Gmuk Cucl. Omn Wy
2

le quali, a meno del formale cambiamento degli indici, coincidono con le (B).
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mutuamente ortogonali costituisce la fterna principale di con-
gruense di linee della deformazione.
La determinazione dei parametri A’ di queste congruenze
h

si effettua, come & noto, risolvendo il sistema di equazioni lineare
ed omogeneo

- & a
(51) (&PG—— w, apc) =0,
h
w, essendo le radici (sempre reali) della equazione

{52) D(w)= ]Hipc—w a

pc“:O'

Dalle (51) si trae

& L ~0
(53) o = &g ?\f 1,
donde
(54) Soo =0, )/‘p )}:G .

Quindi, per i coefficienti di dilatazione degli elementi lineari
delle linee delle congruenze principali uscenti da P, abbiamo le
espressioni
(53) o, =11+20,—1.

Queste z, si chiamano coefficients di dilataxione principali
della deformazione.

Sempre con riferimento alle congruenze in discorso, dalle
(48), (49), per gli invarianti principali di deformazione si trag-
gono le semplici espressioni

)
“p Wp W, 1 W40 .

wW| =

TN —— \] o N\l —
(96 L=2Y 0, L=2%o0, Wpp I, =

Fissiamo 1’ attenzione sulle radici o, dell’equazione (52),
considerando i tre casi seguenti:

) o, = 0, = 0; = . Avendosi

I
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risulta dalle (54)
(57) So=wa,.
In tal caso il sistema (51) & soddisfatto da ogni terna a°

(per ogni k) e pertanto concludiamo : se le tre radici dell” equa-
zione (52) sono eguali tra loro, ogni terna ortogonale di con-
gruenze di linee tracciata nel mezzo iniziale & principale. In
tale deformazione, i coefficienti di -dilatazione lineare intorno ad
un punto P sono tutti eguali, perché dalle (29) si trae

(58) e=J1 +20—1,
in virta delle (56) e dell’identita quadratica

£30 _
apc)’\ 3\ = 1.

Gli scorrimenti mutui di due direzioni ortogonali quali i
vogliono uscenti da un medesimo punto sono sempre nulli.

b) o F w,, w,=w; lo tal caso la matrice del determi-
nante D(m,) & di caratteristica 2. mentre la caratteristicu della
matrice del determinante D (w,) & uno. Pertanto il sistema (H1).

fattovi

0y = 0.

ammette una sola soluzione indipendente X°.
1

Associando a questa congruenza ubna coppia qualsiasi i
congruenze ortogonali fra loro e alla precedente, avremo costruito
una terna di congruenze principali. Adunque, nell’ipotesi che
I’ equazione (52) abbia una radice doppia, esistono ancora infinite
terne di congruenze principali che si ottengono nel maodo che
abbiamo ora precisato. Ne consegue, che il piano = determinato
dalle tangenti alle linee delle due congruenze arbitrarie (purche,
beninteso, soddisfacenti alle condizioni ora dichiarate) passanti
per un medesimo punto P & tale, che presi in essu due elementi
lineari qualsiasi ortogonali fra di loro e uscenti da P, il loro
scorrimento & sempre nullo. Il coefficiente di dilatazione lineare
¢ sempre il medesimo per tutte le direzioni uscenti da I e gia-
centi nel piano .
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€) o + o, + wy. Il sistema (51) ammette una sola soluzione
indipendente per ogni radice ®, e quindi nel caso delle radici
distinte dell’equazione (52) esiste una ed una sola terna di con-
gruenze principali.

§. IV. — Condizioni di congruenxa del Dr Saixt—VExaNt.
Assegnata una deformazione del mezzo continuo S, —— Npy s

resta completamente individuata la quadrica di deformazione
bo=&, (1) da? dr® |

in quanto sono determinati i suoi coefficienti &0 (A in fun-
zione delle coordinate lagrangiane «*. Inversamente, domandia-
moci: assegnata la quadrica ¢, ciod i suoi coefficienti & . come
tunzioni del posto .*, esiste una deformazione del mezzo Sp
che ammette queste funzioni come caratteristiche di deformazione *
A questa domanda si deve rispondere negativamante, perche. e
lo vedremo subito, le funzioni E_PG devono soddisfare ad un si-
stema di sei equazioni differenziali a derivate parziali dei secon-
d’ ordine.

Per trovare queste equazioni sono stati proposti vari metodi,

ma il pit semplice ed il pit naturale & indubbiamente quello
del Crroent (°) che noi ora esporremo in coordinate generali .+,
Tenendo presente quanto abbiamo esposto nel § 1, le condizioni
necessarie e sufficienti perche sei funzioni &, (£ siano atte a
rappresentare una deformazione del mezzo S, sono quelle che
si richiedono per 1'equivalenza delle due forme differenziali qua-

dratiche

(59) dst = @, (X* dX?dX°,
(60) dst = 0, (@) + 28, (1) | de? da

(°) CrunkLt, Sopra le deformazioni finite. Le equariont del Dr SaiNt-
Venaxt, [Rend. r. Ace. dei Lincei, serie 53, Vol. XX, (1911)].



68

le quali esprimono il quadrato dell’elemento lineare dello spazio

Spl, la prima in funzione delle variabili euleriane X* e la se-

conda in variabili lagrangiane x*, con laggiunta, nel caso della
grang ) £8 )

sufficienza, che le formule di trasformazione soddisfino alle con-
dizioni che abbiamo precisato nel n.0 1 del § 1. Ora, se esiste
la deformazione Sp,— 8’1 caratterizzata dalle formule

X = fl (!, o*, %),

le due forme sono equivalenti, e poiché la prima ha nulli i sei
simboli di Riemaxny, in quanto rappresenta il quadrato dell’ele-
mento lineare dello spazio deformato, che & uno spazio euclideo,
nulli saranno eziandio anche quelli della seconda forma. Inver-
samente, se i simboli di Rizvaxx della forma (60) sono nulli,

poiché lo sono anche quelli della prima, le due forme sono equi-

valenti, e quindi esistono delle funzioni X* = f* (&', 2, 2%, le

quali, nell’ipotesi che esse soddisfino alle condizioni precisate
nel n.° 1 del § 1, individuano una deformazione §,— S, , che
ha le assegnate & (¢*) come caratteristiche di deformazione.
Adunque, per avere le condizioni in discorso, bastera scrivere i
sei simboli di Riemaxx della forma

(61)  gpo (M) da® d2® | goq (2h) = agy (1) + 28,5 (£,
ed eguagliarli a zero. Le equazioni che cosi si ottengono si chia-

mano equaxiont del Dg Saint—VEnant, od anche condizioni di
congruenia, o dv compatibilita, del De Samnr-Vesant. Posto, con

rviférimento alla forma (61),
¢ h s k] h
7‘2(]—}“;1'1&,[34_ [tu]’
esse sono le seguenti:

(62) r+1r4+2, s4+1s+2)=0, (r,s=1,2,3),

h

r s

0 t 0
(rt, su) = o [7‘ S] e

ricordando che

(s+1s+2, r+1r+2)=@+1r+2 s+1s4+2),
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Per avere le equazioni del Dr Saixr-Vexasr in coordinate

cartesiane, bastera nelle (62) tener conto che a, = 1. a ;= 0,
p¥o.
§ V. — Riferimento a coordinate cartesiane. Analis? della

deformasione. Consequenxe. Ricerche del SiGNoRINI.

1. Spostamenti rigidi. Supponiamo dapprima tutte nulle le

593 e riferiamoci a coordinate cartesiane ortogonali z*. Conside-

razioni geometriche (?) mostrerebbero agevolmente che in tale

caso le X* sono date dalle formule
(63) X* = b bt

ove le /% sono costanti arbitrarie e le /);* sono 1 eoetficienti.
pure arbitrari. di una sostituzione ortogonale destrosa, dovendo
essere positivo il determinante A. Si pud arrivare alle (63) con
eguale facilita per via analitica, osservando che in forza dei ra-
gionamenti fatti nel § precedente, deve essere ora

ANP - dX® 4 dX® = dz® | d2® + da®,

e quindi, come & notissimo, valgono le (63). Inversamente, si
vede subito che le (63) individuano una deformazione che ha
nulle tutte le sue sei caratteristiche. Adunque, le deformazioni
per le quali sono nulle le relative componenti £ ;, sono tutte

e soltanto quelle che lasciano invariata la forma da®® 4 da® - da®,
e quindi esse si identificano con un spostamento rigido del
mezzo S, (%).

(") ApreLL, Traité de mécanique rationelle, [Gauthier-Villars, Parigi,
3% ed.. (1921)], Cap. XXXII, pag. 243-245.

(®) Si deve escludere che la deformazione in discorso sia una simmetria,
la quale pure conserva inalterati angoli e distanze, perché in tal caso il de-
terminante A avrebbe il valore negativo — 1.



2. Deformaxioni omogenee. Supponiamo che le & ; siano
costanti non tutte nulle. Anche qui (°) semplici ragionamenti geo-

metrici portano a concludere che alle X* si pud dare la forma

: 1 per A=y
Xr— b (3 0y A, = ’
(64) + (8, + b, " 0 » ndp.

ove le 5" sono costanti e le b;; pure costanti vincolate alle

$po dalle relazioni

3 ‘ e o) I N1}
(65) 28 = bg +4- bp + h’p b'c ,
e tali da rendere positivo il determinante

) 146, b b} l
Lo 146 B
b o146

Si pud pervenire alle (64) con altrettanta facilita con pro-
cedimento analitico, osservando che nel caso attuale dev’essere

S a\ve JVO G ¢ o G
(66) B7ANP AN = |87 + 28, L da® du®.

Se ora si ricorda che le derivate seconde delle X* rispetto
alle #* si esprimono linearmente a mezzo dei simboli di Curi-
srorFeL calcolati con referenza alle due forme che stanno nel
primo e nel secondo membro della (66), i quali, nel caso nostro,
sono tutti nulli, segue che le derivate in discorso -sono tutte
eguali a zero in ogni punto del mezzo S,, e quindi le X% sono
quelle assegnate dai secondi membri delle (64). Inversamente,
Ie (65) ci dicono che le (64) individuano una deformazione che
ha costanti le relative caratteristiche.

(%) ArpeLL, loc. cit. (7); pag.253-256.
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Nelle espressioni (65) delle &5 le costanti 4* non figurano;
st pud pertanto, senza modificare la deformazione, assumerle
eguali a zero. Possiamo quindi scrivere le (64) sotto la forma

( 1»{—1):1 per i = ..

{ //l"‘ »  AF .
La deformazione definita dalle (67) si chiama deformaione

siesgenea, ed in particolare, omognea pira, quando si ha

N

)
et = et

" 2

Ovviamente si riconosce che il coefficiente di dilataziene li-
neare del mezzo N, dipende soltanto dalla sola orientazione di
questy elemento e non dalla posizione di P: altrettanto dicasi
dei coetticiente di dilatazione cubica. Anche gli seorrimenti mutui
dr due elementi lineari spiecati da un medesimo punto P non
diendono da esso, ma soltanto dalle direzioni degli elementi in
discorso,

In una deformazione qualunque abbiamo visto che ad ogni
punty del mezzo nella configurazione iniziale si pu’ associare
una terna di elementi lineari mutuamente ortogonali la quale si
trasforma nel mezzo  deformato in unaltra terna di elementi
lineari che sono ancora ortogonali due a due. Nel caso della
defurmazione omogenea la direzione di questi elementi non di-
pendle dalla scelta del puuto P, e poiche ogni retta del mezzo
Noositrasforma in una retta del mezzo S, possiamo concludere
che in tale deformazione ad ogni punto P del mezzo iniziale si
pud ass<ociare un triedro trirettangolo P& i cui spigoli si tra-
storaiano nel mezzo deformato in quelli di un altro triedro tri-
rettanzolo Py&%. Nel caso della deformazione omogenea pura gli
assi 12, E% sono ordinatamente paralleli agli assi P&~ ().

Con riferimento alle (64) possiamo scrivere
(6

)
/



(69) § = (3] + *f) aF = *cf 2t

ove le a;‘ sono i coefficienti costanti di una sostituzione ortogo-

nale destrorsa, e le *ci delle costanti tali che

A X g.p
(70) €, = %, *cu .

h

Aggiungiamo le ulteriori condizioni
7 *pP — kP
(‘ 1) C‘U' = CP .
Dalle (70) si ricava

ey U BT ot 20

(72) #2128 *cP | KeP = 2¢
" -2
le quali, unitamente alle (71), determinano le *cf .

Dterminata la deformazione pura definita dalle (69), (71).
si passa poi alla determinazione delle ai, cioé della rotazione
locale inerente allo spostamento rigido definito dalle (68) (*).

Concludiamo pertanto: ogni deformazione omogenea puo es-
sere ottenuta mediante uno spostamento rigido seguito da una
deformazione pura.

Si osservi che in base ai due gruppi (72) le *cg si espri-
mono soltanto per le §,, e quindi la deformazione pura @&
completamente determinata dalla sola conoscenza delle caratteri-
stiche &, della deformazione omogenea assegnata. Non altrettanto
avviene per la determinazione della rotazione locale inerente
allo spostamento rigido (68), la cui espressione contiene le deri-

A
vate

anche fuori delle combinazioni §&,, (**).
oz *

() Cfr. Cosserar, Eugéne et Francgois, Sur la théorie de I Elasticité,
[Ann. de Toulouse, X, 1896]. Cap. I, pag. 19-25.
(%) Cfr. la Memoria citata in (11) dei Cosserat.
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Supponiamo ora che la deformazione omogenea definita dalle
(67) sia pura.

Con referenza al punto 0 - origine degli assi 0x* — poiche
a questo punto del mezzo iniziale corrisponde sé stesso nel mezzo
deformato (formule (67)), gli assi 0&* (di cui si & parlato a
pag. 29 rispetto al punto generico P) coincideranno ora ordina-
tamente con gli assi 0t} e danno le direzioni principali della
deformazione pura relative al punto 0. Assumiamoli come assi
di riferimento, e diciamo ¢~ e Z* le coordinate dei due punti
corrispondenti P e P, della deformazione in discorso. Poiche
essa & omogenea, possiamo scrivere

3

- - A el
(3 =" = <
(73) by

ave le C"; sono costanti. Al punto P, che supponiamo situato

. C . . 41 2
sull’asse delle &', e quindi di coovdinate &l, E)“ =0, E)‘+ =0,
corrispondera il punto P, situato sul medesimo asse, e quindi
. . N S ) .

di coordinate =*, ="' = 0, =2 =0 cid per la scelta che
abbiamo fatto degli assi di riferimento. Dovendo questo fatto
aver luogo qualunque sia la posizione di P sull'asse 08 e

qualunque sia I'asse 08, dalle (73) si trae
CZ;:() per Az,

e quindi le (73) si riducono alle seguenti

- =X A eh Ay g A

(14) = :Cl& 2(14“]}1)& )

ove le B; sono manifestamente i coefficienti di dilatazione prin-

cipali. Possiamo quindi affermare: Ogni deformazione pura consta
di tre dilatazioni secondo tre assi mutuamente ortogonali, i quali
sono i tre assi principali della deformazione.

Associando questo risultato con quello stabilito in prece-
denza, possiamo concludere col teorema definitivo:

ogui deformazione omogenea pud essere ottenuta mediante:
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una traslazione,

una rotazione,

tre dilatazioni secondo tre assi ortogonali, i quali sono gli
assi principali della deformazione.

3. Analisi della deformazione. Si consideri un intorno ab-
bastanza piccolo Qp del punto P del mezzo S, di coordinate
cartesiane 27 ed un altro punto P’ vicinissimo a P di coordi-

nate z* + dz* . La deformazione (1) fa corrispondere a P il
punto P, di coordinate

X+ = a4l

e al punto P il punto P; di coordinate

(75) X4+ dXr =2

dut

+d (x7‘ ) =2 + da* + o + da* 4. ...,

x

ove le derivate indicate vanno calcolate nel punto P. Assumiamo
una seconda terna cartesiana di assi paralleli ai primitivi con
P origine in P e denotiamo con xi‘, x} rispettivamente le coor-
dinate di P’ e di P) con referenza a questo sistema di assi.
Essendo ora dx)‘:x%, abbiamo dalle (75), trascurando i ter-
mini non scritti nei secondi membri,

ot \ u

1 .

76 =it (ot
(76) ) \ F o gak )

Queste formule ci danno le coordinate X} del punto P; del
mezzo deformato in funzione delle coordinate ! del punto P
del mezzo nella configurazione iniziale. Ksse definiscono pertanto
la deformazione dell’ intorno Q, del punto 2; poiché i secondi
membri sono funzioni lineari a coefficienti costanti nelle coordi-

nate xf‘, la deformazione & omogenea. La si chiama deforma-
Zione omogenea tangente (alla proposta) mel punto P, o, piu
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. TN
wrevemente, deformazione al punto P. 1 coefficienti 4 della

reoria esposta al n. 2 hanno attualmente i valori

, ENG :
b = ——— nel punto P,
B gat
« .e caratteristiche di deformazione E{;G relative alle (76) sonc
. 1 [ ow? au’ dul gut
o ,
STy e - — .
P2 | 6at 0.° 8xf  9.° o

Questi valori coineidono con quelli che hanno in P le ca-
avteristiche g, della deformazione generale definita dalle formule

B In virtl dei risultati ottenuti al n. 2, possiamo quindi con-

1
‘dwlere con il teorema seguente:

Con referenza ad una particella Q, del mezzo continuo nella
~ua eonfigurazione iniziale, ogni deformazione della medesima
pid essere ottenuta mediante uno spostamento rigido di @, se-
unitn «la una deformazione pura, od anche, mediante una trasla-
zione, una rotazione e tre dilatazioni secondo le direzioni princi-
pali i deformazione,

.

Poiche nello spostamento rigido della particella &, gli ele-
aenti lineari non si alterano, come pure non cambiano gli an-
colt che formano tra loro due elementi lineari uscenti da un
medesimo punto di &,, dev’ essere possibile esprimere la defor-
mazione di €, ., mediante elementi che si riferiscono alla sola
deformazione pura della particella in discorso. Cid si vede subito
prendendo in esame le formule (29), (313 In esse figurano le
-avatteristiche S _ caleolate nel punto P relative alla deforma-
zinne generale (1). Come abbiamo visto, questi valori coincidono
in /2 con quelli che hanno le caratteristiche é;a della deforma-
zivne omogenea tangente alla proposta in FP. Ma questi valori
sono altresi eguali a quelli E,;G in P della deformazione pura la
<uale, a meno d'uno spostamento rigido, di la deformazione di
Q,: quindi possiamo nelle formule in discorso sostituire alle E'm

o caratteristiche tg‘s ed i primi membri restano inalterati.



4. Coefficiente di dilatazione areale. Anche il coefficiente
di dilatazione areale pud esprimersi mediante le sole caratteri-
stiche 5:3. Infatti, poiché in qualsiasi deformazione omogenea
definita dalle formule (64) i piani si trasformano in piani e due
segmenti di rette parallele si trasformano in due segmenti di
rette parallele, segue che, con referenza alle formule (76), il
parallelogrammo infinitesimo di area ds appartenente ad €, co-
struito sugli elementi ds = PP’ e &8s = P, si trasformera nel
parallelogrammo infinitesimo di area do;, appartenente ad Q. e
costruito sugli elementi ds, = P, P; e 8s,= P, Q. 1l coefficiente
di dilatazione areale & dato da

__ds, —ds ds,
ds do

,-\
-1
-

=

Chiamando O e O, rispettivamente gli angoli che formanc
tra loro gli elementi ds, és e ds;, s/, abbiamo

des =dsdssen O,

de, = ds, Ss;sen 0, .

Quindi
(18) . ’i& ds; sen 0, 1
ds ¢s sen O
Si ha
* ds? ds3scos® ’
ds* St sen®® = . .2 ;
Cdsascosy 38 f

ovvero, con riferimento al sistema cartesiano rr

Al 4 da® 4 A2 daifa) - da} 8} 4 dafdad

I
|

ds*ostsen®® = N ; . =
ARl Ba) b daisat 5 dasay Ou - Saf 4 Saf |

N A1 o

A2
= X, (da cx

— /ix?‘+2 67-,1—'_ e,
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Analogamente

dsidsisen?®, = ¥, (AX '8N} 2 —dX} RNt ).

Poiche
X! 57
ax; =T et ax] = 90 g
ot ot

segue dalla (77)

) (1o e Tael T —daf Fast P
: [dak "' oak 2 —daf 2ol P

avendo denotato con A;‘ il complemento algebrico dell elemento

M 8\77\ '
I A N | . .. .
| . Siano da!' le variazioni che

RN
O—\l

ot

subiscono le " del punto > per uno spostamento infinitesimo

o~ (i esso nel verso positivo della normale a P all’elemento ds.
Dovremo avere

nel determinante
N |
o

Epdxil 6%’; =0 R

’

Y Salt dalt =
no
e quindi
- O T
LAt dat

ot = K I

L —1 L2
Sk Sak

Jve
0s*

. 2
dat  Udal

2

K* —

o
I _ e
5.1","’ -1 81"; 2
Dalla (79) si ricava allora
) A2 __ %y Aot
{80) (1+4-06)* == 2, < Ap ne !

I
1
t
i
|

ove n™ sono i coseni direttori della normale 1.



Trasformiamo ora questa formula in modo che nella trasfor-
mata figurino solo elementi relativi alla deformazione pura della
particella Q. A questo scopo, continuiamo a denotare ancora con

7:1 e *c?r: rispettivamente i coefficienti dello spostamento rigide
!

e- quelli della deformazione pura di €,. Si ha

A
0N o

81 =
(81) ozt e B

Tenendo conto che ogni elemento a.ﬁ del determinante

Hafu ¢ eguale al proprio complemento algebrico, valguno le
formule

B A . A *AQ
(82) Al = o Au .

ove *A; e il complemento algebrico dell” elemento *(‘: nel de-
terminante l*(gi Sostituendo le (82) nella (80) e tenend:
conto delle relazioni di ortogonalita fra le 7.)3‘, si ricava la tor-
mula definitiva

33 e 1Y S kAR e
(53} 5= /“7\'—‘}1 AMn \ 1,

la quale prova quanto avevamo asserito, perche le *(‘ﬁ, e quindi

le *Aﬁ, si esprimono mediante le caratteristiche *Ew della de-

formazione pura di Qp.

5. Ricerche del Siaxorini. Abbiamo visto che ogni deforma-
zione di una generica particella Q, del mezzo nella sua configu-
razione iniziale si puo sempre ottenere mediante une spostamento
rigido della medesima, seguito da una deformazione pura. Per
quanto abbiamo detto al n. 2 con referenza alle deformazioni
omogenee, possiamo dire che, nel caso della deformazione di Q,,
la determinazione della deformazione pura si pud conseguire con

la sola conoscenza in P delle caratteristiche §,, di deformazione.
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Invece la sola conoscenza in P di queste componenti, non ba-
sta ad individuare la rotazione in I’ inerente allo spostamento
rigido, perchd per tale determinazione intervengono le derivate

- A
S UT . . . P
?Z _in P anche fuori delle combinazioni &y, .
ox”
11 Siixorixi ha dimostrato che questa deduzione si pud con-

seguire integrando il sistema ,completo) ai differenziali totali nelle
variabili #* e nella funzione incognita }

1 : - -
(34) AT = 2213 I, X Y LY YT (deh

ove i vettori I sono funzioni note in P delle ¢, e delle lore
> ¥
derivate prime rispetto alle a* Il significato cinematico del vet-

tore Y ¢ dato da

ove e il versore dell’asse di rotazione inerente allo sposta-
mento rigido e = © ampiezza della rotazione in discorso 13),

§ VL. Riferimento euleriano.

Le quistioni esaminate nei precedenti paragrati sono state
svolte con referenza alle variabili lagrangiane a* . Le stesse qui-
stioni possono essere trattate assumendo come variabili di riferi-
mento le euleriane N*. Facciamo intanto la seguente convenzio-
ne: ogni notazione usata nei § precedenti con referenza alle va-
riabili +*, sard mantenuta nel presente § con 1 aggiunta del
segno ' posto in alto e a sinistra della notazivne stessa.

Assumiamo come forma fondamentale il quadrato dell’ ele-
mento lineare 'ds = PP dello spazio S, , cio¢ la (4), che in
conformita alla convenzione ora stabilita, seriveremo cost :

(13) Uno studio dettagliato del si~tema (34), sia con referenza alle de-
formazion finite, sia con riferimeuto alla sua integrabilitd per quadrature,
st trova esposto nella Memoria I2 del Siexorixi che abbiamo citato nell’ In-
troduzione (Cap. I. § 4).
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ds? = ags (X*) dXP dXC .

Il quadrato dell’ elemento lineare ds = PP’ dello spazio S,
¢ dato da

ds® =0, (z*) da? da®

ove le Upq (x* ) altro non sono che le’ a, (‘\ ) nelle quali al
posto delle X* sono state poste le a* poxche P, P; P, P
sono punti corrispondenti dei due spazi S, e SP . Facciamo le

posizioni

9@ 81-(1

R

,bpc (4')') = (l’“ (xl) 71%1: )‘9_;
2 ’&pc (<\:7‘) = ’/)p:I (‘\'l) . 7“‘03 (‘\7) ) i

ove al posto delle z* nelle «,, (%) vanno surrogate le loro es-
pressioni in funzione delle .\, ciot le {3).
Si ricava

ds? —ds* = 278 (X*) dNF dN° .

9

g - e g . \ . .
Le Sgao (‘\)‘) sono le caratteristiche di deformazione in coor-

dinate X* .
Ponendo

Wt = ah — X*,

un calcolo analogo a quello sviluppato nel § 1, conduce alle
formule

85) 2° R PR SRR SR I
(85) &pc pu,c~l— o gV, Vi u + [l"“ -+

aXP
’ 4 yl§7 1 % Vv___PG . 7[0’)}’
* LL V] o.X° + oXroXY w-p

ove, beninteso, i simboli di Curistorren di prima e di seconda

b e
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specie ed il simbolo V vanno riferiti alla forma che da il ’ds?
ciot alla (4).

Limitandosi nelle (85) soltanto ai termini che contengono
come fattori le ’u™ e i prodotti "™ 'uv, si puo dare a tali espres-
sioni forma tensoriale, introducendo invece delle ’u!* le compo-

nenti contravarianti “v* (con referenza alle linee coordinate a*
passanti per P,) dello spostamento P, F.
Le (85) si trasformano allora nelle seguenti

(86) 208, =V, 0, £V, v, £V, 0, VO

P
L analoga della (21) &
ds 8s cos © = "ds ’3s cos O + 27§, dXP 0X°

c¢on manifesto significato delle notazioni adoperate.
Identificando le X* a coordinate cartesiane Y* , si ottengono
dalle precedenti (86) le ben note espressioni

50t 0 ’“p 3 i 0 ’u“ 0 ”‘,1
ey U oaye U oayr oy
Poniamo :
oy d.XY
)\ ,ds bl
. ds—’ds ds 1
T s ds

Per il coefficiente di dilatazione lineare relativo al punto P,

e alla direzione individuata dai parametri A" | ovviamente si trova

e=) 14278, 0 0 —1 .

Per lo scorrimento ’¢
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relativo alle due direzioni ortogonali ’ds = P, P/, s = P,0Q;.
spiccate dallo stesso punto P;, si ottiene la formula

‘ds 3s
T o S =276 A,
avendo posto
'y DAY
P 75e

Per la dilatazione cubica ’®

N (ZAS‘—,/ASY
b= "us

con manifesto significato delle notazioni, sussiste la formula

10 =) 142 L +44+8"1,

ove gli invarianti hanno le espressioni

—

=0y, k=0, TR, L= 8 E
con "= denotando il rapporto fra il complemento algebrico del-
I”elemento ’¢_; nel determinante ’§ = || '€, || ed il determinante
‘a della forma (4).

La teoria delle terne principali di congruenze tracciate nel
mezzo Sp sl svolge inalterata nelle variabili XA

Le condizioni di congruenza del Di Samvr-Vexant si possono
pure esprimere nelle variabili X* : basta osservare che si puo

scrivere
ast = Ao (2} ) daP dz® = g (X*) +
+ 2%, (X*) | dXe dXx®,

per concludere che le condizioni in discorso si ottengono scri~



vendo che sono nulli 1 sel simboli di Rikvaxy della forma

]

Yoo ( X*) dXP AX®

avendo posto

Yes () = ,a;: (X*) f 2

83
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PARTE SECONDA

Statica delle deformazioni finite

§ 1. Espressione delle variazion: che subiscono le caratte-
ristiche di deformazione per spostament: virtuali (nfinitesime

dei punts del mezzo deformato.

Riprendiamo la formula
(1) st = a,y (X*) dXP dX°

Diamo ai punti X* del mezzo deformato Sp, uno sposta-
mento virtuale infinitesimo 8X* ¢ calcoliamo dapprima la varia-
zione dds} che subisce il dsi per effetto di questo spostamento.
Supporremo le 3X* funzioni continue e derivabili delle X* . Ab-
biamo

2 ds, dds, = a, § dX? d3X° + dX° d3XP g + ba,, dXP dX° =

85X® adxX® § 0a,,
dXP dX° + —L24XP dX° 5X© .
aXe " axe + 8xX®

2) =a

pPw

Con referenza alla forma (1) possiamo scrivere

o BXY  svo 1@ ] sy

) axe Ve BT, o) B,
da,, [ o | p

{4) x° oo +[wc}.

Tenendo conto che

8Xp = @y, 5X®

(5) Vo 0X, = a,, V5 0X® ,



85

si ricava dalla (2) in virtu delle (3), (4), (5),

(6) 2ds, 35, = |V, 3X, -+ V, 3%, ; dNF dX© |
od anche
(1) ds, ods, = % %v” BX, +V, 3X, | 9 9 daf d:”

avendo posto

Noi possiamo esprimere la variazione &ds} in un altro modo.
Abbjamo visto che si puo scrivere (Parte prima, formula (6))

(8) s} = Ugg + 2 Epc daf da® .

Nello spostamento 3X* del punto P, le variabili »* ed i
differenziali dz* restano invariati. Se quindi diciamo 3¢, le al-
terazioni che subiscono le & per effetto di tale spostamento, do-

vremo avere anche

(9) ds, 8ds), = 8¢, daf dx? ,

Soo

Eguagliando i coefficienti dei prodotti dz® dx° nelle (7), (9),
si trae

. \ ! .
(10) B, = LV, 8N, £V, 5, | ¥ ¥,

1
po 2)

la quale formula ci sara utile in seguito.

Osservazione. Eguagliando a zero i coefficienti della forma
che figura nel secondo membro della (6), cio¢ scrivendo

V, 83X, +V, X, =0,

si hanno le equazioni di Kmrixa, scritte con le notazioni del
Calcolo Assoluto, e che danno le condizioni necessarie e suffi-
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cienti affinche lo spostamento virtuale infinitesimo §\7 sia uno
spostamento rigido.

§ 2. Equazioni di equilibrio in coordinate generali eule-
reamne.

1. Hquazioni di equilibrio di Cavcuy sotto forma tensoriale.
Denotiamo con dSp, dS, due elementi di volume corrispondenti
relativi ai punti P (2* ), P, (X* ), con k (a* ), k, (X ) le den-
sita del mezzo in tali punti, con dX, d¥;, due elementi d’area
corrispondenti delle frontiere complete che limitano il corpo nelle
sue configurazioni S, e S,,‘ , , n, i relativi versori delle nor-
mali a d¥ e d3,, Fk, as, = Fk dS, la forza di massa agente
sull’ elemento di volume a’SP) , e infine con QdZ, la forza super-

ficiale esterna applicata all’elemento d%,. In questo numero la
forma differenziale di riferimento sara costantemente la (1). Siano
F, ky, S, le componenti covarianti (con referenza alle linee
coordinate 2* che passano per il punto P)) della forza di massa
Fk, dSp ed analogo significato abbiano le seritture @, dI, per
la forza superficiale Qd3,.

Sotto 1’ azione di tali forze esterne, si supponga che il corpo
sia in equilibrio nella sua configuraziono Sp, - Per trovare le
equazioni di equilibrio, immaginiamo che ogni punto X* subisca
lo spostamento virtuale infinitesimo 8X* considerato nel § prece-
dente, e calcoliamo, con referenza ad esso, il lavoro virtuale delle

forze esterne ed interne. Quello delle forze esterne di massa &
dato da (%)

(11) j k, F,8X°ds,
S

e quello delle forze superficiali & dato da

(12) [ Q, 5X? 8%,
Jy,

(!%) Ora, e nel seguito, indicheremo con S; e con dS, lo spazio occu-
pato dal corpo deformato S, ed il suo elemento di volume dS, .
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Per trovare 1’ espressione del lavoro virtuale delle forze in-
terne, si osservi dapprima che esse sviluppano lavoro solo in quanto
la deformazione virtuale dovuta agli spostamenti §X* altqri le
lunghezze degli elementi lineari ds,. Ora, poiché la deformazione
SX* & infinitesima, le relative caratteristiche di deformazione sono
date dalle formole (22) della Parte prima, cioe, nel caso attuale,
dalle sei funzioni

1 .
v, ex, v, x|

Appare quindi giustificato ammettere che il lavoro virtuale
delle forze interne &/, con referenza all’elemento di volume ¢S,
sla esprimibile nella forma

(13 B~ LV, BN, -V, 8N, | BFdS,

i

N

ove e

Pec — Por

sono funzioni delle variabili X* che dipendono dallo stato di ten-
sioue del corpo S, deformato ed equilibrato. Noi le assumeremo
come componenti contravarianti di un tensore doppio simmetrico,
che chiameremo il ftensore degle sforsi.
1 principio dei lavori virtuali conduce all’ equazione
(14) 17/ ®7 )V, 8X, 4V, 8, | as -
p g e VU

.

N
1

+| I B, aXF S / Q, 3XF dX, = 0 .

J
N >
! ‘

Sempre con riferimento alla forma (1), introduciamo le com-
4
ponenti miste @2 del tensore degli sforzi: abbiamo
¢

1/ [ ° )

N S
H 1

= @V, oxFdS, = / v, @87 2(ZSI~[6X‘°VO(I>:'ISH

S * 8 S,
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Al primo integrale del secondo membro applichiamo il teo-
rema di GreeNy generalizzato; si ricava

1 \
é-[ @chvp X, +V, X, |48, = —-f 3XP V@2 S, —
, ;

8

—/2 8X? cI): 7y, dy,
1

ove abbiamo denotato con ) le componenti covarianti del ver-

sore diretto secondo la normale interna a X, . Sostituendo in (14)
si trae

(15) [ v, o=k, | oxeas 4

Ny

+f 18, — 0, | XPan, =0 .

Ragionamenti ben noti della meccanica dei mezzi continui
permettono di asserire che 1’equazione ora seritta & altresi valida
in ogni campo S;* del mezzo S;, di cui indichiamo con X* la
superficie chiusa che lo limita, purche, con referenza ad un ge-
nerico elemento d¥,* di normale interna n,*, rappresentino @ d=*

le componenti covarianti, rispetto alle linee coordinate passanti per
il punto di applicazione, dello sforzo specifico che si esercita su
questo elemento da quella parte del corpo S, che giace nella
regione opposta ad »,*. Dovendo allora sussistere la (15) per
ogni campo S;* di contorno X, * e per quale si voglia scelta
degli spostamenti 0X*, si avranno le equazioni indefinite

0 k, F

¢ .
o = v, <I>P in b,.l ,

e le equazioni al contorno

I Q= <I): g sopra X, .

Le (I,) e (I)) sono le equazioni di equilibrio di Cauvcuy
sotto forma tensoriale.
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2. Interpretazione meccanica delle funxions ®°°. Dalle (17)
possiamo trarre l'interpretazione meccanica delle funzioni ®F°
che giustifica il loro nome di componenti contravarianti del ten-
sore degli sforzi.

Fissiamo la linea coordinata xf che passa per un punto del-
I’elemento d¥, e sia ®, d¥, la componente secondo tale linea

della forza superficiale QdZ, ivi applicata. Abbiamo, sempre con

referenza alla (1),

(16) ¢, = I/ a, (X*) GF = Vapp<xl) a® (X)) Q, .

Poniame al posto delle () le loro espressioni (/[;), facciamo
le posizioni

1D ga=] e () e (X @

e ricordiamo che

no_ o= V a (Xl Yeos ny a®
|~

GO

Dalle (16) si traggono allora le equazioni

(18) w, = o, cos n x° sopra I; .

le quali, formalmente, sono identiche a quelle ben note dell’ or-
dinaria teoria dell’equilibrio dei mezzi continui in coordinate
cartesiane. Da queste emerge subito il significate meccanico delle

w.. ¢ quindi, in base alle (17), deile funzioni ®?° ove si ri-

cordi che esse valgono per ogni elemento di £* di normale n*
immaginato nell’interno del corpo S, qualora le Yo a¥,* rap-
presentino le componenti dello sforzo specifico che abbiamo pre-
cisato poc’ anzi. Si fissi, a tale scopo, un punto P, e sia dX*
I'elemento del piano tangente della superficie coordinata xz° = cost.,
che passa per esso: denotiamo con %%, ©,* @;* i valori corri-
spondenti delle funzioni ¢, . Scegliendo come normale 7,* all’e-
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lemento d%,* quella che forma un angolo acuto con la direzione
positiva della linea coordinata xc ; talcheé sia

cos m*¥a® = — o -

/ p—
l cic (X/) «°° / )

N

si trae dalle (18)

o F — %15
0 = e
l/ ay, (X7‘ ) l/ Pk (X/ )
ok Fas
P3 == — s ——— R ———————— .
]/ g (X) ) l/ @9 7 )
o (I

/AP
x*1/ 53 R
&cc:“'»jp "/ (’G'(‘\ )’ a (‘\ )«
la quale formula ci da il significato meccanico delle funzioni 5 (*°).

Osservazione. Poiché 7 o = o, dalla precedente relazione
d s

si trae

'Fp* V’ oo (X;-) ]// a° (XA = o ]/am 1\7 ]/ e Xl)

dalla quale fa ricava

(1% A parte la forma temsoriale, le equazioni (/) furono date da Brr-
traMI nella Memoria: Swll uso delle coordwmate curvilinee nella teoria del
potenziale e dell elasticita, Upere Matematiche (Ulrico Hoepli, Milano, 1920),
Vol. IV, pag. 174, Le equazioni (18), che sono le trasformate delle (17),
sono identiche a quelle ottenute dal Brurramr (pag. 168).
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w ¥ g %
‘Fp‘*o *

-G

quando le coovdinate * sono ortogonali.

3. Riferimento « coordinate cartesiane ortogonali. ldentifi-

* alle coordinate cartesiane or-

chiamo le coordinate curvilinee
wgonali y* ; le X* si identificano allora con le Y* e la forma

{1) diventa
ds} = dY"? 4+ dY® - dY® = dXV 4 dX*® - dX* .

Pertanto:
0

. [ o} £I . £9 — \ G
= ¢ =dyr V P -—?YG O ny = eos w7,

Yoo = eF P = = Q

¢

Le equazioni (I,) e (I7) assumono la forma

, P C e
I F = % &gy m S, .,
¢ G !
(1) Y

. Qp = ®__ cosn y° sopra X, ,

¢ 30onv notissime nella meccanica classica dei sistemi continui.

§ 3. Bquazioni di equilibrio in coordinate generali la-
grangiane.
1. Lavoro virtuale delle forze interne. Dalla formula (10),

ricordando che X* = z* -+ wh , Si trae

‘

outt
po
369 F 0’

’
14

238, = 3&7” 3X, +V, 8X,

Se la deformazione X* = x* -+ «* & infinitesima, nella appros-
simazione della teoria di tali deformazioni, possiamo assumere
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2 38,, = }VP 83X, + v, 0%,

Percio, in forza della (13), il lavoro virtuale 8 delle forze-
interne con referenza all’elemento di volume dS, e allo sposta-

mento virtuale 8X*, & esprimibile nella forma
(19) 0l = ®F° 3, dS, .

Tale non & perd I’espressione del lavoro in discorso, quando

la deformazione X* = z* -+~ 2* @& finita. Troveremo che in tale
caso questo lavoro 81 & pure dato da una espressione formalmente
identica alla (19), ma dove perd le $f° sono sostituite da altre
funzioni le quali sono legate alle precedenti da relazioni che sta-
biliremo. Riprendiamo la formula

' L C) eXt 6XY
(200 8, =1V, 8X, + V, 3, < g

ox°  ga°

o X*

indichiamo eon A, il complemento algebrico dell’ elemento
RE

del determinante A, e poniamo (')

Avendosi

(21)

si ricava dalla (20)

oxP  9z°
V, 0K, 4V, 8, =206, T 2

(*%) Per simmetria di formule facciamo questa variante alle notazioni
usate al n. 4 del § V della Parte prima.



od anche

(22) v, 8X, + V, 80X, = 247 AT 3,

perche dalle (21) si trae

o’

. v
D

Ne consegue dalla (13), in forza delle (22), che il lavoro
virtuale 4/ & esprimibile nella forma

(23) 3 = AP AT B 35 dS, .

Con referenza alle forme (1) e (5) della Parte prima, abbiamo

f——

ds =] a(2") de* de? di®,  dS, =) b(2*) da* da?da’
donde
dlSI == .D (iS )
avendo posto
] a (xl)

Se quindi poniamo

(24) W AR AT O = Wy

bl

e sostituiamo nella (23) al posto del dS, la ottenuta espressione
DdS, otteniamo per &/ 1’ espressione definitiva (17

{25) 8l = DW®e 8¢, dS
Osservazione. Poiché

k, dS, = kdS

(1) Cfr. Brirrouiy, Memoria citata in (*) dell’ Introduzione, n. 11.
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risulta anche

2. Significato meccanico delle W#°. Facciamo intanto osser-
vare che, denotando con y*, Y? le coordinate cartesiane dei punti
di Se S, econ ®F° W?P9 e relative funzioni ®77, e valgo-
no le formule analoghe alle (24)

yes — TSI AP
oY* oY’

Lasciando invariate le Y* e riferendo S, alle solite coordi-

nate curvilinee a* | le (24) equivalgono alle seguenti

P G
R LA LA T

oY Y

Pertanto, essendo P, le componenti del tensore degli sforzi
in coordinate cartesiane Y*, le W',?° ¢ le W'P° denotano le com-
ponenti dello stesso tensore quando si riferisce S, alle coordi-
nate y* e x*. Siano ora €, 7, i momenti di due direzioni ar-
bitearie uscenti da P,, e si consideri la forma bilineare inva-

riante
Y = \ree Ep Mg

Essa rappresenta la componente secondo la direzione & (op-
smrrn aa) AN Lo o cnanaifian (aha abhhiosa s nmwmanicatrs alla Haa Aal
p 10 '“ uciiv >Sivrav DPU\JIIIL;U \LIIU avuvtiaiiv PlUblbabU alld Hue uci
n. 1 del § 2) che si esercita in P, sull’elemento superficiale d¥*
passante per tale punto e normale alla direzione 7 (oppure a £).
In particolare, se le direzioni £ ed 7 coincidono rispettivamente
con quelle delle normali alle superficie coordinate P = cost.,

x° = cost., passanti per P, avendosi

. 1 _
&p;]/b—.op‘(?‘)“ a1 =0, & =0,




1
s = T e =0, = 0

5 1 IAE (Z;‘) ’ J
si trae dalla precedente

e

| be® (ﬂii)i '/ bh3° (;f)

\-b‘:.:

b

dalla quale emerge il significato meccanico delle funzioni W#9.

3. Equaxion? di Kircanorr-BriLLovix sotto forma tensoriale.
Prima forma. Prendiamo in considerazione le formule (27) della
Parte prima, ed osserviamo che nello spostamentu infinitesimo
5X7 di cui si & fatto parola all’inizio del § 1 della Parte se-
conda, le 2 restano immutate, Ricaviamo allora dalle espressioni
in discorso
288, =V _ o, £V or, -V, 0, Voot £V ot V. o

(o3 o] o} no
2] ” — ~ - hd "

donde, moltiplicando per ¥'*7 e sommando rispetto ai due indici,
otteniamo

) ife 5&9: — yeo vj al'l: EERTRCE V{, 1..'1 V: Py
Ponendo
(26) Qs — ) ; §es + yns vp. P : ’
Si trae

ol = DWW 8g,

Possiamo scrivere
27) j Dy agm(15=/ QY e, dS :/S Qv 2 ds
S N

Il primo membro di questa eguaglianza da 1’ espressione del la-

voro totale delle forze interne nello spostamento virtuale &X*
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dei punti X* del corpo dalla sua configurazione deformata ed
equilibrata. Assumiamo la (1) della Parte prima come forma dif-

ferenziale di riferimento, e indichiamo con H, k, dS, le compo-

nenti covarianti (con referenza alle linee coordinate x* passanti
per il punto P di dS) della forza di massa Fk, dS,, ed analogo

significato abbiano le scritture G, d%, per la forza superficiale
esterna QdX, . Il lavoro elementare delle forze di massa e delle

forze superficiali esterne nello spostamento &X* & dato rispetti-
vamente da

H* ae-p kdS, = Hp Svf kdS

)
G—p Srf dY, = PP crf dy

avendo posto

(28) P, dl = G, d%,

Pertanto, al lavoro totale delle forze di massa e delle forze
superficiali, si puo attribuire rispettivamente la forma

(29) fk H, 50 dS ,  (30) / P, 507 dX

N ~

In virtu delle (27), (29), (30), il principio dei lavori virtuali
conduce all’equazione -

(31) f 9: A svf dS —!—/ ka ovfF dS —|—f Pp o d¥ = 0.
S FYARRN E
Possiamo scrivere

/SQE v, &f dS-—-[N \ (9: °) dS — f'BrP v, 9: as .

N

Al primo integrale del secondo membro applichiamo il teo-
rema di GREEN generalizzato, si ricava dalla (31)

‘fs(kHP -V, 9:) 3v° dS —’_,/Z(PP —Q:nc)évpdﬂ =0
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ove abbiamo denotato con 7, le componenti covarianti del ver-
sore diretto secondo la normale interna a dX. Da questa equa-

zione, per I’ arbitrarieta delle variazioni &r° e del volume d’in-

tegrazione, scendono le relazioni

(1) kH =V, Q: in 8,
4 = ° S '€ ¥y
(I3) Pp Qp ", sopra X

Le (L), (13) sono lé equazioni di Kircusiorr-BriLLoviy sotto
forma tensoriale.

4. Significato meccanico delle QF°. Fissiamo le linee coor-
dinate x* che passano per un panto dell’elemento ¥ e siano
b, dX le componenti secondo tali linee della forza superficiule

esterna ) dX: abbiamo

T N ., T -
b= | e ) P V a. (a*) a* P
he I v Id

Sostituendo al posto delle Pp lIe lToro espressioni (7,), fa-

cendo le posizioni
: 09 a (r{) C (r") Qe
(32) A :] pe ‘/ Jog YT T
e ricordando che
=1/ a 7(1”7) cos na’
Ny = o (@ sna”

le (I7) si trasformano nelle seguenti
— v 0S »9
(33) b, = N g cos na

Da yueste emerge subito il significato meccanico delle A
e quindi, in base alle (32), delle QF°, ove si ricordi che esse
valgono per ogni elemento dX* di normale n* immaginato nel-
Uinterno del corpo Sy, qualora la ¢, dX rappresentino le com-

17
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ponenti dello sforzo specifico che abbiamo precisato alla fine del
n. 1 del § 2. Si fissi, a tale scopo, un punto P di S, e sia d¥*
Pelemento del piano tangente della superficie coordinata x° = cost.
che passa per esso; denotiamo con ¢,* ¢.* ¢;* i valori corri-
spondenti delle funzioni ¢,, ¢, ¢;. Scegliendo come normale »*
all’ elemento dX* quella che forma un angolo acuto con la dire-

zione positiva della linea %, talché sia

1
V ) V (%)

cos n* 2% =

si trae dalle (33)

q"l* = V*‘X]G —_— )
V a__ (2") V a% ()
by* = Nio
e @) ey
d’s* = *

Abbiamo pertanto

ch::q): ‘/acc(xlﬁ Va°° (%) ,

la quale formula ci da il significato meccanico dello Xps .

5. Riferimento a coordinate cartesiane ortogonali. — Iden-
tifichiamo le coordinate curvilinee &* alle cartesiane y* : abbiame
ds‘l — d!/w _}_ dy22 + d!/32 — dx12 _I_ dx22 _I__ d.l:32 .

Pertanto

=t = X = Y - P ,



V, ”l)l == GZL)\ e 6Yl — 61 5
P axl-! (:)!/;L Pr
Qe —. gll,r'pc _l' Yo 7 g
I\]_J'PG o —8° }
l ™ [ dyt "
ossia, in definitiva,
QFS — DYrio oY%
ay*
Si ha ancora dalle (24)
Peo = oyt 8y PrY
oYr  aYY

Sostituendo nelle precedenti e tenendo conto che

syt Y *
si ricava
Qw0 — por— Y g A
ED e o
perche
6y°  _ po_ Aw
oy Y D

Le equazioni (I,) e ([;) diventano le seguenti

QP .
- in S,
oYy

- ; kHP =

P — QPO COS nYS sopra X
It Y )

99
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che sono le classiche equazioni di KircaHOFF-BRILLOUIN in coor-
dinate cartesiane ortogonali.

Osservazione. Dai ragionamenti fatti alla flne del n. prece-

dente, risulta che Q'7, Q*°  Q3%° rappresentano le componenti se-
condo gli assi coordinati dello sforzo che si esercita nel punto
P, sopra un elemento di superficie il quale, prima della defor-
mazione, aveva per normale nel punto corrispondente P la pa-

rallela all’asse Oy°, questo sforzo essendo riferito all’unita di
area della superficie non deformata.

8. Trasformazione delle equazioni (1), (1;). Seconda for-
ma delle equaziont d¢ KircHaOrF-BriLrouviN., Denotiamo con y*,

Y* le coordinate cartesiane ortogonali dei punti P e P, del corpo
nelle sue configurazioni S, e Sp , e siano

le formule di trasformazione fra le coordinate cartesianc y* e le
curvilinee 2* - Abbiamo

5
P o= (VY — ) O
oy”
donde
i 2.0 y1, T
(34) vn /I’,p = 61/ + § P g’UT == (’)/‘I —_— ZI/V) -—a .L — —~—ay
- ot (Tp) ) ©oyY oyt fat
v v P T
+(aY y ) 0w +3P$(Y”—- L
oxt oxh a?/v TR ayv

Le formule di Curistorrer, c¢i danno nel nostro caso

p )?aixj_ oxd

T

o' zf
o ey lag) ay oy

(35)
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Sostituendo nelle (34) e tenendo presente che

no.8 N

A oYy~
¢ — ,L,_ = 65
8!/'5 axp. ¥

(36)

bl

col solito signiticato del simbolo Sﬁ, si riconosce che si ha in
definitiva
Y’ ou?

(37) v, P = — — 3
" ot oy”

In virtu delle (37), dalle (26) si trae ovviamente

ayY” o

(38) QFF — Dypo 2
dxH oy

Le equazioni (I,) sono equivalenti alle seguenti
(39) kH = v_QF

Il secondo membro di queste altro non & che la divergenza

del tensore QF°: possiamo quindi scrivere

1 ] —_ P
Q% = === 200 o
Vo & V a 6x°(Va9 )+ Wy
Sostituendovi le (38) si ottiene
1 O ( raus Y 6aF )
0F7 — ——o—— pe L5 0% -
(40) VvV, QF o an (Vb Y o -
1 D; P ypw 0¥ oat
[ ox* oy”*

Possiamo scrivere

— ™ P N 0 o v
(y e 017 0z ) — ,<y b pes fz,,,) 4
‘ ozt oy’ ay’ g’ ozt

d
(41) ox°
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D %P oy*
gz 9y’ dy* o2°

+ 1 b re

Sostituendo al posto delle derivate secondo le loro espres-
sioni (35) e tenendo conto delle relazioni (36), si riconosce che
il secondo termine del secondo membro delle (41), con ovvi mu-
tamenti di indiei, & uguale a

— V[,% P z g Y% oak
vy ozt ou*

Ponendo allora le (41) nelle (40), si ottengono le formule

l’?k HP = - 59_%,;; — 8 ( VT[P‘[J.G aYV )
ay” oz° ozt

\ - dy* .
E da queste, moltiplicandole per T‘I/’h e sommando rispet-
xf
to a p, si traggono le formule definitive

) —_ 7 J— P
(I3) Vo ke =9 .,.(Vb e 9Y ) in S,
0x° dzt

ove con F? denotiamo la componente cartesiana secondo 1’ asse
Oy® del vettore F'.

Per trasformare le (), si osservi dapprima che in forza
delle (38) risulta

Y’ ozf
ng
ozt oy’

P? = DY®o

T
Da queste, moltiplicando per ayp e sommando rispetto a
x

p, si trae, dopo mutamento di indici,

— e
(L) @ = pwwe X

AN
Py ng sopra I ,
k2
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ove von (F denotiamo la componente cartesiana secondu 1" asse
Oy del vettore Q.

Le (I;), (1I3) costituiscono una nuova forma lagrangiana
delle equazioni di Kirernorr-Brinroviy in coordinate generali (.

7. Riferimento a coordinate cartesiane ortogonali Col so-

lito riferimento cartesiano OyP, poichd a =1, b = D?, le equa-
’

zioni {I;) e (I3) diventano le seguenti

. 0 4
\ k Ff = S (D\Ff“‘»ay> in S,
i 2y oy™
{
\ 73
Qf = DWme %Y{;v cos ny° sopra I
Y

8. Iquagzioni del Bovssixesq. Nelle equazioni ( f;) poniamo
al posto delle WH° le (24): si trae ovviamente

— 9 — aY?  ga®
2 Ta kFf = -—Vh = T P
“2) Va kF Py ( T )
Abbiamo
62 o By
axY Y A

Sostituiamo nelle (42) e notiamo che essendo

At = a, (XN AXP dN° = b (27 da” da”

('8) Le equazioni di Kircunorr-BriLLovis nelle due forme che abbiamo
dato si devono attribuire al Tororrr, il quale me le ha comunicate per let-
tera nel Gennaio 1943. Esse sono pubblicate nella Nota citata in (¥). Egli
le ottiene scrivendo in coordinate generali lagrangiane delle equazioni che
hanno carattere tensoriale e facendo poi vedere che tali equazioni si identi-
ficano con quelle classiche di Kircunorr-BriLLouix quando le variabili di ri-
ferimento sono le coordinate cartesiane.
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si ha
bizh) = a(X*) A
Percio

R E e ave
Va kF° = - ””—(Va (xy 9Y
a.X

0x°

A, <I>W> .

Esplicitando la derivazione, considerando come fattori A, _

——— 3YP

eV a(X) a\h ®* e notando che

(v=1,2,3)

- vo )

si perviene alle equazioni definitive

ov?

[ a kT?P = A L “A
(1) la oo | Va (X T

dﬁl") in S, .

Un analogo procedimento trasforma le (I5) nelle seguenti

, - P
(13) AQPF = D‘Zlf DY A »n sopra ¥ .
(9 \']J. Vel ag p

Le (L), (1) sono le equusioni del Boussizesq in coordinate

curvilinee generali.

9. Riferimento alle coordinate cartesiane y*. Identifichia-

mo le variabili 2% alle y* ed osserviamo che

oYr _ 8Yr
oX* oyw a
Inoltre @ (2*)==a (X*) = 1; A= D. Le (1), (Iy)
diventano allora le seguenti
, kFP=A, > O in S,
() %y

O = A,; % cos ny® sopra ¥ .
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Esse sono le note equazioni del Boussixesqg in coordinate

cartesiane 4" .

10. Fquazioni del Si6NoRrINI sotlo forma tensoriale. Poniamo
Ve = 3F v o7,
(43) " i 1
Vig = e + Vi 1y

i

Moltiplicando e sommando rispetto a p, si ottiene

Py — -

(44) ViV, = a, + 2§,

Facilmente si stabilisce la seguente identita, ove si ricordi

che negli spazi euclidei sono invertibili le derivate seconde cova-

rianti dei vettori ¢ e ¥ e sono nulle le derivate covarianti
di e e di &°:
13 1

(45) v, ¢ + V;J. E-'vc -V, &3;1 = V,, Vs V!i :

G Spy vp

Per la prima delle (43) le (26) diventano

(46) O = DU V7

I

donde
s pl o re gi%e
VvV QF° = D‘I”VjV;—r-I!LVGD\l

o)

Moltiplicando per V,, e sommando rispetto g p, tenendo

ve
conto delle (44) e (45), si ricava
47 Ve Vg Qe = (a,, + 2§,,) V, DV

+ (Vs épv + V]L &vc— v, &cu) Dwre

Le equazioni (I,) di Kircnmorr-BrirLovy equivalgono alle
seguenti

RHP = V_QF in S,

Moltiplicandole per V sommando rispetto a p, tenendo

Ve
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conto delle (47), con ovvio scambio di indici, si trae

(L) FHY V,, = (a,, + 2§,,) ¥V, DV

(Vg by + V, Gg— V, &) DU

Sono queste le equazioni del Siczowixt sotto forma tenso-
reale. Hsse sono del tipo lagrangiano.

Osservazione. Facciamo notare che in assenza di forze di
massa le (I;) contengono soltanto le caratteristiche di deforma-

zione e loro derivate prime, le funzioni W9 e loro derivate prime.

11. Riferimento alle coordinate cartesiane ortogonali v* .
In tale coordinate, avendosi

d 0

Vo DV = 9y° Dwre Vs epp = 79»7/754 &“P  ecc
Vet ou’ X" _ oy
R gyf oy® oy®
le (I;) diventano
oYV n ¢ o
0 0 )

la qualo coincidono con le eqliazioni del Sieworint (*°) in coor-

dinate cartesiane #” .

12. Riducibilita delle equaziont (1,) ad un sistema di tre
equaziont o derivate parziali del second’ ordine a tre incognite.
Prendiamo in esame un qualsiasi spostamento virtuale infinitesi-

1
mo §X* dato ai punti X* del mezzo nella sua configurazione

(1®) Cfr. A. Siwenorisi, Sulla meccanica det sistems continui, [Rend. del-
I’ Accad. dei Lincei, Vol. XII, serie 62, (1930)], oppure la Memoria citata
(*) della Introduzions, Cap. II, n. 8.
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deformata S, , che supponiamo in equilibrio. Con referenza al-

I"elemento di volume dS,, che ha per corrispondente 1’ elemen-
to dS della configurazione iniziale, indicate con 8,; le varia-

zioni che subiscono le componenti di deformazione &, nello spo-

stamento 8 X* , abbiamo visto che al lavoro virtuale &1 delle
forze interne si puo dare la forma

dsS = K yes gg,, dS .

(48) 3l = DWe 3¢ :
k, t

oo

Si supponga ora che il mezzo continuo sia privo di ogni
vincolo interno e soggetto a trasformazioni reversibili isoterme
o isoentropiche. In tal caso i due classici principi della termo-
dinamica, permettono di affermare I’ esistenza di una funzione W

delle sole componenti di deformazione - poienziale termodina-
mico (*9),

W= W (5113 ooy Eoay G2y Gasy ) s

tale che per ogni elemento di volume dS e per ogni sposta-
mento virtuale 3 X* | si ha

(49) ol = kolVdS = —

oW oW )
—_— A ¢ YT NE
( k P 8“-‘99 + k 3, a8

v e
s .)db.

PP

Con !’introduzione di questa funzione I}, vedremo come si
possa trasformare il sistema (1,), che & formato di tre equazioni
von nove incognite, cioe ie v* e le W%, 1n un altro sistema nelle
stesse variabili lagrangiane z* | ma composto di tre equazioni a
derivate parziali del second’ ordine nelle sole tre incognite 1.
Infatti, dal confronto della (48) con la (49), si trova

(®%) Cfr. la Memoria citata del Sienorixi, Cap. III, § 1. oppure la Mo-
moria citata in (1) del Cosskrar, Cap. III, n. 24. V. anche BriLrovin, Me-
moria citata in () della introduzione, n. 13.
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’ 2 v
(50) |/ — L el 2 _ ypet2e tl

06pp o
kW
2 agp +~1p 2

Scriviamo le (Z,) in questo modo:

kH =v, 0% L v, Q%" v 0%

Alle (46), in virtu delle (50), possiamo attribuire la forma
seguente
ow k oW
— QFF e
: ké&Pp Vet s Veur
koW
-+ R
2 agpp,,r P+ 2
koW w
ettt 2 9 4o
SR e L L S
1) n k ow Ve
2 29p t1p—2 prz
pp 2 _k_ ow 0 _k_ ow o
“ R e I ST
ow
k Ve,
+ a&p 12042 pt2

e scrivere in conformitd il doppio delle component1 di deforma-
zione in questo modo

pp P+1p+1 2
== 1 v a v
2 &pp 2 Yolp +oa plp + p+ilp -+

pH2p+2 o - pp+1
e Yo +20p t2a Yolo Up»*—ltp_l"
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, 15 ) . Y
2a”7 "7 T P 2a° ¥ !
+ ¢ -lip g 2ip T 19“119 ee
3 =1 —+ v - af? v -+
T Spr1p-2 polp-2 e 2p+t plg -1 "pp -2

pr2p+2
“1lp o Covnpprt Ypvag T

| ¢ -lg--2 pt2p0+1
- a v ‘ l L, Fa v 2 -+
p+lip 1 "p.2igt2 p2p-1 - 12
p2e v pe 2 v
+ o U 2 1 Uy 2 @ Yep 1% 20 2

Indichiamo con W#* la funzione nella quale si trasforma W
quando al posto delle & ; poniamo i secondi membri delle (52),

cioe, poniamo

Cor Uagn oy Ugpy Vsan )

W= W=* (e, C120 Ciyso
8i verifica agevolmente che le (51) equivalgono alle se-

guenti (°1)

#® 3
(52)  QfF — — ?LL O éfl‘f, 7
pip pe !
U oW*
QFr = —k 6y, o

(®") Ad esempio, abbiamo

W 8, ..

ow* oW % P terl
() v, - 3599 va[p ! ¢, gt ovy, T
PR L
aEP ~2p-2 9Vgig a&pp +1 avplp
W e W u
08, L1, 0 dvg 08, op 00,

Dalle date espressioni delle &pc risulta ovviamente
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Ponendo infine

. oW*
(53) e (v vy 5 oneen y Ugg) = — kavplq ,

ed osservando che le equazioni (Z,), (I;) sono equivalenti alle:
S kH* =v_ Q° in S, ,
( PP = QF° n_  sopra ¥ |

per le (52), (53), si trovano le equazioni definitive

(L) kH* =V _1° in S,
(5) PP = II*° nm_  sopra ¥
(segue nota di pag. 67)
aé?‘P pe e 11 pp r2
T [ty - .
v, =1+a "ol t+a Yo r1pp +a Yozl =
0
=1+ V_ »r° = V¢ s
14 p
8Epilp%] 3&p+2pm
g, 0 e, 00
el Velp
ot
pet 1 e pp 1
= a 4
2 31’plp pip 1 + pillp 1 +
pp+2 P o PP
+a tpkzlpi—l vp‘IL - Vprl )
0 pHlp+2 0
" - b
o
6594 -P pe pe +1 49
5 Y e T2
2_817 L @ vp}p+2_,_ a Yo t1p+2 -a Vo ~2lg 2
elp
== Vp-%" - Vg%—’
Quindi, sestituendo in («), risulta
oW _ oW LWL oW
vayp GEPP 4 2 0 op 41 p+1 2 9 oo+ 2 £ -2
24
= — -g— , G d. d.

k
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Osservasione I. Le funzioni LI#° contengono le derivate co-
varianti v, rispetto alla forma (1) della Parte prima, le quali

elo
si esprimono linearmente a mezzo delle derivate parziali ordi-
. av? . - . . . . .
narie — e delle funzioni r  : il simbolo di derivazione V,
[}

che figura nei secondi membri delle (I;) & riferito alla forma

in discorso: percio, esplicitando questa derivazione, figureranno le
. . V1 | Lo L. L
derivate prime ordinarie Wy e le funzioni stesse II?°, cio® in
definitiva, le derivate seconde rispetto alle «* delle funzioni vy s
le derivate prime, e le v . Le () sono pertanto tre equazicni
alle derivate parziali del second’ ordine in coordinate lagrangiane

z* nelle tre funzioni incognire v, .

Osservasione II. Facciame notare che in virta delle (49),
e nell’ipotesi di assenza di forza di massa, le equazioni indefi-
nite (I;) del Siexorint si esplicitano in tre equazioni a derivate
parziali del primo ordine nelle sole caratteristiche di deforma-
zione.

13. Riferimento a coordinate cartesiane y*. In tale riferi-
mento, abbiamo

o or, du? ’
g5 ayd - 8.]/6 '
Poniamo :
) dut
o sy

WH* = TV* (11, 112, 113, oy, W22, Nag, Hz1 Uga, U3s),

e si osservi che il simbolo di derivazione V _ si identifica con

9]
quello di derivazione ordinaria rispetto alla variabile 2°. Le equa-

zioni (Iy), (I;) diventano allora le seguenti
N . (I
(o) j 9y

( Pr = 7% cos ny° sopra X,
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le quali, sostanzialmente, equivalgono a delle equazioni gia otte-
nute dal KircarOFF.

§ 3. Mezzi isotrope.

Chiameremo ésotropo nella configurazione Sp un mezzo con-
tinuo a trasformazioni revisibili esente da ogni vincolo interno,
nel quale il potenziale termodinamico W dipende dalle caratteri-
stiche di deformazione solo per il tramite degli invarianti princi-
pali di deformazione I,, I,, I3. In forza delle (56) della Parte
prima, possiamo considerare W sia come funzione delle o,, sia
come funzione delle dilatazioni principali e,. Facciamo le posi-
zioni :

I’V(In 1, I3) = W, ((01, Wy, (03) = W, (ela &, 53)
Consideriamo la formula
ds® —ds* = 28, (\*) d\P dX°

del § VI della Parte prima; dividiamola per ds* e facciamo uso
delle notazioni seguenti

6y e ’dsd}dj‘ ) Cpp= — by s M = ﬂ;}:
Si ottiene
Poniamo

(56) o L ® (g,'te i

2 (L4297

ed osserviamo che in una deformazione infinitesima S, — S, ,

dovendo = essere trattato come quantita del prim’ ordine di cui
si trascurano i quadrati, si trae dalla (56)

(57) E = ¢
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Consideriamo in P, le tangenti alle linee delle congruenze
principali: esse costituiscono una terna trirettangola P, X* con

referenza alla quale adotteremo ancora la notazione X* per in-
dicare le coordinate cartesiane dei punti di S”f Si osservi che
con tale riferimento, i parametri 'Af della direzione 'ds si identi-
ficano con i coseni direttori della medesima rispetto alla terna
P, XP : porremo 'AP = cos ('ds, p).

Riferiamoci ora alla terna principale in discorso: essendo
allora nulle in P, le {4 (X*), con p o, sitrae dalla (55),

con la posizione (56),

" o2
o=, 2

cioe

(58) E = F, cos® (ds, 1) -|- E, cos® (ds, 2) + E; cos® ('ds, 3) =

= K, cos’ ('ds, h) ,

avendo indicato con I, la componente principale di deformazione
(con segno cambiato) —&,,, la quale si identifica con il valore
della funzione E in P, quando I’elemento ‘ds coincide con 1’ ele-
mento ’ds, della linea principale k& passante per P,.

2

Si supponga (*-) che a partire dalla configurazione S, il

corpo solido si deformi in modo continuo: noi potremo stabilire
le nuove posizioni assunte dai punti F, nei vari stati di defor-
mazione del mezzo mediante le formule

EF = XA U

convenendo che le U’ | oltre che esserc funzioni continue deri-

vabili del punto X*, dipendano anche da un parametro t, con

1" ulteriore condizione di annullarsi per un fissato valore di =,

ad es., per Tt = o. Consideriamo in §, una linea materiale I
1

passante per P, e gli angoli che la sua tangente in P, forma

() BE. Avvanst, Sulle deformaxiont finite dei solidi elastici isotropt.
Nota I3, [Rend. della r. Accad. dei Lincei, Vol. XX, serie V, (1911)1].
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_ con gli assi P, X* : per ogni valore di v sara valida la (58);
derivandola rapporto a tale parametro, si ottiene

oE - L 3(ds,h)
(59) 0 2 B, cos ('ds, k) sin ('ds, h) T +
oE,
27 _°
- cos *(’ds, k) 7.
Dalla (56) si ha ovviamente
—312 3F
60) 2 & O _ g O  1_2E>0).

ot dE gt ot
Ed in conformitd, con referenza alle linee principali di P,,

=312 9R,
ot

EEN de, 0K,
— = — —— = - 2 E
(61) ot dE, ot (1 )

(1-2E,>o) .

Facciamo ora 1’ ipotesi che nella configurazione Sp la linea
i sia tangente in P, alla linea %, ciod all’asse P, X": dalla (59)
si ricava allora
as ok,

——a—é—:m‘— per T = o0

Percid dalle (60), (61), essendo E = E, per T = o, si trae
anche

de  Ogy
.ot ot

per t =0 ,

dalla quale, moltiplicando per &r, si ottiene

{62) Se, = O¢

b

ciog, la variazione che subisce il coefficiente di dilatazione prin-
cipale ¢, per effetto d’una deformazione infinitesima del mezzo

~

della sua configurazione Sp, © eguale alla variazione che subisce

"l coefficiente di dilatazione lineare e dell’ elemento d’una linea
materiale I passante per P, che nella configurazione Sp, & ivi
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tangente alla linea principale %. Denotando ora ’ds 1’elemento di
linea ! attiguo al punto P, e con ds il suo corrispondente nella
contigurazione iniziale Sp, si ricava dalla (54)

8’ds ‘ds  0’ds 8 ’ds

88.: ds  ds ds (1) ‘ds

od anche, per © = o, essendo allora ¢ == ¢, , dc = dg,

(63) 0, = (1 + &) M
avendo posto (*%)
. g8lds
=g

Riprendiamo ora le coordinate curvilinee X*. Nello sposta-

mento & X* il lavoro 8! delle forze interne con riferimento all’e-
lemento di volume dS;, o al corrispondente dS, & dato da

(64) ol = —keWdS= *ka—mﬁehdb‘:—k

oW, ds,
o
dg;,

FEENE R
perché, denotando con ® il coefficiente di dilatazione cubica, si ha
ds; = (1 + 8) dS .

Poniamo

1 g, 0W,
(65) = — ko O

e ricordiamo le (63): si ricava allora dalla (64)
(66) 8l = yu M dS,
Poiche lo spostamento 3 X* & inﬁnitesinﬁo, le relative carat-

teristiche di deformazione sono date dalle formule spettanti

(23) Abbiamo posto I’ indice % alla lettera v, perché 'ds ¢é I’ elemento di
una linea che ¢ tangente in P, alla linea principale /% .
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all’ elasticitd di primo grado [Parte prima, formule (22)], ciog,
nel caso nostro, da

(V, 38X, 4 V4 8),),

ro| —

ove il simbolo di derivazione covariante si riferisce adesso alla
forma (1) della Parte seconda.
Per la 7, abbiamo 1’ espressione

A3 1 > ) ')
(67) 1= 5 (V, 8X, 4 Vo 8X,) N 28 = V38X, 2202,

analoga alla (55), ove si tenga conto che nel caso attuale la de-
formazione & infinitesima, e quindi sussiste la (57).
Sostituendo nella (66) la (67), si trae

(68) 3=V, 53X, dS, ,

avendo posto

o . ) 130
(I)‘P = %n )\/F: Ah

Ma in precedenza (formula 12), abbiamo visto che al lavoro
ol si pud dare la forma

(69) =% V, 38X, dS, ;

percido, dal confronto della (68) con la (69), concludiamo che
dev’ essere

@0 P = N

Poiché le ®#° costituiscono un tensore doppio simmetrico
contravarianti, sappiamo che si pud sempre trovare in ‘S,,l al-
meno una terna di congruenze mutuamente ortogonali con refe-
renza alle quali valgono le (70). '

Concludiamo pertanto:

@) nei mezzi solidi isotropi la terna in discorso & la terna
(o una delle terne) delle congruenze principali.
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b) Le tensioni principali v, sono date dalle formude del-
7" Araaxst ().

an = k oW,
(Ltep) (L4 05

ove si ricordi [Parte prima, formula (36) ] che

L+0=)1+2L+4hL+81

Jvvero, sostituendo al posto delle I,, I,, I; le espressioni (56)
della Parte prima,

L4+ 0 =(147¢5) @1 +3&) (L 4s) ,

perche [Parte prima, formule (55) ]

1+ sh:l/l—}—Qwh .

(34) Cfr. E. Arvaxsy, nota citata (22). Facciamo rilevare che la deter-
minazione delle tensioni principali y; in base alla (71) presuppone, oltre che
la conoscenza della funzione W, anche la determinazione delle direzioni
principali. Nella Nota III Sulle deformaxzoni finite dei corpi solidi elastici
isotropi, [Ibidem], I’ Aumanst ha trasformato le (71) in modo da far dipen-
dere il calcolo delle tensioni principali dalla deformazione del solido e dal
potenziale termodinamico. [Cfr. anche Ja Memoria citata del Sicxorixt, Cap.
ilf, ¢ 3. n. 12}



