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TEORIA TENSORIALE DELLE DEFORMAZIONI FINITE

DEI CORPI SOLIDI

di ANGELO TONOLO

IKTRODUZIONE

Fra le varie applicazioni che fece il Ricci del suo Calcolo

.ssoluto a quistioni geometriche o di k°isica matematica, quella
alla teoria della elasticità dei corpi solidi non è stata da lui

pubblicata, sebbene ciò fosse nelle sue intenzioni, come risulta
dalla seguente frase: « On consnltera à ce propos: Ricci, Lezioni
sulla teoria dell’elasticità qui para tront prochainell1ent», che si

trova nell’ ultima pagina della Memoria di Ricci e 

« Méthodes de calcul différentiel absolu et leurs applicatio»s &#x3E;&#x3E;
pubblicata nel V 0lnn1e LIV dei « Mathematische Annalen » .

Fortunatamente queste « Lezioni » sono tutte contenute nei fogli
di un suo manoscritto che egli asava passare per la copia ai

suoi allievi del Corso d~ Fisica matematica. In esso la teoria

dell’ elasticità dei corpi solidi è limitata alle deformazioni infi-

nitesime.

L’ itnpiego degli stessi metodi, con referenza alla teoria delle

deformazioni finite, e lo svolgimento degli stessi argomenti, al-

meno per ciò che riguarda la Cinematica di tali deforniazioni,
costituiscono l’ og.getto della Parte prima della presente Memoria.
Nozioni classiche vengono qui sistematicamente trattate con i

canoni di questo Calcolo e pertanto nulla di nuovo nei risultati

si troverà in questa Parte. Ho voluto che la presente trattazione
della Cinematica delle deformazioni finite fosse il più possibile
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aderente a quella fatta dal Ricci delle deformazioni inhnitesÎll1e; 1

perciò ho esposto nel § V, in coordinate cartesiane, argo-
11lenti che sono notissimi ai cultori di questa teoria ; pertanto,
in qualche punto, ho creduto opportuno tralasciare certi dettagli
di dimostrazione e addirittura di non esporre la teoria delle

quadriche di deformazione che si trova invece nel nlanoscrítto

del Ricci.

,NatLiralmeiite questa aderenza alle * Lezioni » si perde nella
seconda Parte della presente ricerca, ove è studiata la Statica

delle deformazioni finite. Nella trattazione delle deformazioni

infinitesime, la riduzione a forma lagraiigiai a delle equazioni di

e(ltiilibi-io di ’CAVCHY è iiiimediata, potendo identificare le variabili

euleriane a quelle lagrangiane. Ciò non è più lecito quando si

tratta di deformazioni finite. Ho stabilito dapprima, per via di-

retta, con riferimento a coordinate culvilinee euleriane, le equa-
zioni di equilibrio di CAUcnv sotto forma teiisoi-i,, le. Ull giudiziosa
maneggio di formule permette di passare da queste equazioni a

quelle ove figurano coClle variabili di riferi1ento le lagrangiane,
ottenendo cos  le equazioni di KiRCHHOFF-Bpii/LOUiN in coordinate

generali. Da queste ho dedotto le equazioni di equilibrio del
BOUSSINESQ e quelle del Sicxomxi, attribuendo, sia alle une clle .
alle altre, forma tensoriale.

In ognuno di tali sistemi il numero delle equazioni è sempre
minore di quello delle incognite. Se supponiamo che ad ogni
particella elementare del corpo corrisponda un determinato valore
di una funzione delle sole caratteristiche locali di deformazione,
tale, che per qualsiasi trasformazioue elementare del mezzo, il

corrispondente lavoro delle forze interne, relativo all" unità di

volume, eo,,Liagli la variazione che subisce la funzione in discorso,
allora si può ottenere il pareggiamento fra il numero delle equa-
zioni ed il numero delle incognite. Basta infatti sostituire in tale

funzione - che si chiama, come è noto, il potenziale termodina-
mico, e che esiste sempre neir ipotasi dei n1ezzi continui soggetti
a trasformazioni reversibili, esenti da vincoli interni, isoterme o
adiabatiche - al posto delle componenti di deformazione le loro

esplicite espressioni in funzione delle derivate prime covarianti
delle componenti dello spostamento della particella dalla sua po-
sizione iniziale, perchè le tre equazioni indefinite tensoriali di
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EiRCHEOFF-BpiLLOUiN si trasformino in un SlStellla a derivate par-
ziali del second’ ordine, ove figurano soltanto tre incognite, che

le componenti covarianti dello spostamento in discorso. Il

pareggio fra il numero delle equazioni e quello delle incognite
è cos  raggiunto.

Ho posto fine alla ricerca con brevi considerazioni sui corpi
solidi isotropi, assegnando le tensioni principali mediante le for-

mule dell’ (*).

({-) Autori che, a mia conoscenza, sia sono occupati di quistioni spet-
tami alla teoria delle deformazioni finite con il metodo tensoriale, sono i

seguenti : L. hmLl.oLm, Les lois de .socc., 

de.s coordonnées qtielcoiiqite. [Annales de Physique, Xe Série, Toiile

TIT= (192)]; Th. lh: DoNi)F-R, 
[Acad. Royale de Bel gi ci ue, Bull. Classe des Sciences, 5a 

t. 17, (1931) ] ; B.FiNzi, Tensor2 elastici per f nite, [Boll. della

U. lI. I., Anno X, (1931)] ~ Y. DuPosT, la thénrze de

défor izcttioi q fc’u2e.·, [(.,omptes Rendus, t. 192, 931)J; F.

Fiiiite of an elastic solido [American Journal
,f voi. LIX. (1936)J: U. CI80I’TI, _Ileeeanica [Ll )rei, a
Editrice politecnica. 4a edizione. Milano, (1994)) ; C. ToLOT2r, I,e 

lag -rt igiane dellrc dei eontiriui in 

dell’Acc. delle 5c. Fis, e Mat. ~1i Napoli, XIII, serie 4a, (1943~].
In tale teoria trovano posto di pri 1no piano le ricerche del SiGNORiM.

Nel a recente Memoria 1. - Trasfoi-ii2(tzio.,ii te),nioelastiche finite, [Annall
di n&#x3E;itematica, Tomo XXII, Serie IiT, (1943)], si trova una esposizione
veU0riale dettagliata e completa dei suoi studi di cinematica e dinamica

delle deformazioni i finite, compresi gli ultimi contributi che egli ha apportato
alla, teoria in discorso 

’
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PARTE PRIMA

Cinematica delle deformazioni finite

§ 1. - Rif6rimeiito Il tensore di 

zione. Foi-mitle fondaineiilali.

1’ espressione del quadrato, dell’ elemento lineare dello spazio
euclideo a tre dimensioni riferito a coordinate curvilinee x’ quali
sei vogliano. l)enotian10 con a il discriminante dellà forllm (1)
e con i coefficienti della sua forma reciproca. Una deterini-

nata regione connessa di questo spazio sia occupata da un mezzo
continuo S. Si supponga che questo IlleZZO Stlblsca una defor-

mazione, in virtù della quale ogni suo punto passi da una po-
sizione P, che diremo i1lixiale, ad un’ altra posizione P1, che
diremo finale. In conformità, F insieme dei punti P costituirà la

coizfigiti-aziotie (o stato) inixiale del mezzo, che denoteremo con
mentre sarà indicata con 81’1 la configuraxione (o stato)

finale o deforinata del mezzo che è costituita dall’ insieme dei

punti p, Siano xÀ e X’ i valori delle coordinate curvilinee

dei punti ~’ e le XÀ saranno manifestamente funzioni delle

che noi amrnetteremo uniformi, finite e continue assieme alle
loro derivate parziali fino al terzo ordine almeno, in tutti i

punti di ~S’p . Supporremo inoltre che anche le x’
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siano funzioni Llillformi, finite e continue assieme alle loro de-

rivate parziali fiil0 al terzo ordine almeno, in tLlttl i punti di

. Pertanto, la corrispondenza fra i punti delle due configu-
razioni iniziale e finale del mezzo ~S’ va pensata come biunivoca
senza eccezioni ; perciò è necessario supporre che il determinante

funzionale

sia privo in Sp di valori di segno opposto. Noi ammetterremo
,,Iie in tutto questo campo sia sempre

Volendo u ifori-iiai-si a locuzioni costantell1ente usate in

idroùinan1ica, chiamerei&#x3E;io le ag’ variabili lagrangiane e le ,
vai,iabili 

2. Il tensore di espi-essi.oiie in 
delle ii’ = XÀ - xÀ e le loro nerirate. Ai due punti P e 1’’
infinitamente vicini del mezzo iniziale di coordinate rispettive
,r;À e x’ + dx’ la cui distanza ds, elevata a quadrato, è data

dalla forma ( 1 ), corrispondono nel mezzo finale due punti infini-

tamente vicini Pi e di coordinate rispettive ...yÀ e +

+ d&#x3E;X’ che si ottengono dalle (2), e la cui distanza dsl , ele-

vata a quadrato, è data, in conformità alla (1), da

Posto

,~i ha
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e quindi, sostituendo in (4), si trae

nel1e quali formule lljtelldlc‘1,t110 le surrogate dalle (2). La

variazione del quadrato della distanza ds dei due punti
P e P’ del mezzo iniziale, per effetto della deformazione (2), e

pertanto

avendo posto

Le ~pa (.zv) costituiscono un tensore doppio covariante sim-

metrico che chiameremo tensore di (iefornia,-ioiie, le cui compu-

nenti çpcr (.rÀ) saranno anche chiamate cai-attei-isll*cl e di defor-
’

La ragione di questo appellativo sta nel fatto che esse in-

tervengono nella determinazione delle alterazioni che subiscono,
per effetto della deformazione, le lunghezze degli elementi lineari

del mezzo iniziale e gli angoli che formano tra loro due di

questi elementi uscenti da un medesimo punto del corpo. Per

mostrare quanto abbiano ora asserito, cominciamo a stabilire

dapprima alcune iormule generali che sono foiiùaiiietíta" in questa
teoria.

Siano ds = PP’ e as = due elementi lineari quali si

vogliono uscenti da P del mezzo ,S’p , il cui angolo, compreso
fra zero e x, denoteremo con 0. I punti P, P’, Q’ abbiano

_ rispettivamente per coordinate x~, 3 xl.. + + ~.~~ . Siano

P~, ~; le posizioni assunte da questi punti nel mezzo de-

formato, di coordinate rispettive X~‘ , X~‘ + + òX .. ;
,denotiamo con 01 1’ angolo, con la precedente limitazione, for-
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dagli elementi lineari Valgono le

formule

Poniamo C) :

Si ha

re sustituendo ueiia (9), si trae

donde, sviluppando i prodotti, si ottieue

c 2) Abbialno indicato con gli indici in alto uÀ le differenze XÀ - xÀ ;
ma esse, nelle variabili x?, , non possono essere considerate come le cornpo-
nenti di un vettore contravariante ; lo sono nel caso delle deformazioni infi-

nitesinie. Per questa ragione abbiamo fatto uso della notazione anche

per il caso delle deformazioni finite.
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Cominciamo a trasformare la somma

Con referenza alla (1), facciamo le posizioni (1) :

Abbiamo

Ricordando che

risulta dalla precedente

Slmilmente si ottiene

(2) Il simbolo i7,, non è qui adoperato come silnbolo di derivazione

covariante; lo diventa nel caso delle deformazioni infinitesime.
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Gommando le (15), (16) e tenendo presente le (1~) si trova.
co 11 ovvio scambio di i indici,

Trasformiamo la somma

Si può scrivere

Sostituiamo al posto delle derivate delle funzioni loro

espressioni ricavate dalle (12) e al posto delle derivate prime,
delle ft ízioni a,, le espressioni i (14) ; si trae
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. 

Ne consegue

Facendo uso ancora delle (12) per trasformare le differenze
racchiuse tra le parentesi ~, i , dopo ovvie riduzioni e cambia-

mento di indici, si trova

In virtù delle (17), (18), si trae dalla (10) la formula fon-

damentale



53

In questa facciamo W = h)1 = 0 : ricaviamo allora dalle (6)
per il doppio delle caratteristiche di deformazione in coordinate

lagrangiane la formula definitiva (~)

Possiamo pertanto dare alla (19) la seguente forma

Osservaxione. Nell’elasticità di 10 grado, o di 1" appi.os.si-
nelle espressioni ora assegnate delle $ si tien conto

soltanto dei termini che contengono le uP e le loro derivate pri-
me al primo grado. In conformità a questo criterio, si ha

2° grado, o di nelle

espressioni delle si tien conto soltanto dei termini che con-

tengono le 2cP e le loro derivate prime al primo e secondo gra-
do. In conformità, dobbiamo scrivere

(3) Queste espressioni delle g pa si trovano nella Memoria del BpiLLOUiK

(pag. 268) citata nella nota (*) dell’Introduzione.
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Nell’elasticità di o di n-sirna 

xione, nelle espressioni delle epcr si tien conto soltanto dei ter-

mini che contengono le ~ e le loro derivate prime al primo,
secondo, ..... iz-simo grado (~).

3. coordi7zate cartesia ie Le e-

spressioni (23) . delle i si semplii cano otevolmeiite, se iden-

tinchiamo le coordinate curvilinee ag’ ad un sistema di coordinate
cartesiane ortogonali y~’. In tal caso, avendosi

si lia

e quindi le (23) si riducono alle seguenti

che sono ben note nella teoria delle deformazioni finite in coór-
dinate cartesiaui i ortogonali.

4. Trasfor1nax one delle (23) in fóro2a teiisoi-iale. Con ri-

ferimento alle linee coordinate x’ passanti per 1’, denotiamo con
r3~’~ le componenti contravarianti dello spostamento (Ricor-
diamo che allora i prodotti /a 2‘ rappresentano le componenti
di PPl secondo le linee coordinate passanti per P).

Per trovare la relazione che passa fra le 1lÀ. e le i" , si

osservi che denotando con ~’~‘ , ~~~‘ rispettivamente le coordinate

(4) Cfr. la Nota del 1 DUI’ONT citata in (*) dell’ Introduzione.
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cartesiane dei punti 1’1 e I’, si ha

od se diciamo

le formule di trasformazione fra le coordinate cartesiane /1). e

le nel mezzo íniziale,

Con riferimento alla forma (1), è notorio che si ha

Sostituendo nella precedeote e tenendo l’onto delle identità

si deducano le formule definitive
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Da queste si traggono le equivalenti

Ponendo le (24) nelle (23) e trascurando i termini che

sono di grado superiore al secondo nelle 1’À e le loro derivate

prime, si ottiene

Ora si osservi che i si mboli di RIXIiANN relativa i alla forma

(1) sono tutti nulli, perciò possian1o scrivere

Sommando e ricordando che

si ricava
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Se infine osserviamo che si ha

e si scambiano gli indici di sonit-i atoria p, e Y, si vede dalle

(26) che è nullo nelle (25) il coefficiente del prodotto vfl 2’v . Si
ricava pertanto la formula teiisoriale definitiva

0160 2. - che gli elemeiiti lir?earv del

inixiale e vai-iazio i dell) angolo di due elernenti lineari

da uno stesso per e f fetto della defornzaxione.
Dilat(tzione cubica. l ivai-ianti pi-iticipali di defoi-iiia,,Yzone.

1. Coe fficieote d2; Nella formula (21)
ídeiitifiehíamo PQ’ con PP’ e di conseguenza con Pl Pí ’
si trae, per la (6),

Si chiama di la qua-
drica che ha per coefficienti le caratteristiche di deformazione

cioè la

i parametri di i dinezione dell’ elemento lineare

n~s == -I’P’, c~ioè i rapporti

In forza della (1), essi sono vincolati fra loro dalla relazione

qiiadratica
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Chiameremo coefficiente di lineare relativo al

punto P e alla direzione individuata dai parametri .’ , il rap-

porto

La sua espressione in funzione delle pcr e delle si ot-

tiene subito dalla (28), ed è la seguente :

2. Si chiama scoi-i-inzeiito i zittiio dei due elP-

utenti lineari PP’ e PQ’, la differenza 0 - 81 degli arlboli che
essi formano prima e dopo la deformazione. Per calcolarlo, de-

notiamo con p.’ i parametri di direzione dell’ elemento PQ’, e

sia 21 il coefficiente di dilatazione lineare relativo all’ elemento

PQ’. Dalle formule (8) e ( ~l ) si ricayano le altre

dalle quali si calcola la differenza 92013 (4,.
Supponiamo ortogonali i due elementi PP’ e PQ’; essendo

7r
allora fO dalla (31) si trae

P ostu

si vede che lo scorrimento i relativo alle due direzioni ortogo-
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nati d.; e == PQ’ spiccate dalle stesso P, si ot-

tiene dalla form ula

Supponiamo ortogonali le linee coordinate &#x3E;r~~ e denotiamo

con )y, i parametri di direzione della congruenza indivicluata
i

rlalla intersezione delle 8uperficie coordinate a’’’ - cost., ..r’‘ = 
- allora

consegue che il coefficiente a,, di dilatazione lineare

1.,, della litlea Il passante per ’ che appai-tieiie
congruenza [h~, ~ dato da

DiL&#x3E;iat»&#x3E; yj, lo scorrimento relativo agli elementi lineari

f~.~,~tl e c~.~°~,_, 2 uscenti da nii medesimo punto P delle linee A2013 1,
h -j-:2 appartenenti alle congruenze [h + i], [h / 2], e teniamo

premute che, W base alla (33), si ha

Dalla (32) ricava allura
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Le (33), (34) giustificano l’appellativo di caratteristiche di

deformazione dato alle funzioni 

Con riferimento a coordinate cartesiane ortogonali 2~~‘ , si ha
apa = 1 per p = a e aPa = 0 per p § a ; inoltre le w relative

all’ elemento ds si identificano con i coseni direttori oc, di questo
elemento. Le (29), (33), , (34) si riducono pertanto alle formule

ben note

3. Dilatazione citbiea. Invarianti principali di 
Sia d8 l’ elemento di volume relativo al punto P del corpo

nello stato iniziale e il corrispondente elemento di volume

relativo al punto Pi del corpo nello stato finale. Si chiama

coefficiente di dilataxione o2cbzca relativo al punto P il rapporto

Con riferimento alle furme (1), (5) abbiano rispettivamente

avendo denotato con b (x~‘ ) il discriminante

Consideriamo i due determinanti

diciamo Pa i complementi algebrici degli elementi 

i nei determinanti suddetti ; facciamo le posizioni



61

e ditmostriamo che le EP" costituiscono un tensore doppio con-
travariante (simmetrico). Infatti, sia il tensore triplo di

Ricci con referenza alla forma ( 1 ) ; valgono le identità

Il principio della saturazione degli indici prova la verità di

quanto abbiamo asserito.

Avendosi

risulta dalla (35)

avendo posto

Queste funzioni sono degli invarianti e si chiamano 

rianti principali di deforniazz’one.
Con riferimento a coordinate cartesiane ortogonali, si hanno

1Jalle (37) le espressioni ben note

~. III. - Direxioni e principal i . Terna princi-
pale di oizgi-iteizze di linee.

Fissiamo nella configurazione iniziale del mezzo una terna

ortogonale di congruenze di linee di parametri ÀV e di momenti
h
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À’~ (con referenza alla forma (1) ). Coine è notissimo, queste
h

funzioni sono vincolate dalle relazioni

ogni gruppo essendo conseguenza dell’ altro.
Facciamo le posizioni

Da queste si ottiene, in virtù del secondo gruppo delle (38).

Per h = k, si trae

Se quindi ricordiamo le (29), abbiaino per il coefficieiite di

dilatazione lineare Eh d;ll’elenieiitu = PP’ della linea, Il (che
appartieue alla congruenza [h di parametri À V) e che passa per

1,

il punto P, 1’ espressione

Dalle (39) si trae ancora

Perciò, detto CPh lo scorrimento relativo agli elementi lineari
dSh+2 delle linee h -~- 1, h + 2 passanti per uno stesso

punto P, ricordando la (32) si trae
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Nella prima delle (37) sostituiamo al posto delle ;p: le (40)
tenendo che 

"

si ricava

Per trasformare la seconda delle (37), osserviamo dapprin13
posto

donde

la finzioni si identificano con i complementi algebrici degli
elementi nel detern1inante (5).

(5) Per dimostrare questa proposizione, cominciamo ad introdurre nei

calcoli le componenti ei,hi relative alla terna X’ del tensore ternario s di
h

Ricci, cioè poniamo

donde

Le sono pertanto eguali à zero, se almeno due degli indici Íl, 1:, ’

sono eguali tra loro, e valgono invece + 1, oppure - 1, secondo che 
essendo una permutazione ad indici tutti differenti di 1, 2, 3, essa è rispet-
tivamente di classe pari o dispari rispetto alla permutazione fondamentale

123. Avremo quindi dimostrato l’ asserto, se proviamo che

A questo scopo sostituiamo nelle (:36) al posto delle componenti dpl

tensore ternario s""" e del tensore doppio Çpa rispettivamente le e le
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Ponendo nella seconda delle (37) al posto delle le (47),
e ricordando le solite relazioni fra le )," , si ha

h

Infine, per 7g otteniamo

Dalle (43) coi seguie che, se sono nulle le tre funzioni

sono anche nulli i tre scorrimenti e viceversa. Ora

è ben noto che, essendo simmetrico il sistema cuvariante ;pa, 3 è

sempre possibile fissare nel mezzo iniziale almeuu una terna di

congruenze di linee mutuamente ortogonali tali che, con referen-
za ad esse, si ha

Concludiamo pertanto che da ogni punto P del mezzo nella
sua configurazione iniziale escono tre elementi lineari costituenti
un triedro trirettangolo i quali si trasformano nel mezzo defor-

mato in altri tre el ementi lineari uscenti da Pi e che formano

ancora un triedro trirettangolo.
Gli elementi lineari in discorso sono quelli delle tre linee

h passanti per ~’ delle tre congruenze [h] per le quali valgono
le (50). Essi individuano le direzioni principali della deforma-

‘ relative al punto P. La terna di congruenze [h] di linee

40). Si ricava, ricorrendo alle relazioni (38),

Poniamo queste espressioni di EP7 nelle ;41 ; si ottiene, sempre avu-
to riguardo alle (38),

le quali, a meno del iormale cambiamento degli indici, coincidono con le (p).



65

mutuamente ortogonali costituisce la i eon-

di linee della defoi-nia;,Yiotie.
La determinazione dei parametri ,’ di queste congruenze

h

si effettua, come è noto, risolvendo il sistema di equazioni lineare
ed omogeneo

essendo le radici (sempre reali) della equazione

Dalle (J 1 ) si trae

Quindi, per i coefficienti di dilatazione degli elementi lineari
delle linee delle congruenze principali uscenti da P, abbianio le

espressioni

Queste êh si chiamano coefficienti di 
ione.

Se111pre con riferimento alle congruenze in discorso, dalle

(-!8), (49), per gli invarianti principali di deformazione si trag-
gono le semplici esphessioni

Fissiamo l’attenzione sulle radici dell’ equazione (52),
considerando i tre casi seguenti :
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risulta dalle (54)

In tal caso il sistema (5l ) è soddisfatto da ogni terna ~.

(per ogni h) e pertanto concludiamo : se le tre radici dell’equa-
zione (52) sono eguali tra loro, ogni terna ortogonale di con-

gruenze di linee tracciata nel mezzo iniziale è principale. I
tale deformazione, i coefficienti di dilatazione lineare intorno ad

un p1111t0 P sono tutti eguali, perche dalle (29) si trae

in virtù delle (56) e del1’ identità quadratica

scorrimenti I1211t111 di due direzioni ortogonali 
vogliono uscenti da un medesimo punto sono sempre nui i.

b) (02 === (Ò3 Ill tal caso la matrice del determi-

1»llte di caratteristica 2, mentre la earattei&#x3E;isti,i della

matrice del determinante è uno. Pertanto il sistema 

t’attov,i

ammette iiia sola soluzione indipendente B0.
1

Associando a questa congruenza una coppia di

congruenze ortogonali fra loro e alla precedente, avremo 
una terna di congruenze principali. Adunque, rlell’ ipotesi che

l’eqt azioiie (52) abbia una radice doppia, esistono ancora innnhe
terne di congruenze principali che si ottengono nel che

abbian&#x3E;o ora precisato. Ne consegue, che i! I piano x determinato

dalle tangenti alle linee delle due congruenze arbitrarie 

beninteso, soddisfacenti alle condizioni ora dichiarate) &#x3E;

per un medesimo punto P è tale, che presi in esso due elementi
lineari qualsiasi ortogonali fra di loro e uscenti da P, il loro

scorrimento è sempre nullo. Il coefficiente di dilatazione lineare-
è sempre il medesimo per tutte le direzioni uscènti da .’ e 

centi nel piano ?C.
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c) (Ù3. Il sistema (51) ammette una sola soluzione

indipendente per ogni radice w e quindi nel caso delle radici
distinte dell’ equazione (52) esiste una ed una sola terna di con-

gruenze principali.

§. IV. - di del D~, 

Assegnata una deformazione del mezzo continuo ---+ AB’jJ~ , ’,
resta completamente individuata la quadrica di deformazione

in quanto sono determinati i suoi coefncienti (.,r‘ in 

zione delle coordinate lagrangiane :,r,‘ . Inversamente, domandia-

rnoci : assegnata la quadrica , cioè i suoi coefficienti come

fnnzioiii del posto .~’B esiste una deforrmazione del niezzo .~p
che ammette queste funzioni come caratteristiche di deformazione ?

questa domanda si deve rispondere negativamente, perche, e

lo vedl°emo subito, le funzioni ~;?Û devono soddisfare ad un sei-

stema di sei equazioni differenziali a derivate parziali del secon-

d’ ordine.

Per trovare queste equazioni sono stati proposti vari metodi,
ma il più semplice ed il i più naturale è indubbiamente quello
del CRUDELI (6) che noi ora esporremo in coordinate g enerali 
Tenendo presente quanto abbiamo esposto le condizioni

necessarie e sufficienti perchè sei funzioni (,z’) siano atte a.

rappresentare una deformazione del mezzo  , sono quelle che

si richiedono per 1° equivalenza delle due forme liÌÌe1-enziali qua-
dratiche

(’) CRUDELI, le fÙefOi’iil6lZi0iii finite. I,e eqU(lJàiDiii del 
VENAXT, [Rend. r. Auc. dei Lincei, serie 5a, VOI. XX, (1911)].
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le quali esprimono il quadrato dell’ elemento lineare dello spazio
la prima in funzione delle variabili euleriane X’ e la se-

conda in variabili lagrangiane x~‘ , con l’aggiunta, nel caso della

sufficienza, che le formule di trasforiuazione soddisfino alle con-

dizioni che abbiamo precisato nel n.o 1 del § 1. Ora, se esiste

la deformazione S’p - caratterizzata dalle formule

le due forme sono equivalenti, e poichè la prima ha nulli i sei

simboli di RIEMANN, in quanto rappresenta il quadrato dell’ ele-

mento lineare dello spazio deformato, che è uno spazio euclideo,
nulli saranno eziandio anche quelli della seconda forma. Inver-

samente, se i simboli di RIEMANX della forma (60) sono nulli,
poichè lo sono anche quelli della prima, le due forme sono equi-
valenti, e quindi esistono delle funzioni X’ = fÀ x2, x3), le

quali, uell’ ipotesi che esse soddisfino alle condizioni precisate
nel n.° 1 del § 1, individuano una deformazione 8J)1’ che
ha le assegnate ~p5 (x’‘) come caratteristiche di deformazione.

Adunque, per avere le condizioni in discorso, basterà scrivere i

sei siniboli di RIEMAXX della forma

ed eguagliarli a zero. Le equazioni che cos  si ottengono si chia-

mano del DE SAiNT-VENANT, od anche 

o di C0illpaÉiòiliÉèl del DE SAINT-YENANT. Posto, con
riferimento alla forma (61),

esso sono le seguente :

ricordando che



69

Per avere le equazioni del DK in coord nate

cartesiane, basterà nelle (62) ~tener conto che 1, 

§ V . - coordinate Analisi della

del SIGNORIXI.

1. rigidi. Stippo ianio dappriiiia tutte nulle le

;p:¡ e riferiamoci a coordinate cartesiane ortogonali .r/". Conside-

razioni geo111etrirhe (°~) mostrerebbero agevoln1ente che in tale

caso le .~’~ sono date dalle formule

ove le sono costanti arbitrarie e le lo sono i 
p

pure arbitrarie, di una sostituzione ortogonale destrosa, dovendo

essere positivo il determinante A. Si può arrivare alle (63) con

eguale facilità per via analitica, osservando che in forza dei ra-

gionan1enti fatti nel § precedente, deve essere ora

e quindi, come è notissin1o, valgono le (63). Inversamente, si

vede subito che le (63) individuano una deformazione che ha

nnlle tutte le sue sei caratteristiche. Adunque, le deformazioni

per le quali sono nulle le relative componenti , sono tutte

e soltanto quelle t’he lasciano invariata la forma d:rl2 ; (1@ .12@
e quindi esse si identificano con un spostamento rigido del

mezzo ($) .

l’) APPELL, l’raité de rationelle, [Gauthier- Villars, Parigi,
3- ed.. (1921)], Cap. XXXII, pag. 243-245.

(1) Si deve escludere che la deformazione in discorso sia una simmetria,
la quale pure conserva inalterati angoli e distanze, perchè in tal caso il de-

terminante A avrebbe il valore negativo - 1.
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2. Deforyiia,-ioni o1nogenee. Supponiamo che le ()Ci siano

costanti non tutte nulle. Anche qui () semplici ragionamenti geo-
metrici portano a concludere che alle X2’ si può dare la forma

ove le sono costanti e le b§ pure costanti viiicolate alle
fJ.

ipj dalle relazioni

e tali da rendere positivo il determinante

Si può pervenire alle (64) con altrettanta facilità con pro-
cedimento analitico, osservando che nel caso attuale deve essere

Se ora si ricorda c.ve le deriv ate seconde delle -,,-y) rispettu
alle x, si esprimono linearmente a mezzo dei silmboli di CHHI-

calcolati con referenza alle due forme che stanno nel

primo e nel secondo membro della (66), i quali, nel caso nostro,
sono tutti nulli, segue che le derivale in discorso sono tutte

.eguali a zero in ogni punto del mezzo S1p, e quindi le ‘ sono
quelle assegnate dai secondi Illelllbrl delle (64). Inversalllente,
le (65) ci dicono che le (64) individuano lllla deformazione che
ha costanti le relative caratteristiche.

(9) AppELL, loc. Cit. (7) ; pag.58-256.
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espressioni (65) delle çpo le costanti ~ non figarano ;
1, &#x3E; pertanto, senza modificwre la cleformazione, assumerle

eguali a zero. Possiamo quindi scrivere ie (64) sotto la forma

La deformazione definita dalle (67) si chiama 

ed in particolare, lortw, quando si ha

t &#x3E;x;iaii&#x3E;ei&#x3E;tr che il coefficieiite di dilatazione li-

dei llle’/,’l,o .,, dipende soltanto dalla sola oriezlta.zione di

elemento e non dalla posizione di P; altrettanto dicasi

di (Illat,,tzio ie cubica. Anche gli sC01’I’llllelltl mutui
due elementi lineari spiccati da un medesimo punto? non

It esso, ma soltanto dalle direzioni degli elenlenti in

111 una deformazione qualunque abbiamo visto che adegui
punto  del iiiezz() nella ’’ontigurazione iniziale si pu. associare
una rema di elementi lineari mutuamente ortogonali la quale si

ne! mezzo deformato in un’altra terna eli elementi

linear! ancora ortogonali due a due. Nel caso della

nn10gen ea la dlt-czloi e di questi elementi non di-

pende dalla scelta del e poiché ogni i-c--tta del mezzo

~.~:f,. ~i irl una 1’etta del possiamo concludere

che in tale deformazione ad ogni punto 1&#x3E; dei mezzo iniziale si

PU;’) associare un triedro trircttangolo i cui spigoli si tra-

nel mezzo deformato in quelli di un altro triedro tri-

i-ertai "-olk) _Nel caso della deformazione omogenea pura gli
i sono ordinatamente paralleli agli assi (~).

l’iferill1ento alle (t) possiamo scrivere

 111) APPIILL, 10(’. cit. (7) pag-. 258-263.
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ove le a) sono i coefficienti costanti di una sostituzione ortogo-
p

nale destrorsa, e le *c) delle costanti tali che

Aggiungiamo le ulteriori condizioni

Dalle (70) si ricava

le quali, unitatneute alle (7 1), determinano le 

Dtel’1111I1ata la defoi-nzazioize definita dalle (69), (7 1),
si passa poi alla determinazione delle a~, cioè della 

inerente allo spostamento rigido definito dalle (68) (11) .
Concludiamo pertanto: ogni deformazione omogenea può es-

sere ottenuta medialte uno spostamento rigido seguito da una

deformazioi e pura.

Si osservi che in base ai due gruppi (72) le *cÀ si espri-P

mono soltanto per le e quindi la deformazione pura è

completalmente determinata dalla sola conoscenza delle caratteri-
stiche della deformazione. omogenea assegnata. Non altrettanto’’’’ BJ

avviene per la determinazione della rotazione locale inerente
allo spostamento rigido (68), la cui espressione contiene le deri-

vate anche fuori delle combinazioni À- C2) . °9 ’’

(11) Cfr. COSSERAT, Eubène et Frangois, Sur la th,éorie de 
[Ann. de Toulouse, X, 1896]. Cap. I, pag. 19-25. 

’

(12) Cfr. la Mel110ria citata in (11&#x3E; dei COSSERAT.
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Supponiamo ora che la deformazione omogenea definita dalle

(67) sia pura.
Con referenza al punto O - origine degli assi poichè

a questo punto del mezzo iniziale corrisponde sè stesso nel mezzo

deformato (formule ( 6 7 ) ), gli i assi ÛÀ (di cui si è parlato a

pag. 29 rispetto al punto generico P) coincideranno ora ordina-

tamente con gli assi O~i e danno le direzioni principali della

deformazione pura relative al punto 0. Assumiamoli come assi

di riferimento, e diiaiixo i’ e :SÀ le coordinate dei due punti
corrispondenti P e ]J~ della deformazione in discorso. Poichè

essa è on10genea, possiamo scrivere

ove le C)] sono costanti. A  punto lD, che supponiamo situato

sull’asse delle ~B e quindi di coordiiiate o@ ~~1+ 2 o@
corrisponderà il punto ~i, situato sul medesimo asse, e quindi
di coordinate - À - li. 1 O E~~==0: ciò per la scelta che

abbiamo fatto degli assi d  riferimento. Dovendo questo fatto

aver luogo qualunque sia la posizione di P snidasse 

qualunque sia l’asse 0i’, dalle (73) si trae

e quindi le (73) si riducono alle seo,ueiiti

ove le B sono manifestamente i coefficienti di dilatazione prin-

cipali. Possiamo quindi affermare: Ogni deformazione pura consta
di tre dilatazioni secondo tre assi mutuamente ortogonali, i quali
sono i tre assi principali della deformazione.

Associando questo risultato con qnello stabilito in prece-

denza, possiamo concludere col teorema definitivo :

ogni deformazione otnogenea può essere ottenuta mediante :
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una traslazione,
una rotazione,

° 

tre dilatazioni secondo tre assi ortogonali, i quali sono gli
assi principali della deformazione.

3. Analisi della defo - taziotie. Si consideri un intorno ab-

bastanza piccolo SP del punto P del mezzo di coordinate

cartesiane .1}" ed un altro punto P’ vicinissimo a .P di coordi-

nate ~-)-6~ . La deformazione (1) fa corrispondere a .P il

punto Pl di coordinate

e al punto P’ il punto Pi di coordinate

ove le derivate indicate vanno calcolate nel punto P. Assumimuo
una seconda terna cartesiana di assi paralleli ai primitivi con

l’origine in P e denotiamo con x’ , x’rispettivameiite le coor-

dinate di P’ e di P( con referenza a questo sistema di assi.

Essendo ora 1 abbiamo dalle (75), trascurando i ter-

mini non scritti nei secondi membri,

Queste formule ci danno le coordinate XÌ’ del punto Pi del
mezzo deformato in funzione delle coordinate del punto P’

del mezzo nella configurazione iniziale. Esse definiscono pertanto
la deformazione dell’ intorno S~r del punto P; poichè i secondi

membri sono funzioni lineari a coefficienti costanti nelle coordi-

nate xÌ, la deforn1azione è omogenea. La si chiama 

zione onzogenea tangente (alla proposta) nel punto P, o, pi i
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ccl P. I coefficienti 1/" delle

teoria al n. 2 hanno attualmente i valori 
’

- o caratteristiche di deformazione ~p, relative alle ( î 6) sono

cJiii» 1&#x3E;ii&#x3E; quelli l’hp hanno in P le oa-

della defurlUaziul1P generale definita dalle fOl’ll1ule

B L ’ . Iii ;-irt i dei risultati ()ttei uti al 11. 2, possi,,iiiio quitidi cmn-

con il teorei ia seo-ueiite:
referenza al una particella del 11lezzo cullti»uu nella

e,)iifl-@i razlo e iiilziale., ogni (ÌeÌol’nÌaZiJlle della medesima

i, ottenutn ii&#x3E;ifiiante uno ,,,posta ii  ei to rigido di se-

ila una d=t’oi’niiizioi&#x3E;e od anche, iiiediaiite una trasla-

rotazionr e tre dilatazioni secondo le direzioni prinei-
l li i 

nellu spostaiiieiito rigido della particella 52, gli ele-

lineari nun i altera o, pure non ,,ti-nbiai o gli a11-

che forrmmo tra due elell1enti lineari uscenti da un

punto di dev’ e:ssere possibile esprimere la defor-

!naziüne di nxeliante eleiiieiiti che si riferiscuuo alla sola

lit.&#x3E;i,iii&#x3E;izioiie purat della particella i discorso. Ciò si vede subito

iii e,,,aiiie le l’oriiitile (29), (31. In esse figurano le

:ai«itteristial&#x3E;e ;::- calcolate nel pnnto P relative alla deforj a-

generale (1). Cotiie abbiamo visto, ctuesti valori coincidono

in f) ctuelli clie hanno le caiatteristiche della defort ia-

o io-eiiea tangente alla proposta in P. Ma questi valori

sono altrest eguali a qtiell*1 pu in P della defordiazione pura la
W

a meno d’ ano spostameiito rigido, dà la deformaziolie di

-, qui idi possiamo nelle formule in discorso sostituire alle 

!p .aratteristielie * ed i primi membri restano inalterati.p
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4. Coefficie zte di dilatagi,*oiie areale. Anche il coefficiente

di dilatazione areale può esprimersi mediante le sole caratteri-

stiche ~~cr. Infatti, poichè in qualsiasi deformazione omogenea
definita dalle formule (64) i piani si trasformano in piani e due

segmenti di rette parallele si trasformano in due segmenti di

rette parallele, segue che, con referenza alle formule (76), il

parallelogrammo infinitesimo di area da appartenente ad co-

struito sugli elementi ds = PP’ e PQ’, si trasformerà nel

parallelogranmo infinitesimo di area dal appartenente ad e

costruito sugli elementi e Il coefficieiite
di dilatazione arealp è dato da

Chiamando 0 e O1 rispettivamente gli angoli che formane

tra loro gli elementi d.s, r.s e abbiamo

Quindi

)

Si ha

ovvero, con riferimento al esterna cartcsiano jP.c ,
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Analogamente

Poichè

segue dalla (77)

avendo denotato con â À il complemento alg’ebrieo deir elemento
E 

nel determinante Siano le variazioni che

subiscono le xl’ del punto 7 per uno spostamento infinite&#x3E;iiiio

êJs di esso nel verso positivo della normale all’elemento lJ.

Dovrel11o avere

e quindi i

Dalla (79) si ricava allora

ove sono i coseni direttori della normale ii.
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Trasformiamo ora questa formula in modo che nella tl’asfor-

niata figurino solo elementi relativi alla deformazione pura della

particella A questo scopo, continuiamo a denotare ancora con

a?, e * rispettivamente i coefficienti dello Spostamento !1 !1 
i

e. quelli della deformazione pura di 5,, . Si ha

’renenclo conto che ogni elemento J.À del determinaiit(,

Il x‘ IL è eguale al proprio compleEmento algebi-ico, valgono le

formule

ove "* :J è il L cmuplenlelltu algebrico clell, elemento *c:J uel dp-

terminante . Sostituendo le (82) nel1a (80) e tenendo

conto delle relazioni di ortogonalità fra le si ricava la 

mula dennitiva

la quale prova quanto avevan10 asserito, perchè le *~À, e quindi
le si esprimono mediante le caratteristiche *; J.V della de-

&#x3E; ’ fi’&#x3E;
formazione pura di 

5. Ricerfche del Abbiamo vlst0 Clle ogni deft riila-

zione di una generica particella del mezzo nella sua colfigu-
razione iniziale si può sen1pre ottenere mediante uno spostamento
rigido della medesima, seguito da una deformazione pura. Per

quanto abbiamo detto al n. 2 con referenza alle deformazioni

omogenee, possiamo dire che, nel caso della deformazione di flp,
la determinazione della deformazione pura si può conseguire con
la sola conoscenza in P delle caratteristiche ;¡.~v di deformazione
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Invece la sola (-oi oscetiz,,t in P di queste cOll1ponenti, non ba-
sta ad individuare la rotazione in I’ inerente allo spostamento
rigido, perchè per tale determinazione intervengono le derivate

(; uÀ ..... ’-anche fuori delle combinazioni ç,’l. -
éxlli

Il ha dimostrato che questa deduzione si può con-

seuiiire integrando il sistema ,&#x3E;oinpleto) ai differenziali totali nelle

variabili x. e nella funzione incognita V

ove i vettori sono ;°ii&#x3E;z ui&#x3E;i note n I) delle l’  e delle loro

derivate prime rispetto alle Il significato cinematico del vet-

tore Sedato da

tt o i! di rotazione inerente allo sposta-
mento rigido e ? &#x3E; ;inpiezza drlla rotazione in 113).

I.e (ttiistlo i esaminate nei precedenti paragrat  solo state

svolte con referenza alle variabili la,,- -aiigiaiie x’ . Le stesse qui-
sioni possono esseie trattate aSSl1l11endo come variabili di riferi

mento le euleriane ÁB ". Facciamo intanto la seguente convenzio-
ne: ogni i notazione usata nei § precedenti con referenza alle 
riabili ,t l., sarà mantenuta nel presente § con raggiunta del
..,egno ) posto 111 alto e a sinistra della notazione stessa.

Assumiamo come forma fo daiiieiit,,tle il quadrato dell’ ele-

mento lineari = dello spazio 5)/. ~ , cioè la (4), che iii

conformità alla convenzione ora stabilita, scriverenio cos  :

13) Fno 5tudio dettagliato del sistema (84), sia con referenza alle Üe-

forrnazionr finite, sia con riferimento alla sua integrabilità per ’juadrature,
sei trova esposto nella Memoria Ia del SmxoiuBi che abbiano eitato nell’In-

ti-o,Itizione (Cap. I, 4).
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Il quadrato dell’ elemento lineare ds = PP’ dello spazio ,~,~
è dato da

ove le (xa. ) altro non sono che le ’rtpcr ( _1?‘ ) ) nelle quali al

posto delle Xii. sono state poste le ~ , poichè P, P’, Pí
sono punti corrispondenti dei due spazî e S’p . Facciamo le

i

posizioni

ove al posto delle Xl" nelle l x) vanno surrogate le loro es-

pressioni in f’uuzione delle 1‘‘ , cioè le (3).
Si ricava

Le ( sono le caratteristiche cli defori azioiie in coor-

dinate ~~~‘ .
Ponendo

un calcolo analogo a quello sviluppato nel § 1, conduce alle

formule

ove, beninteso, i simboli di CHRISTOFFi,,,i, di prima e di seconda
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specie ed il simbolo V vanno riferiti alla forma che dà il 

cioè alla (4).
Limitandosi nelle (85) soltanto ai termini che contengono

come fattori le ’2t-" e i prodotti uv , si può dare a tali espres-
sioni forma tensoriale., introducendo invece delle u le compo-
nenti contravarianti (con referenza alle linee coordinate x?,

passanti per 1)1) dello spostamento 
Le (85) si trasformano allora nelle seguenti

L" analoga della (21) è

aiiifesto significato delle notazioni adoperate.
Identificando le -X’ a coordinate cartesiane Y~’ , si ottengono

dalle precedenti (86) le ben note espressioni

Poniamo :

Per il coefficiente di dilatazione lineare relativo al punto P,
e alla direzione individuata dai parametri ’k’ , ovviamente si trova

Per lo scorrimento ’cp
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relativo alle due direzioni ortog’onali ’ds = = 

spiccate dallo stesso punto Pi , si ottiene la formula

avendo posto

Per la dilatazione cubica ’0

con manifesto significato delle notazioni, sussiste la fornlllla

ove -li invarianti hanno le espressioni

con denotando il rapporto fra il complemento algebrico del-

F elemento nel determinante ’i = ’I I ed il determinante

’a della forma (4).
La teoria delle terne principali di congruenze tracciate nel

mezzo si svolge inalterata nelle variabili &#x3E;X~ .
Le condizioni di congruenza del DE SAINT-VENANT si possono

pure esprimere nelle variabili XÀ: basta osservare che si può
scrivere

per concludere che le condizioni in discorso si ottengono scri-
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vendo che sono nulli i sei simboli di della torma

avendo posto
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PARTE SECONDA

Statica delle deformazioni finite

§ 1. Espressione delle vai-iazioi i che subiscono le 

i-istiche di per infinitesi1ni
dei punti del _

Riprendiamo la formula

Diamo ai punti XÀ del mezzo deformato Sp l uno sposta-
mento virtuale infinitesimo ~X~‘ e calcoliamo dapprima la varia-
zione adsí che subisce il dsi per effetto di questo spostamento.

Supporremo le fnnzioni continue e derivabili delle X’ . Ab-
biamo

Con referenza alla forma (1) possiamo scrivere

Tenendo conto che



85

si ricava dalla (2) in virtù delle (3), (4), (5),

od anche

avendo posto

Noi possiamo esprimere la variazione òdsi in un altro modo.
Abbiamo v isto che si può scrivere (Parte prima, formula (6))

Nella spostaniento ~~~’~ del punto Pi, le variabili .1J~ ed i

differenziali (1,x l restano inv ariati. Se quindi diciamo S~j ~ le al-

terazioni che subiscono le çpü per effetto di tale spostamento, do-
vreino avere anche

Eguagliando i coefficienti dei prodotti 61x" dxv nelle (7), (9),
si trae

la quale forinula ci sarà utile in seguito.

Eguagliando a zero i coefficienti della forma

che figura nel secondo membro della (6), cioè scrivendo

si hanno le KnjjNO, scritte con le notazioni del

Calcolo Assoluto, e che danno le condizioni necessarie e suffi-
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cienti affinchè lo spostamento virtuale infinitesimo 8X~- sia uno
spostamento rigido.

§ 2. eqztilibrio in coor(litiale getiei-ali 

1. di CAUCIIY 

Denotiamo con 
i 
due elementi di volume corrispondenti

relativi ai punti P ( x’ ), P, ( ), con k ( x ), kl (.’ ) le den-

sità del mezzo in tali punti, con dl, due elementi d’ area

corrispondenti delle frontiere complete che limitano il corpo nelle

sue configurazioni S,. e ~21 i relativi versori delle nor-

mali a dy. e 
i 

= .Fk (18, la forza di massa agente
sull’elemento di volume e infine con la forza super-

ficiale esterna applicata all’elemento In questo numero la

forma dit erenziale di riferimento sarà costantemente la (1). Siano

F k, «?~~~,~1 le componenti covarianti (con referenza alle linee

coordinate che passano per il punto Pi) della forza di massa

ed analogo significato abbiano le scritture Q~ per
la forza superficiale Q 

Sotto l’ azione di tali forze esterne, si supponga che il corpo
sia in equilibrio nella sua coi figuraziotio .5~~1 . * Per trovare le

equazioni di equilibrio, immaginiamo che ogni punto ~ subisca
lo spostamento virtuale infinitesimo considerato nel § prece-
dente, e calcoliamo, con referenza ad esso, il lavoro virtuale delle
forze esterne ed interne. Quello delle forze esterne di massa è

lato da ( 14)

e quello delle forze superficiali è dato da

(i) Ora, e nel seguito, indicheremo con e con lo spazio occu-

pato dal corpo deformato ed il suo elemento di volume dspl .
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Per trovare 1’ espressione del lavoro virtuale delle forze in-

terne, si osservi dapprima che esse svilupparlo lavoro solo in quanto
la deformazione v irtuale dovuta agli spostamenti a-,V@ alttBri le

lunghezze degli elementi lineari Ora, poichè la deformazione.
illfinitesima, le relative caratteristiche di deformazione sono

date dalle formole (22) della Parte prima, cioè, nel caso attuale,
dalle sei funzioni

Appare quindi giustificato aiiiiiiettere che il lavoro virtuale

delle interne r!? cutl referenza all’elemento oi volume 

esprimibile nella f’ortna.

&#x3E; l’ittlz olií lelie variabili che dipendonu dallo stato di ten-
sione del corpo ., deformato ed equilibrato. Noi le assumeremo

’ome componenti contravarianti di un tensore doppio simmetrico,
~’he chiameremo il degli 

Il principio dei lavori virtuali conduce alI’ equazione

con riferitllento alla forma (1), introduciamo le com-
i 

ponenti miste 4&#x3E;c; del tensore degli sfohzi : abbiai»o
N
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Al primo integrale del secondo membro applichiamo il teo-

rema di GREEN generalizzato ; si ricava

ove abbiamo denotato con le componenti covarianti del ver-

sore diretto secondo la normale interna a Sostituendo in (14)
si trae

-, 1

Ragionamenti ben noti della meccanica dei mezzi contiiiiii i

permettono di asserire che Inequazione ora scritta è altres  valida

in ogni campo SI* del mezzo di cui ii dieliiamo con la

superficie chiusa che lo lin1ita, purché, con referenza ad un ge-
nerico elemento di normale interna rappresentino Qp dE*
le componenti covarianti, rispetto alle linee coordinate passanti per
il punto di applicazione, dello sforzo specifico che si esercita su

questo elemento da quella parte del corpo Si che giace nella

regione opposta ad Dovendo allora sussistere la (15) per

ogni campo Si * di contorno e per quale si voglia scelta

degli spostamenti ôXÀ, si avranno le equazioni indefinite

e le equazioni al contorno

Le (I1) e (I;) sono le equazioni di eqitilibi-io di CAUCHY

sotto forma tensoriale.
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2. I zteiI) -etazioiie iiieccaitie(i delle Dalle (Il)
possiamo trarre F interpretazione meccanica delle funzioni 

che giustifiea il loro nome di componenti contravarianti del ten-
sore degli sforzi.

:Fissiarno la linea coordinata xP che passa per un punto del-
F elemento dEi e sia 9, la componente secondo tale linea

della forza superficiale ivi applicata. Abbiamo, sempre con
referenza alla (1),

Poniamo al posto delle (j û le loro espressioni ( 7 ), facciamo
le posizioni

e ricordiamo che

Dalle (16) si traggono allora le equazioni

le quali, formalmente, sono identiche a quelle ben note dell’ or-

dinaria teoria dEll’ equilibrio dei mezzi continui in coordinate

cartesiane. Da queste emerge subito il significate meccanico delle

y e quindi, in base alle B L 7), delle funzioni 4FF , ove si ri-
i ,

cordi che esse valgono per ogni elemento di di normale 2z,*
ill1maginato nell’ interno del corpo .51 , qualora rap-

presentino le componenti dello sforzo specifico che abbiamo pre-
cisato poc’ anzi. Si fissi, a tale scopo, un punto Pi e sia 

l’elemento del piano tangente della superficie coordinata .xo = cost.,
che passa per esso ; denotiamo con y~, ~2 *, i valori corri-

spondenti delle Ìanzioni ,, . . Scegliendo come normale all’ e-
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lemento quella che forma Llll angolo acuto con la direzione

positiva della linea coordinata xG , talché sia

si trae dalle (18)

Abbiamo pertanto

la quale formula ci dà il significato meccanico delle funzioni pcr (15).

- y~~, dalla precedente relazione
si trae

dalla quale fa ricava

(1’) A parte la forma tensoriale., le equazioni I ) furono date da BEL-

TRA:BU nella Memoria : delle coordt)iate *citi@vili zee teoria del

potenziale e dell’elctsticità, Upere il2atetnatiche (Ulrico Hoepli, Milano, 1920),
Vol. IV, pag. 1 4, Le equazioni (18), che sono le trasformate delle 

sono identiche a quelle otte n ute dal BELTHA}B!I (pag. 168).
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quanrlo le coordinate xl, sono ortogonali.

coordinate cartesiane o1’togonali. ldentifi-
le coordinate curvilinee xÀ alle coordinate cartesiane or-

togonali jj’ ; ; le ‘ si ideiltificano allora con le 17).. e la forma

(1) diventa

Pertanto: -.

Le equazioni (7B) e (Ti) aSSUl1l0110 la forma

e sono notissime nella meccanica classica dei sistemi continui.

3. eqnilibrrio 22 coordinate la-

1. delle interne. Dalla formula (10),
ricordando che XÀ = x~° + ~¿À , si trae

Se la deformazione XÀ - x‘ -f- 2 è infinitesima, nella appros-
siniazione della teoria di tali deformazioni, possiamo assumere
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Perciò, in forza della (13), il lavoro virtuale al delle forza-

interne con referenza all’ elemento di volume e allo sposta-
mento virtuale aX~’, è esprimibile nella forma

Tale non è però ~ espressione del lavoro in discorso, quando
la deformazione XÀ -= x~ + 1tÀ è finita. Troveremo che in tale

caso questo lavoro òl è pure dato da una espressione formalmente
identica alla (19), ma dove però le sono sostituite da altre

funzioni le quali sono legate alle precedenti da relazioni che sta-

biliremo. Riprendiamo la formula

indichiamo eon il complemento algebrico dell’ elemento

del determinante A, e poniamo (16)

Avendosi

si ricava dalla (20)

(16) Per simmetria di formule facciamo questa variante alle notazioni

usate al n. 4 del § V della Parte prima.
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1&#x3E;d anche

perchè dalle (21) si trae

Ne consegue dalla (13), in forza delle (22), che il lavoro

B’ irtnale òl è esprimibile nella forma

Con referenza alle forme (1) e (5) della Parte prima, abbiamo

donde

avendo posto

Se quindi poniamo

e sostituiamo nella (23) al posto del la ottenuta espressione
DdS, otteniamo per 11 l’ espressione definitiva (17)

Osseri;azioiie. Poichè

(17) Cfr. BRILLOIiIN, Memoria citata in (*) dell’ Introduzione, n. 11.
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risulta anche

- -.l

2. Sigiiifteato ine(,,eaiiico delle intanto ossrr-

vare che, denotando Y le coordinate cartesiane dei punii
di ~S~ e ’)1, e con 1&#x3E;1 PC), le i-elative funzioni ~&#x3E;po, valgo-
no le formule analoghe alle (24) 

Il

Lasciando invariate le rÀ e riferendo alle solite coordi-

nate curvilinee ~ , le (24) equivalgono alle seguenti

Pertanto, essendo le componenti del tensore leq.li 
in coordinate cartesiane yÀ ~ le e le denotano le 

ponenti dello stesso tensore quando si riferisce alle coordi-

nate ,y~° e :r;À. Siano 7j i momenti di due direzioni ar-

bitrarie uscenti e si consideri la forma bjfineare inva-

riante

Essa rappresenta la C0111pOnente secondo la direzione (op-
.," ":]11 ’.. : /,..,.1...,. ,t,: " h".:n+ -1 ^

pure -íi) Uvl1U sforzo specljl’ico (che abbiamo precisato -aiit une dei

n. 1 del § 2) clie si esercita in P1 snll’ elemento superficiale di*
passante per tale punto e normale alla direzione n (oppure a ~).
In particolare, se le direzioni ed 7j coincidono rispettivamente
con quelle delle normali alle superficie coordinate xP = cost.,

cost., passanti per y avendosi
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si trae dalla precedente

dalia emerge ll 1 sigi&#x3E; ficat&#x3E; meccanico delle ftii zik)l i i 

3. i KlKCHHOFF-BRILLOriN 

( Prendiamo in considerazione ie formule (27) della
Parte prima, ed osserviamo che nello sp08tan1entu iiifli ltesimo

di cui si è tallo parola all’inizio del 1 della Parte se-

le restano immutate. Ricaviamo allora dalle espressiorn
in discorso

donde, moltiplicando per 4"P’ e sommando rispetto ai due indici,
otteniamo

Ponendo

s  trae

Possian10 scrivere

Il primo membro di questa egnagliai&#x3E;za dà l’ espressione del la-

voro totale delle forze iiitertie nello spostamento virtuale ò ..y)"
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dei punti X~ del corpo dalla sua configurazione deformata ed

equilibrata. Assumiamo la (1) della Parte prima come forma dif-

ferenziale di riferimento, e indichiamo con k le compo-

nenti covarianti (con referenza alle linee coordinate x’ passanti
per il punto P di dS) della forza di massa Fki ed analogo
significato abbiano le scritture Gp per la forza superficiale
esterna Qdll . Il lavoro elementare delle forze di massa e delle

forze superficiali esterne nello spostamento 8X1 è dato rispetti-
vamente da

avendo posto

Pertanto, al lavoro totale delle forze di massa e delle forze

superficiali, si può attribuire rispettivamente la forma

In virtù delle (27), (29), (30), il principio dei lavori virtuali

conduce all’ equazione .

Possiamo scrivere

Al primo integrale del secondo membro applichiamo il teo-

rema di GREEN generalizzato, si ricava dalla (31)
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ove abbiamo denotato con le componenti covarianti del ver-

sore diretto secondo la normale interna a Da questa equa-
zione, per l’arbitrarietà delle VarlaZlolll e del volume d’in-

tegrazione, scendono le relazioni

Le (I,), (7g) sono le equazioni di Kii«iixom.F-Biii,i.&#x3E;iix. sotto

forma tensori aie.

4. tneccaiz co . Fissiamo le oor-

dinate elie passano per un punto deir elemento e siano

ó~ ~ le componenti secondo tali linee della forza superficiale
esterna abbiamo

Sostituendo :B1 posto delle P P le loro espressioni (I,), fa-

cendo le posizioni

e ricordando che

le (7~) si trasformano nelle seguenti

Da queste emerge subito il significato meccanico delle X,,,
e quindi, in base alle (32), delle ove si ricordi esse

val-ono per ogni elemento di normale n * immaginato nel-

r interno del corpo qualora la  J rappresentino le com-

Il
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ponenti dello sforzo specifico che abbiamo precisato alla fine del

n. 1 del § 2. Si fissi, a tale scopo, un punto P di S p e sia d£*

l’elemento del piano tangente della superficie coordinata x3 = cost.
che passa per esso; denotiamo con f~~*, ~2*’ ~3* i valori corri-

spondenti delle funzioni ~l’ ~2’ ~3. Scegliendo come normale n*
all’ elemento 1£ * quella che forma un angolo acuto con la dire-

zione positiva della linea x~ , talchè sia

si trae dalle (33)

Abbiamo pertanto

la quale formula ci dà il significato meccanico dello X-- .

5. Riferimpnto a coordinatc cai,tesiane ortogonali. - Ide --

tifichiamo le coordinate curvilinee xx alle cartesiane yÀ : abbiamo

Pertanto
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ossia, in definitiva,

Si ha ancora dalle (24)

Sostituendo nelle precedenti e tenendo conto che

si ricava

pereliè

Le equazioni e ( f2 ) diventano le seguenti
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che sono le classiche equazioni di KiRCHHOFF-BpiLLOuiN in coor-

dinate cartesiane ortogonali. ,

Osservazione. Dai ragionamenti fatti alla fine del n. prece-

dente, risulta che rappresentano le componenti se-

condo gli assi coordinati dello sforzo che si esercita nel punto
Pi sopra un elemento di superficie il quale, prima della defor-

mazione, aveva per normale nel punto corrispondente P la pa-

rallela all’ asse questo sforzo essendo riferito all’ unità di

area della superficie non deformata.

6. Trasfoi-mazioite delle equazioni (12), ( I2 ). Secoi dct for-
delle equazioni di KiRCHHOFF-BRII,I,OuiN. Denotiamo con ’ ,

~’~ le coordinate cartesiane ortogonali dei punti P e P1 l del corpo
nelle sue configurazioni S p e e siano

le formule di trasformazione fra le coordinate cartesiane yÀ e le

curvilinee x~~ ~ Abbiamo

donde

Le formule di CnRiSTOFFML ci danno nel nostro caso
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Sostituendo nelle {:~4) e tenendo presente ~17e

col L solito significato del simbolo ~~ , si riconosce che si ha in
l-t 1

definitiva

In virtù delle (37), dalle (26) si trae ov viamente

Le equazioni ( I~ ) sono equivalenti alle seguenti

Il secondo membro di queste altro non è che la divergerlza
del tensore ~~pc ~ possiamo quindi scrivere

Sostituendovi le (38) si ottiene

Possiamo scrivere
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Sostituendo al posto delle derivate secondo le loro espres-
sioni (35) e tenendo conto delle relazioni (36), si riconosce che

il secondo termine del secondo membro delle (41), con ovvÎ mu-
tamenti di i indici, è uguale a

Ponendo allora le (41) nel le (40), si ottengono le formule

E da queste, molti p licandole per 2013"-2013 e sommando rispet-
to a p, si traggono le formule definitive

ove con FP denotiamo la componente cartesiana secondo l’asse

OyP del vettore F.

Per trasformare le (1;), si osservi dapprima che in forza

delle (38) risulta

Da queste, moltiplicando per - e sommando rispetto a

p, si trae, dopo mutamento di indici,
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Q,~ denotiamo la componente cartesiana secondo l’asse

del vettore Q.
(7g) costituiscono una nuova forma lagrangiana

delle equazioni di KiRCHHOFF-BRiLLouix in coordinate generali (18 .

7. coordinate cartesiane ortogonali Col so-

lito riferimento cal’tesiano poichà z = l, _--_ D!, le equa-
zioni (13) e (~3) diventano le seguenti

8. equazioni del- Bouss --,-ESQ. Nelle equazioni po ianio
al posto delle le (2 : si trae ovviamente

Abbiamo

Sostituianio nelle (42) e notian2o che essendo

(18) Le equazioni di KiRC inoFF-BRiLLOuiN nelle due forme che abbiamo

dato si devono attribuire al TOLOTTI, il quale me le ha comunicate per let-

tera nel Gennaio 1943. Esse sono pubblicate nella Nota citata in (*). Egli
le ottiene scrivendo in coordinate generali lagrangiane delle equazioni che
hanno carattere tensoriale e facendo poi vedere che tali equazioni si identi-

ficano con quelle classiche di KiRclll-IOFF-BPILLOUIS (quando le variabili di ri-

ferimento sono le coordinate cartesiane.
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si ha

Perciò

Esplicitando la derivazione, considerando come fattori A

e notando che

si perviene alle equazioni definitive

Un analogo procedimento trasforma le (1~) nelle seguenti

Le (14), ( 14 ) sono le del BOUSSINESQ in coordinate
curvilinee generali.

9. cartesiane y‘ . Identifichia-

mo le variabili x’ alle yÀ ed osserviamo che

Inoltre
diventano allora le seguenti
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Esse sono le note BO-cSSIXESQ in coordinate

cartesiane ~J .

1 Q. Equazioni salto Po iamo

Moltiplicando e sommando rispetto a p , si ottiene

Facilmente si stabilisce la seguente identità, ove si ricordi

che negli spazi euclidei sono invertibili le derivate seconde cova-

rianti dei vettori i-P e sono nulle le derivate covarianti
.;

Per la prima delle (43) le (26) diventano

donde

Moltiplicando per e sonmando rispetto a p, tenendo

conto delle (44) e (45), si ricava

Le equazioni ( I? ) di EmcHHOFF-BRiLLOuiN equivalgono alle

seguenti

l%Ioltiplicandole per sommando rispetto a p, tenendo
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conto delle (47), con ovvio scambio di indici, si trae

Sono queste le equazioni del SIGNOIZINI sotto for1na tenso-

riale. Esse sono del tipo lagral giaDO.

Faccianio notare che in assenza di forze di

massa le (15) contengono soltanto le caratteristiche di deforma-

zione e loro derivate prime, le fti zioi i e loro derivate prin1e.

11. Rifei-iine ito alle coordinate ca -tesiaiie ortogonali v l .
In tale coordinate, avendosi

le ( I5 ) diventano

la qualo coincidono con le equazioni del SIGNORINI (19) in coor-

dinate cartesiane yÀ .

12. Riducibilità delle (12) ad cn sistenia ch: tre

equazioni a derivate parziali del second’ ordine a tre incognite.
Prendiamo in esame un qualsiasi spostamento virtuale infinitesi-

fmo Ò XÀ dato ai punti X’ del mezzo nella sua configurazione

(1) Cfr. A. SIGNORINI, meccanica dei sistemi continui. [Rend. del-
rAccad. dei Lincei, vol. XII, serie 6a, (1930) ], oppure la Memoria citata,
(*) della Introduzione, Cap. II, n. 8.
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deforniata ,51, , che supponiamo in equilibrio. Con referenza al-

I"elemeiito di volume che ha per corrispondente 1’ elemerl-

to d,5 deHa configurazione iniziale, indicate con opcr le varia-

zioni che subiscono le componenti di deformazione nello spo-

abbiamo visto che al lavoro virtuale òl delle

forze interne si può dare la forma

Si supponga ora che il mezzo continuo sia privo di ogni
vincolo interno e soggetto a trasformazioni reversibili isoterme

o isoentropiche. In tal caso i dne classici principi della termo-

dii amica, perinettono di afferrnare 1’ esistenza di una funzione W

delle sole componenti di deformazione - potenziale 
(2°),

tale che per ogni eletnento di volume dS e per ogni sposta-
mento virtuale Ò .LyÀ , si ha

Con l’introduzione di questa funzione vedreiiio Conle si

possa trasformare il sistema (12), che è formato di tre equazioni
eon nove incognite, cioè le vP e in un altro sistema nelle

stesse var abili lagraugiane x, , ma composto di tre equazioni a
derivate parziali del sècond’ ordine nelle sole tre incognite 
Infatti, dal confronto della (48) con la (49), si trova

(°) Cfr. la Memoria citata del SIGNORINI, Cap. III, § 1, oppure la Me-

moria citata in (11) del COSSERAT, Cap. III, n. 24. V. acche BtULLOUiN, Me-
moria citata in (’~) della introduzione, n. 13.
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Scriviamo le (I,) in questo modo:

Alle (46), in yirtù delle (50), possiamo attribuire la forma

seguente

Per ciò che segue; conviene fare le posizioni

e scrivere in conformità il doppio delle componenti di deforn1a-

zione in questo modo 
°
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Indichiamo con W* la funzione nella quale si trasforma W

qnando al posto delle i poniamo i secondi rnen1 bri delle (5,
poniamo

Si verii ca agevolmente che le (51) equivalgono alle se-

giieiiti (21)

(2’) Ad esempio, abbiamo

Dalle date espressioni delle ,J risulta ovviamente
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Ponendo infine

ed osservando che le equazioni (7g), (7g) sono equivalenti alle-

per le ( 5 ~ ), (53), si trovano le equazioni definitive

Quindi, sostituendo in (a), risulta
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I. Le ftinzioi i contengono le derix.ate co-

varianti rp¡cr rispetto alla forma (1) della Parte prima, le quali
si esprimono linearmente a mezzo delle derivate parziali oidi-

,

narie ax a e delle funzioni 1 : il simbolo di derivazione V,

che figura nei secondi membri delle (16) è riferito alla forma

in discorso : perciò, esplicitando questa derivazione, figureranno le

L 
. 

t. d.. L f 
.. 

t pcr 
....

derivate prime ordinarie a - e le funzioni s esse, , cioè in
, a x

definitiva, le derivate seconde rispetto alle x; delle funzioni v,
le derivate prinze, e Le ( Tè) sono pertanto tre equazicni
alle derivate parziali del second’ ordine in coordinate lagrangiane
xÀ nelle tre funzioni incognire L~N . *

II. :Faccian1e notare che in virtù delle (49),
e nell’ ipotesi di assenza di forza di massa, le equazioni indefi-

nite del 5lcwoRmTr si esplicitano in tre equazioni a derivate

parziali del priroo ordine nelle sole caratteristiche d  deforrna-

ZloUe.

13. coordinate yÀ. . In tale riferi-

mento, abbiamo

Poilialilo :

e si osservi che il simbolo di derivazione 7, si identifica con

quello di derivazione ordinaria rispetto alla variabile Le equa-
ziuni (7~ ( I~ ) diventano allora le seguenti
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le quali, sostanzialruente, equivalgono a delle equazioni già otte-
nute dal KIRCHHOFF.

§ 3. Mezzi 

Chiameremo isoti-opo nella configurazione S’p un mezzo con-
tinuo a trasformazioni revisibili esente da ogni vincolo interno,
nel quale il potenziale termodinamico W dipende dalle caratteri-

stiche di deformazione solo per il tramite degli invarianti princi-
pali di deformazione h , I2 , I3 . In forza delle (56) della Parte

prima, possiamo considerare W sia come funzione delle sia

come funzione delle dilatazioni principali Facciamo le posi-
zi oni :

Consideriamo la formula

del § VI della Parte prima ; dividiamola per ds2 e facciamo uso

delle notazioni seguenti

Si ottiene

Poniamo

ed osservi1110 che in una deformazione infinitesima .S1’ -~ 

dovendo 8 essere trattato come quantità del prim’ ordine di cui

si trascurano i quadrati, si trae dalla (56)
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Consideriamo in P1 le tangenti alle linee delle congruenze

principali ; esse costituiscono una terna trirettangola P1 X2, con

referenza alla quale adotteremo ancora la notazione X2~ per in-

dicare le coordinate cartesiane dei punti di Si osservi che

con tale riferimento, i parametri ’),P della direzione ’cls si identi-

ncano con i coseni direttori della medesima rispetto alla terna

P1 XP : porremo ’).P == cos 
_

Riferiamoci ora alla terna principale in discorso : essendo

allora nulle in Pi ( X~ ), con p i o, si trae dalla (55),
con la posizione (56),

avendo indicato con Eh la componente principale di deformazione
(con segno cambiato) 2013S, la quale si identifica con il valore

della funzione E in quando 1’ elemento ’ds coincide con l’ ele-
mento ’d.C;h della linea principale h passante per Pl.

Si supponga (22) che a partire dalla configurazione 
i 

il

corpo solido si defOrI111 in I110d0 continuo : noi potremo stabilire

le nuove posizioni assunte dai punti Pi nei vari stati di defor-

mazione del mezzo mediante le formule

convenendo che le !~~‘ , oltre che essere funzioni continue deri-

vabili del punto ~’~~ , dipendano anche da un parametro r, con

l’ulteriore condizione di annullarsi per un fissato valore di r,
ad es., per r = o. Consideriamo in Sp 

1 
una linea materiale 1

passante per P1 l e gli angoli che la sua tangente in Pi forma

(22) E. ÀLMANSi, Sulle deformax oni finite dei solidi elastici 

Nota Ia, [Rend. della r. Accad. dei Lincei, Voi. XX, serie V, (1!111)].
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. con gli assi Pi XÀ : per ogni valore di r sarà valida la (58) ;
derivandola rapporto a tale parametro~ si ottiene

Dalla (5~) si ha ovviamente

Ed in conformità, con referenza alle linee principali di Pi , y

Facciamo ora I’ ipotesi che nella configurazione l 
la linea

I sia tangente in Pi alla linea h, cioè all’ asse Pi Xh : dalla (59)
si ricava allora

Perciò dalle (60), (61), essendo per z = o, si trae

anche

dalla quale, moltiplicando per si ottiene

cioè, la variazione che subisce il coefficiente di dilatazione prin-
cipale P_, per effetto d’una deformazione infinitesima del mezzo

della sua configurazione S p i è eguale alla variazione che subisce ,
. 

il coefficiente di dilatazione lineare s dell’ elemento d’ una li11ea
màteriale l passante per Pi che nella configurazione 

l 
è ivi
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tangente alla linea principale h. Denotando ora ’ds 1’ elernento di

linea 1 attiguo al punto Pi e con ds il suo corrispondente nella
configurazione iniziale Sp , si ricava dalla (54)

od anche, per r = o, essendo allora s = ~,i , as _ ~e~ ~

avendo posto (’~)

Riprendiamo ora le coordinate curvilinee X’ . Nello sposta-
mento 8X- il lavoro 81 delle forze interne con riferimento all’ e-

lemento di volume o al corrispondente dS, è dato da

perchè, denotando con U il coefficiente di dilatazione cubica, si ha

Poniamo

e ricordiamo le (63): si ricav a allora dalla (64)

Poichè lo spostamento 8 X&#x3E;, è infinitesimo, le relative carat-

teristiche di deformazione sono date dalle formule spettanti

(23) Abbiamo posto 1’ indice h alla lettera r, perchè ’ds è l’ elemento di

una linea che è tangente in P, alla linea principale li .
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all’ elasticità di primo grado [Parte prima, formule (22) ~, cioè,
nel caso nostro, da

ove i] simbolo di derivazione covariante si riferisce adesso alla

forma (1) della Parte seconda.
Per la 7~~ abbiamo l’es$ressione

analoga alla (55), ove si tenga conto che nel caso attuale la de-

formazione è infinitesima, e quindi sussiste la (57).
Sostituendo nella (66) la (67), si trae

avendo posto

Ma in precedenza (formula 12), abbiamo visto che al lavoro
~Z si può dare la forma

perciò, dal confronto della (68) con la (69), concludiamo che
dev’ essere

Poichè le costituiscono un tensore doppio simmetrico

contravarianti, sappiamo che si può sempre trovare in 
~ 

al-

meno una terna di congruenze mutuamente ortogonali con refe-

renza alle quali valgono le (70).
Concludiamo pertanto :

a) nei mezzi solidi isotropi la teriia in discorso è la terna

(o una delle terne) delle congruenze principali.
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b) Le tensioni pl’incipali Åh sono date dalle fojvn rrl e del.
l’ "",L)A:’;SI (_4).

le iuiili sono equivalenti alle seguenti

ove si ricordi [Parte prima, formula (36) ] che

avvero, sostituendo al posto delle Il, t2, 7g le espressioni (56)
della Parte prima,

Parte lwima, formule (55) ]

(24) Cfr. E. nota citata (12). Facciamo rilevare che la deter-

minazione delle tensioni principali y,1, in base alla (71) presuppone, oltre che
la conoscenza della funzione W, anche la determinazione delle direzioni

principali. Nella Nota III Sulle defor tazioiti ftiiite dei 
isotropi, [Ibiden], 1’ ALMANSi ha trasformato le (71) in modo da far dipen-
dere il calcolo delle tensioni principali dalla deformazione del solido e dal

poteriziale termodinamico. [Cfr. anche la Memoria citata del SifrXORixr, Cap.
3. n, -:2].


