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SOPRA IL PROBLEMA DI NICOLETTI PER UNA
PARTICOLARE CLASSE DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI
A DERIVATE PARZIALI

Nota di Grusepepr ZwirNer a Padova,

II' Ntconerrr, in una sua Nota, ha considerato il problema

g =1y gy ),
g =cy, Yy =cyenny y(2) =c,,

dimostrando - nell’ipotesi che la f(r, %, #',..., y"™) sia con-
tinua e lipschitziana - che ammette una ed una sola soluzione
purché 1’ampiezza dell’intervallo (x;, x,) sia abbastanxza pic-
cola (*).

Nello stesso lavoro il Nicorrrm dimostra poi anche 1 esi-
stenza di un integrale dell’equazione a derivate parziali

| o2

1) -

ot ( 8
ax"dym i

0x ottt )

(h=0,1,....,m; R=0,1,..., m; h+k<n-tm--1),
che lungo le linee caratteristiche

X=Xy Tayeeny Ty (Y =1y Yayeony Ys)s

) . Nicoverri: Swlle condixioni iniziali che determinano gli inte-
grali delle equaxioni differensiali ordinarie [Atti della R. Acc. delle Scienze
di Torino, vol. XXXIII (1897-98), pp. 746-759].
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debba ridursi a funzioni prescritte della y (e della ) insieme
con le sue derivate parziali rispetto alla x (alla y) fino all or-
dine v;—1, vo—1,..., v,—1(p—1, po—1,..., p,—1), con
Vit =0 (e ps=m), ed essendo, § in-
tende, i dati assegnati in modo cempatibile,

Anche in questo caso pero il Niconrrrt prova - nell ipotesi

o 0x 0x oMt x

2RO AN AN v ok
schitziana - che il problema ammette una ed una sola soluzione
finche le linee caratteristiche z=x,, y = yg e il punto varia-
bile (z, y) rimangono in un’area rettangolare convenientemente

che la 'P(r, ) sia continua e lip-

piccola.

Ora mentre recentemente, alecuni Autori (*), hanno studiato
e risolto il problema I) «in grande», determinando ciod¢ un
estremo superiore delll’intervallo (r;, x,) entro il quale il pro-
blema ammette almeno una soluzione, rimane ancora da risolvere
I’ analoga questione per il secondo problema trattato dal Niconetrr
Anche in tal caso bisognerebbe determinare un rettangolo entre
il quale fosse lecito garantire I’ esistenza di almeno una soluzione.

In questa Nota tratto appunto questo argomento nell’ipotesi

dx 0 LI

i) 81‘ N (9!/ gty féfrq’?w, . ) cone-
tenga le derivate parziali fino all’ordine n-—1 rispetto a .« e
fino all’ordine m — 1 rispetto a y ed ammettendo per la ¢ lu
sola continuita rispetto a tutti i suoi argomenti.

perd che la funzione » (.r, I

& R. Cacciorport: Sugli elementi wuniti delle trasformuxioni fun:.io-
nali: un’ osservaxione suc probiemi ar limity [Rend. R. Accademia dei
Lincei, vol. XIIT (1931), pp. 498-502]; S. Cinquist: Problemi di valori al
contorno per equaxtont differenxiali d ordine n [Annali R. Sc. Normale
Superiore di Pisa, vol. IX (1940), pp. 61-77]; G. Zwirzer: Su un problema
di calori al contorno per equaxioni differenzialy ordinarie d' ordine n
[Rendiconti del Seminario Matematico della RR. Universita di Padova. vol. XII
(1941), pp. 114-122]; [n eriterio d esistenxza relativo a wun problema al
contorno per un’ equaxione differenxiale ordinaria d’ ordine n [Atti della
R. Accademia d’ Italia, Rendiconti di Scienze fis. mat. e nat., vol. III (19421,
pp. 217-222]; G. Scorza Draconi: Un' osservaxione su wunm problema al
contorno per le equaxiont differenzialy ordinarie [Atti del Reale Istituto
Veneto di Scienze Lettere ed Arti. t. CI, Parte II (1941-42), pp. 203-212].
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Estendo poi le considerazioni svolte per una sola equazione
ad un sistema di equazioni dello stesso tipo e do anche, nell’ul-
tima parte di questo lavoro, un criterio di unicita relativo sempre
allo stesso problema.

[’ argomento del presente lavoro & stato proposto dal Prof.
G. Saxsoxr al Convegno Internazionale di Matematica tenutosi
a Roma nel novembre scorso.

§ 1.

1. - Per risolvere il problema che mi sono proposto mi
servird anche del seguente lemma, conseguenza di una notissima
formula d’interpolazione :

Nieno s vy, Vo, ovoy Vi By Wy e.n, By due grappe di nwomeri

interi e positire e indichiamo con n e m  rvispettivamente le
SOMME VYo 4 ooV, By APy e B <<l <y
1< Yo <. .. < Y. due gruppi di punti appartienenti rispetliva-
mente agli intervalle a <<x<<b, c<Sy<<d e (v, y) una fun-

P

zione continua, assieme alle sue derivate parxiali ar' 9 " (con
x"ady
Rn=0,1,..., n;, k=0, 1,..., m), nel rettangolo
Riar<b, c<y<d
e soddisfacente 1vi alle condixiond :
0
S ) =0, 4 s, =0,
(1)
oVt = 1
T S (IH Z/) :Oa (l:l’ 2, s ’)
or’t
a .
/”(ra I/J)_O7 5}}"(’) [/,) :07
(2)
ot ! .
vy, y)=0, (J=1,2,..., %)

gt



Risultano allora, in tutto R, vertficate le relasioni:

(b—a) (d—o)"

®) 7o )| = — M
ok (b— a)n-—-h (d— c)m—k I
(4) ox" dy* (mn—h)! (m—k)! ’
(h=0,1,...,m; k=0, 1,..., m),
T . .oevtra
ove M indica il massimo modulo di ————— in B ().
ox" oy™

Infatti per la funzione =z (x, y), soddisfacente alle condizioni
(1), vale la formula:

(& —az) . (x—,) O"
(5) iy y) = — -k (1Y),

(a=sa<b, c=<y=d),

dove u indica un conveniente valore intermedio fra o e b, di-
pendente dal punto (z, y) (*).
Inoltre, dalle (2) si deduce:

" ot
axnm(‘t', .,/J)=O, a;ﬂ‘a"y‘m(.ﬁ’ yj)z()’_'.
on tr—1 )
2z, y) =0, (=1, 2,....9

cony 8——.70"8pr —

e quindi, sempre per la gia ricordata formula d’interpolazione,
si ha:

(3) Intenderemo sempre, nel corso del presente lavoro,

0%t ¢ 0"z otz 0"z 0%z
ax’ oyt T 9yt axh oy’ T 9%ay° ==

(%) Cfr. F. Severi e G. Scorza Draconi: Lexéone di¢ Analsst [Zanichelli,
Bologna] II, n. 58.
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Gy ) = A gy
oan Y m! dx" oy "

(e<r<<b, e<y<d),

con + valore conveniente compreso tra ¢ e d e dipendente dal
punto (x, y). Di qui e dalla (5) si deduce subito la (3).

In modo perfettamente analogo si dimostrano poi le (4) os-
gtk x

;,;TJ,,— si annulla per n— £k valori convenienti
oy

servando che la
di & dell’intervallo a<Ca<Cbh, per ogni dato y(e<y=Cd) e
per m —£k valori di y dell’intervallo ¢e<Cy<Cd, per ogni dato
rla<<ar<b).

Dimostrato cio ricordiamo ora anche che 1I’equazione alle
derivate parziali

aﬂ'{m/l ¥
8.!"7(9'(/71 -

ha I'integrale generale

N1 m—1

p= Y Y ) 0 ()
0 0

con le X, (x), Y, (y) funzioni arbitrarie dei loro argomenti.

Inoltre, con operazioni lineari e di derivazione, una solu-
zione risulta univocamente determinata se lungo le linee carat-
teristiche

L=y Ly ey Xy (Y =Uny Yageees Yl

. Pintegrale x(x, y) debba ridursi a funzioni prescritte della y
(e della z) insieme alle sue derivate parziali rispetto alla x (alla
y) fino all’ordine v, —1, vo—1,..., v,—1 [m—1, w,—1,...,
u, — 1] con

ittt Ve=n, wt. - p=m,

essendo beninteso i dati assegnati in modo compatibile.



22

2. - TrogeMa. Steno: vy, Yo, ...y Vo5 Wi, Ma,eae, By due
gruppe i numer: interi e positivi e indichiamo con n e m
rispettivamente le somme vy vy -+ ...+ V., prt e+ s
Ly <Lyl s Yy <Y<l . <y, due gruppe di punte ap-
partenenti rispettivamente agle intervalli a<<x<<b, c<y<d;
e Sieno

Pi0 (.'/)’ Fin ('/) yeeey Piy, -1 (.’/)’ (=1, 2,..., 1),

'P),U (',l:)ﬂ q)i.l (l") Yoty (‘Pj, p, -1 (‘7’)7 (7 = 17 2) ceey S) [}
due  gruppi di funzions continue arbitrariamente prefissate,
purché le derivate delle o fino all’ordine m e le derivate delle
¢ fino all’ ordine n sieno continue, definite rispettivamente n
e y<=d, a0, e soddisfacenti alle relaxion:

el () = b (x)

(i=1,2...r /=012..5;h=0,1,.,vi—1; k=0,1..,u,—1),
@

() (ry y) Uintegrale dell’ equazione

an o X

a.r” (Wh - 07

verificante le condixioni :

- X 8
Qe M) =12u(y), 528 @0 1) = Fua (),
ovi — 1
° B’L‘V"l Q(xi’ y):(lci,‘l{—-1 (!/)7

8 -
Qx, y) = b0 (2), @Q(«’l} Y) =9.(®),...
ot —1
) Byfgj—l— Q(z, y5) =, p -1 (@),
(@=1, 2,..., r;j=1, 2,..., ).
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v ¢
P o (91'/’

Supporiano inoltre che la funzione f(l Uy
orix

Sk

séa eontinua rispetto a tutti i suor argomenti mell’ iperstrato

) (o p=0,1,...,n—=1; ¢=0, 1,..., m—1)

all—i-/m
a/r”&u
p=0,1,...,0—1:¢g=0,1,..., m—1).

=L =h, e y=<d,

Allora il problema :

[ (}" C s f 0. 0: ori s
e = flx, Y, e Ly m ey — )
(‘ s or’ 8y’ g (9!/’ )

1 ’/ Y
5 g1
e ) =% (Y): or (s y) =2 (y) o1 (reey) =
/ =%y, -1 ),
. =1
G )=l s e ) =) 790,;/—7"‘(' =
=% =1 (1)
1 (F==1, 2, r; j=1,2,.... %)

ammette almeno una soluxione x(ry y) conlinua, assieme alle
ot 4

a ]18 k
e fino all’ordine m rispetto alla iy, nel retiangolo

sue derivate parsiale fino all’ ordine n rispetto alla x

B:ao<<rx<<b, eu<d,
se esiste una costante positiva H tale che, per
T:aar=<b, c<y<d,

bogrtey 8Pt Q) ! ( )n—p (d—c) =1
_ _ |7 AT
l drrdyt  dxPoyt |7 (n—p)! (m—gq)! H,

(p=0,1,....n—1; ¢q=0,1,.., m—1),
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resulti:

. . C0r 98X ortiy 5
(6) ‘]‘ x, ¥, ;,a;, E/”W = H ().

Per dimostrare il teorema enunciato osserviamo innanzi tuttc
che possiamo sempre supporre, per semplicitd di dimostrazione,
Pio()=....=9;, _1(y)=0,

"PI,O('I,) :....:q)}.spu _1(%): O,
2,0,y j =1, 2,..., %),

nel qual caso risulta @ (z, y)=0 ed il campo 7' si riduce al
campo

1I.

P —_— n—p — 1i—q
(1) ese<<b, cgg/gd,) 6 m( (b—a)r(d—c)

ot (9!/(1 (n —.p) ! (ﬂl i q) !

Indichiamo poi con X lo spazio metrico delle funzioni
x(x, y), continue in R assieme alle loro derivate parziali
oty . . .
- - fino all’ordine 2 — 1 rispetto alla x e fino all’ordine
dut gyt
m —1 rispetto alla y; la distanza di due elementi, x,(x, y),
% (r, y), di X essendo data dalla somma dei massimi delle fun-

zioni
e, ) —x(, y),
Oy Okaf | 6% 0% A Y
o or |’ | oy oy |77 | dxr oyt dar oy’ |’
(p=0,1,..., n—1; ¢g=0,1,..., m—1),
in R.

(5) Si potrebbe, piu in generale, sostituire I’ equazione del problema
considerato con la

RS 0z oz arHiz
D n—1 m—lzf ‘ta Y, Z, 77, Ayt T’k’ o]y
0x" gy dx’ dy 0x? dy!
8"+”'_2z an+m_2 .
dove I) ————— indica la derivata totale della funzione ——————,
0~ 8_1;’"_ 81:”_ aym—

e supporre le ¢ continue con le loro derivate soltanto fino all’ ordine m — 1.
e le ¢ continue con le loro derivate soltanto fino all’ ordine » — 1.
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Per ogni elemento = {x, y) di ¥ esiste allora un altro ele-
Wy I
mento t(x, y) di I stesso verificante, in I, 1’equazione

a’ll-‘—//l T (.]9, ?])

=1 (% Y A0y Yyeer,

otk (&, )
axnaym st

89;17 3!/'1

e le condizioni

Pl avl~1
T (7, y) =0, o (@, ) =0,..., @fi_—lr(afh y) =0,
(=1, 2,. 37)7
i = 1
T (17 l//) 07 aWT (.’E, )//) = Oﬂ‘ ) :97/;’__1 ('T? ,/1) - O,

La funzione t (x, y), ove si ponga

z y

¥ (2, y) = // A(x(:_“)l)! ((,)/n_;zl))'_ f(u, vy s (0, U), e

a ¢
o, v) N\ oo
Y QuP dvt

e si indichi con S(z, y) la funzione verificante, in tutto R, alle

relazioni
'\n-}—mS
2 20,
ox" dy"
. 8” -1 9ve — 1
S y) =c*(x,, 9)...... —— S(&,, 9) = ——*(,, y),
ox’i — ! ox¥i — !
] * o - o~ 1 N
S, ) =*(2, 9))5... -, g :—15(,}:, Y)) —6‘1/”]-_1 ™ (2, 9))

¢ data dalla formula

(8) T(z, y) =* (2, ¥) — S (2, y).
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Si tratta ora di far vedere che nelle ipotesi del teorema
enunciato la trasformazione (8) ammette almeno un elemento
unito.

A tale scopo indichiamo con X, l'insieme degli elementi
g(x, y) di X per i quali esista e sia continua, in R, la

an{—m q .
e verifichino inoltre le relazioni:

ox" oy™
o g1
9wy ) =0, =y (x,, .//>=0«-~-75;:79(-"'n y) =0,
8 o !
g@, g =0, 5 9 y) AR A y)=0,

(f=1,2,...,r;5=1, 2,..., %)
e la diseguaglianza

an+m
[ APy S
| 8&”3}/)” [

Per le funzioni ¢ (v, ) varranno allora le relazioni, ana-
loghe alle (3) e (4)

! ah—{—ky (/)——-(7,)“_h (d_c)m-—/; I{
(60 8y | = (n—I)! (m—R)1
(h=10,1,..., n; k=0, 1,..., m).

L’insieme X, sara allora, evidentemente, compatto rispetto a
X perché composto da funzioni equicontinue ed equilimitate, in
orty g
0P dy!
rispetto alla 2 e fino all’ordine 7 — 1 rispetto alla .

R, assieme alle derivate parziali fino all’ordine 2 —1

L’ involuero chiuso X, di ¥, (in ) & un sottospazio com-

patto di X e per ogni elemento x (x, y) di ¥, risulta

ap“'q%
0P oy!

(b —_— a)n—p (d — c)m—-q
= m—p) i (m—q)!
(p=0,1,..., n—1; ¢q=0, 1,..., m—1).

ey

9
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Di qui e dalle (6), (7) segue che, per (v, ¥) in 3, la

3) fara corrispondere un elemento < (x, y) soddisfacente, in
tutto R, alla

1

| 8/L+’/l T

Erraa

e quindi anche, per il lemma dimostrato, alle

(/) _ a)n—h (d—— (?)m_"
(n—h)! (m—E)!

ah—{-h T
. “8'1./1 ayh

(=0, 1,..., n: k=0, 1,..., w)

2 percid t(x, y) appartiene a ¥,. L’immagine ¥/, di ¥, & quindi
una porzione di ¥, stessa ed inoltre, come & subito visto, & an-
‘h” essa compatta.

Dopo di che, in virttt di noti teoremi (°), seque subito che
la trasformazione (8) ammette almeno un elemento unito.

oo

3. — Passiamo ora ad estendere il teorema dimostrato ai
sistemi di equazioni del tipo precedente e limitiamoci, per sem-
plicitd di enunciato, al caso di condizioni al contorno omogenee.

y . . " < -
Steno: oy, gy .eny %y Bty Bizyeees By (=1, 2,.,p)
due guppt di numert interi e positive e indichiamo rispettiva-
mente con n; e m; le somme u;y ..oy, Bt 4By
€ SN0 Tiyyeovny Tip s Yidyeorny Yig, (6= 1, 2500y p) due gruppi

di punti appartenenti rispettivamente agli intervalli a<<x <b,
cZy<d.

(%) Cfr. Birkuorr—KELLoG: Invariant points in function space [Tran-
sactions of the American Mathematical Society, vol. 23 (1922), pp. 96-1167;
vedere anche R. CaccroppoLr loc. cit. per primo in (2).
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Supponiamo inoltre che le funsion

(9h1+ k| e

f,-(r, Uy Xiyevny

dal gyk ’

((=1,2,,p; B, =0, 1,.., n,— 1% k=0, L,..., m,—1; t=1,2,....p

steno continue rispetto a tutti gli argor

assx<<b, c<<y<d,

cy Apycecy

aht + kg %,

ozt By""

)

hy + ky o
o' T vy,

bthpaykp o

)

Y
)

nenti nell’ iperstrato

<+ x,

(hy=0,1,...,n,—1:k;=0,1,...,m—1; t=1,2,...,p).

Allora le

9t 4 m, Y 8!11 Ry 2

9) -
( (9]:”1.' aynlt‘

ﬂ(‘xﬂy);la"

' 5%11‘ ayk

ahp -+ kli .

s
eeer | o

Dy erey archl’aykl’

1

T yees
1

(i: 1? 27 ey p)v

ammettono sempre almeno wn sistema di soluxions v = x;(z, v).

con x;(x, y) continua in

R:a<e<<bh, <

. . L. 0
assieme alle sue derivale parxiali

n, rispetto alla x e fino all’ ordine m;
sfacente alle condixiond :

d
A, (xi,ha .'/) = O, o xl(:ni,,” ;1/) =0 yen
(10)
, d
%5(23, 'I/i-“) :07 5&”% (SL", yi,lc): 01.

se si possono determinare p numers positevi My, M,,...,

axpi 3yc’i_

y=<d,

pi +0i »

.

fino all’ ordine

respetto alla y e soddi-

o%in — 1
duxin=1
(h=1,2,...,7),
9B —1
ayﬁi,k -1
(k = 17 2:"'7 St) )

\
3 X (T, yi= 0,

A (x7 yz.h): O)

M,

p €

p(p + 1) numers non negative Ci.(¢, r=1,2,...,p), Ci(z=1,



2....,p) in modo che risultd :

O My+ Coo Myt ... +C M, + O, < M,,
Cor My + Coo My + . ...+ Cy) M, + Cy < M,,

Coa M+ CpoMy+ ...+ C,, M, +Cy< M,

e che wn tutto il canipo

hy -~ LKy o )
o' te,

(12)
(//—— d)”‘ —hy (([ _ (J)”" -k
(ny—hy) ! (m, — k)!

(=0, 1o, n,—1: k=0, 1,.., m—1; t=1,2.,p),

M,

siteno verificate le disequaglianse
(13) /‘i\gzot.?‘[r 0]‘ (i:ly 27"-ﬂ ]))

La dimostrazione di questo teorema si svolge in modo ana-
lngo a quello del numero precedente.

Indicheremo con I lo spazio metrico delle p-ple ordinate di
funzioni | x(x, y) | = (5 (%, @), %(x, ¥),..., #,(x ¥y)), con
%(%, u) continua in R assieme alle sue derivate parziali
ahiikiii ~ i e PR .
—— fino ali’ordine rn,— 1 rispetto alla .« & fino all’ ordine
daltc gyt
m;—1 rispetto alla y e assumeremo, in tale spazio, come di-
stanza tra i due punti (¢, %2, ...y %), (41, Z,.... Z), la
somma dei massimi delle funzioni

ah, + ki X ol ¢ k; Zc
axh7 ayk; dxl ayk,

(h,=0, 1, ..., n;— 1: B;=0,1,...,m—1; i=1,2,...,p).

2@y y) — Zi (2, y)
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Ad ogni elemento (i;, is,..., £,) di X corrispondera un
altro ben determinato elemento (t,, t,,..., t,) di X stesso che
verifica il sistema :

oMt kg (ay y)

ani = m, T, (.’L‘, l/)
axhi (9_2/k4

o.Mt aynzi =fl (Q:, ¥ * (‘1") -Z/))"'a

oMy T Rp o
”Vp(x: ,’/),..., P(x’ y) )

axhl, ayk},
e le condizioni:

goin~ 1

T (@iny ) =0,

0
T (‘Ti,h) 3/) =0, —1 (xz}m y=0,.., W

ox

86/,%»_ 1

0
T (2, .y1,1\) =0, .- (xa I’/i,h) =0,. T (%, Y.)=0.

8y " 5ﬁi,h -1

(=13, R=1,2,...,8; i=1 2,..., p).

Le funzioni rt, (2, y) saranno date dalle formule
(14) n(v, y) =¥, y)—S (2 v),

dove le funzioni t¥*(x, y) e S,(x, y) si costruiranno con pro-
cedimento analogo a quello detto nel numero precedente.
Premesso cio, per far vedere che nella ipotesi del teorema
enunciato la trasformazione (14) ammette almeno un elemento
unito, indichiamo con Y’ 1’insieme degli elementi |g(z, y)! di
gni Fmi g

—= € yCli=

a xni aymi

2 per i quali esista e sia continua, in R, la
fichino inoltre le relazioni:

P a“i,h‘l
4. ('ri,lm y) =10, 3z g (s, y)=10,..., ng (505 y) =0,

0 9Bk =1
9.(®, yin) =0, é?lgi(xa Yir) =0,..., 5 -1 9:(®, Yur) =0,

(=1, 2., r; B=1,2,..., 8372=1, 2,..., p)

)
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e la diseguaglianza

1 an@ - my 7 )
| @l aqu

<Z M- C,.

Per le funzioni g;(«, y) varranno allora le relazioni, analo-
ghe alle (3) e (4),

IA

(b—a)"i—m(l-—()’“wc‘ [Z G, -{—C]

(n,—p;)! (m;—a))

(p.=0, 1 e, 3 0,=0, 1,0, my; =1, 2,..., »)

1 or " g
ox® 0y

ossia. per le (11),

[ C‘” + G q, | (b—(t)”l “ P (d — P
s 1 T M.
| axPi BJVZ | - (n;—p)! (my—o)!
/
1.’ insieme Y’ © evidentemente compatto rispetto a X e per

ogni elemento |1 (x, y) ! dell’involucro chinso ' di X' risulta

ahi Lk, ’:i‘l (b~— (l)“i - h, ((]_ C)m, -k A
éxT,é—,}—l\T | =  (m—h)(m,—k)! e

(hi=0, 1,y ny— 135 k=0, Locymy—1: =1, 2,..., p).

Di qui e dalle {12), (13) segue che, per | x(x, y) ! in X,

la (14) fara corrispondere un elemento |t (z, y) ! soddisfacente,
in tatto R, alla

ani - m, 'E“ /Y
0L+ Gy (=1 20 p
o 81/'”’ t — ’ ( ’1)

e quindi, per il lemma dimostrato e per le (11), anche alle:

afi 9 T

9aPi 9y°

o b—=a)m e (d—¢)Me =% \y
- (o —p)! (mi—oay)! Hio

(p. =0, 1,0, 0y 6,=0, L., m; i=1, 2, p)
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e percid |t(x, y)| appartiene a I'. Dopo di che, con ragiona-
mento analogo a quello svolto nel numero precedente, si viene

senz’ altro a provare il teorema enunciato.

4. - Tenendo presente un lemma che ho avuto occasione

di dimostrare in un altro lavoro (*), possiamo enunciare il se-
guente teorema, contenuto perd nel precedente.

Le (9) ammettono certamente almeno un sistema di solu-

xiont x=zx;(z, y), con x;(x, y) continua in R, assieme alle

9P T 9 4

derivate parziali —— - '
daPi gydi

fino all’ ordine m; rispetto alla y e verificanti le condizioni
(10) se, ferme restando tutte le altre ipotesi fatte sulle f;, esi-
stono p(p-4 1) numers won negativi 1,7, r=1, 2,..., p),
. @=1, 2,..., p) tali che risulii

fino all’ ordine n; rispetto alla x e

>0, (k=1,2,..., p),

e che, dette Ny, Ny, ..., N, p waomere reali positivi qualsiasi,
e tutto il campo

a<r<<bh, ce<y=<d

1 hy o
lalz+ iy
)

8.’Ehi 9 hki

n;—h, _ p\mg — kg
(b—a) (d—¢) ..
(g — k) (my— R,)!

(=0, 1,..; nu—1; k=0, 1,..., m,— 15 0=1, 2...., p),

(") G. ZwirsEr: Probleme di valore al eontorno per sistemi di equa-
xtont differenziale ordinarie [Atti del R. Istituto Veneto di Scienze, Let-
tere ed Arti, Tomo CI, Parte II (1941-42), pp. 405-418], p. 411.



sieno verificate le disequagliane

D

i =D N

Intatti, per le (15) e per il lemma ricordato in (%), ¢ pos-

~ibile determinare dei numeri positivi N;,..., N, tali che sia

. \" v\ v N \"
N T e N ol F {1,,,1\1) 4+ =N,

T N ipe Nt o, N, =N

ip =
Dopu di che nel campo

ng — ki,
o't i X,

n, —ny _pymg =k
: 5| o (b—a) (d—c¢) N
ox' gy*

‘ s~ Do Ty d, )
l SR (ny—hy) ! (m; —R;)! v

oy =0, 1o, y—13 h,=0, 1,..., my—1: =1, 2,..., p)

v (9) ammettono almeno un sistema di soluzioni 1 =1, (2, ¥),
veriticanti le (10), e con x;(r, y) continua in R insieme con le
ofi T Gia

Ay

~ue derivate parziali fino all’ordine 7, rispetto alla z

daPi gy
e fino all’ ordine my; rispetto alla y.

V/A
e~

5. - Dimostreremo ora un criterio d’ unicita relativo al pro-
blema di Nicorerr e, per semplicita di enunciato, mi limitero
a considerare il caso di condizioni omogenee al contorno.

Sieno: o,y ooy %ips Binyeeey oy, due gruppi di nwmert
interi e positive e indichiamo rispetlivamente con n; e m,; le
SOMme dyy o O, Bia + .t @i.s,-; Tigyeees Loy Biny s Si,si
due gruppl di punti appartenenty rispettivamente agli intervalli
a<zx<h ec<y<d;

o sieno
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9P O 0°r Ty
fz b J7 1) axf’l aycl I y ¥po ’ axpp ay%

(6= L2, p; pe=0,1,0ym; 0,=0;1,..., m,;
peto <n +m—1; t=1, 2, ..., p),

p funxioni definite e continue nel dominio

api + o, v

Vi

Py ke i,

D:a<z<b, ¢ y<d,

(i=1,2,.,p;0.=0,1,...,n;5 6,= 0, 1,..., m,; p; + 6, <<m; + m, — 1}

e soddisfacenti, per ogni coppia di punti distinti del dominio D,

//L‘ - 691 -+ o1 X 3 app —"Gpv/_?p
(100 S B
g1 +o +ap 7
. 8:1 A P 8°f» p[p
y Yy Ly eeny o g ey Doy T
0xP1 0y°1 0xPr gy°r

alla condizione di¢ Lipscuirz :

A

<

gfp + 9p %,

oxPr 8!/51) )

[/

§Pp % Z,
e

f;(-'l7,.7/7/517'--, -'>_ﬁ<x7ﬁl/7zl)-'-

(16)
)2 ny ny
gpPr +or .
< Zl’ Z"‘ Tu; 2 sTsPr s Gr | nor A g (%,.-~Z,.) ’ 5
T 0% | dxPr oy°r |
(pr + 0, < n,. + m.—1),
dove le o, oryon SO0 costante non negative e tali che, posto
1, iy
(b . a)n,. -pr (d—— c)m,. -0

17y e, = 0. M,,
;Pr ;5, i,I, Pry O (n,—p,)! (m,—0,)!

(pr —}— G, = n, +m, — 1)7



risulte
il/“—l €1 ey,
I Cop Coa—1 it 0y,

w p=cy T >0 (=120
; Ci1 Cip ey -1

Allora:

In queste ipotesi il problema

[N

|9ttt My OP1~ Oy » 0fp t Op v \
A il Ty Yy Sy yeny — 2 yerey A yees T p B
St dy™ ! o xP1 dgol " oxfr dy°r
g 3“1,7«"1
Aq (xi,h ) .’/) - O’ 5; A (xi,ha .’/) = 0?"'7 _(’;xx’i,h‘ 1 Ay (xz,h L] y) = O?
5 ghin—1
2w 50) =0, g5 (@ ) = 0y i (8 ) =0,

\ G=1,2...,ps h=1, 2. r: k=1,2,..., s,

ammette, al pity, un sistema di integrali = =x,(x, y), cor
s (2, y) continua in

R:a<ax<bh, c<y<d,

. . R LT .
assieme alle sue derivate parxziali ———— fino all’ordine
0 xPi ayct

n, rispetto alla x e fino all’ ordine m; rispetto alla y.

Infatti, sieno, se possibile, z ==z;(2, ) e z=Z;(x, y)
due superficie integrali distinte del problema considerato e ricor-
diamo che per la funzione x,(x, y)— Z; (x, y) valgono, in tutto
R, le relazioni

i + o3 —_— ng — Pg —_— m; — G4 _
ag |- (zi—zi)‘\g(b i k)

dafi gy (ni—p)! (m;—ay)!
(0= 1,2, .., p; pa=0,1,.., n;; 6,=0, 1,..., my),

(3]
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— . . . . ani -+ my .
ove M, indica il massimo modulo di ———— (3,— Z),in R.
ox"t gy™i

Inoltre, dalle (16), tenendo presente le (19), si deduce

an; +my .
G (% —Z)| <M<
axlli aynli ( ) - -

p  n. m, (b— a)'r—¢r (d-— C)m,.—c,«

< 3, M,
- ;r Z(’:Pr ZU;- ltr’ Prs Or (nr_ pr) ‘ ("27' - Gr‘) Y ”

0

ossia, per le (17),
(20) M, =i M, + 01’,3M2 +eet ci.pMIH (i=1,2,...,p),

il che ¢ assurdo in base alle (18) e ad un lemma dimostrato
in un lavoro precedente (¥), dato che almeno una delle M, deve
essere positiva.

(3) G. Zwirser: Critere d unieitc per wun problema di rvalori al con-
torno per equaxtont e sistemt di equaxiont differenxiali ordinarie d’ordine
qualunque [Rendiconti del Seminario Mat. della R. Universita di Padova,
vol. XIII (1942), pp.- 9-25], pag. 18. In tale lemma ho appunto dimostrato
che melle ipotesi (18) il sistema (20), nelle incognite My, Mz, ..., My, am-
. mette soltanto soluzioni non positive.

(Pervenuto in Redaxione il 18 Gennazo 1943-XXI)



