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SOPRA IL PROBLEMA DINICOLETTI PER UNA

PARTICOLARE CLASSE DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI

A DERIVATE PARZIALI

C~ ~ GIUSEPPE ZWIRNER a 

Il _NICOI,E’FTI, l111a sua Nota, ha considerato il problema

iliniostrando - nell’ ipotesi che la f (a, ?l’,..., y( -l)) sia (’011-

tinua e lipschitziana - che ammette una ed una sola soluzione

pt rel è l’ampiezza dell’ intervallo (x, , z;,t) sia pic-
(1).
Nello stesso lavoro il NicoIjETTi dimostra poi anche l’esi-

stenza di un integrale dell’ equazione a derivate parziali

che lungo le linee caratteristiche

(1) U. NICOLETTI 1 Sulle condixioni iiiiziali deterqiti iaiio gli 2ute-
gi-ali delle equaxioni diffei-eiiaiali ordinarie [Atti della R. ÅCc. delle Scienze
di Torino, v ol. XXXIII (1897-98), pp. 746-759].
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debba ridursi a funzioni prescritte della !1 (e della x) insieme

con le sue derivate parziali rispetto alla x (alla ~) fino 

dine ~20131?..., ~2013~(~i2013~ j~z - 1 , ... , 1 con

vj + V2 ---f- ... + vy. = n + Lz -i- ... + = ed essendo, s’ in-

tende, i dati assegnati in modo compatibile.
Anche in qnesto caso però il NICOLE11fl’I prova - nell’ ipotesi

che la sia continua e lip-

schitziana - che il problema ammette una ed una sola soluzione
nuche le linee caratteristiche .===.r !1 = !lp e il punto varia-

bile (J’ ?/) rimangono in un’area rettangolare 

Ora mentre recentemente, alcuni Autori (2) hanno studiato

e risolto il problema I) «in grande», determinando cioè un

estrenio superiore delll’ intervallo (,t.i , entro il quale il pro-
blema ammette aln1eno una soluzione, rimane ancora da risolvere
l’analoga questione per il secondo problema trattato dal NicoLErn.
Anche in tal caso bisognerebbe determinare un rettang-olo entro
il quale fosse lecito garantire resistenza di aliiieno una 8olnzione.

In questa Nota tratto appunto questo argomento neir ipotesi

però che fmnziene

tenga le derivate parziali fino a1i’ B)rdine 1 rispetto a .r e

fino vll’ OrdlIle  - 1 rispetto a y ed an1mettendo per la.

sola contiiluità rispetto a tllttl i ;noi argomenti.

(21 R. CACCIOPPOLI: ele?ize&#x3E;iiii itniti delle 

sui ai liiiiiti [Rend. R..£ccadeniia dc-I

Lincei, vol. XIII (1931 , pp. 498-30:2]; S. CINQUIXI: Proble ti CL2 1’aluri cGl

contorno per equa-.iogii differenziali cL’ ordil2e n, rannali R. Se. ’,-B-orinale

Superiore di Pisa, vol. ~x (1940)~ pp. 61-77J; G. ZWIRKER: Su un 
di al per equ(tzioni differe tzirtli ordii arie cL’ ordine n

[Rendiconti del Seminario Mateinatico della IL Ilniversità di Padova. vol. XII

(1941), pp. 114-122~ ; (fu ci-iterio a 2cca c~1
contorno per diffei-eii,-iale d’ordine n [Atti della
R. Accademia d’ Italia, Rendiconti di Scienze fis. mat. e nat., vol. 111 (194?,
pp. 217-222] ; G. SCORZA DRAGONI: U t* osgervazione un aL

contorno per le eqzl«1Jio&#x3E;ii diff-,renziali ordinarie del Reale Istituto
Veneto di Scienze Lettere ed Arti, t. CI, Parte 11 (1941-42), pp. 203-21~],
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Estendo poi le considerazioni syolte per una sola equazione
ad un sistema di equazioni dello stesso tipo e do anche, nell’ul-

tima parte di questo lavoro, un criterio di unicità relativo sempre
allo stesso problema.

L’ argomento del presente lavoro è stato proposto dal Proi.

Convegno Iiitei@izct,--ioiz(tle di Mctteiriatica tenutosi

a Ran1a nel novembre scorso. 

§ 1.

1. - Per risolvere il problema che mi sono proposto mi

servirò anche del seguente lemma, conseguenza di una notissima
foI’nlllla d’ interpolazione :

continua, assienze alle sue 

nel 

e alle 
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Ris2tltaito in tutto R, ,ei-ific(tte le .,

ove 3f indica il i assimo modulo ci

Infatti per la funzione z (x, y), soddisfacente alle condizioni

(1), vale la formula :

dove it indica un conveniente valore intermedio fra a, e b, di-

pendente dal punto (x, y) (4).
Inoltre, dalle (2) si deduce :

e quindi, sempre per la già ricordata formula d’ interpolazione,
si ha :

(3) Intendererno sempre, nel corso del. presente lavoro,

(4) Cfr. F. SEVERI e G. SCORZA DRAGONI : Lezioni di Analisi [Zanichelli,
Bologna] III n. 58.
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con r, valore conveniente compreso e dipendente dal

punto (.1;, l‘). Di qui e dalla (5) si deduce subito la (3).
In modo perfettamente analogo si di1110strano poi le (4) os-

servando che la 7z - si annulla per n - h valori convenienti
d.z 

’

di J’ dell’intervallo per ogni dato e

per ~2013~ valori di y dell’ intervallo per ogni dato

Din1ostrato ciò ricordiamo ora anche che l’ equazione alle

derivate parziali 
.

ha r integrale generale

con le X~, (x), Y,, (y) funzioni arbitrarie dei loro argomenti.
Inoltre, con operazioni lineari e di derivazione, una solu-

zione risulta univocamente determinata se ÌlllÌJ$0 le linee carat-

teristiche

. l’integrale t (x, y~ debba ridursi a funzioni prescritte della
(e della ~) insieme alle sue derivate parziali rispetto alla x (alla
y) fino all’ ordine V~ - 1, Y2 - 1, ..., 5 vr -1 [~,1-- 1, p,, - 1 , ... ~
tLs --1~ con

essendo beninteso i dati assegnati in modo compatibile.
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2. - TEOREMA. ’)2,..., ’Il’" ~.2 , ... , {.L~ d ne

gruppi di interi e positivi e iizdichiai io con n e iii

rispettiva nente le son7me .

partenenti riqpel ti vani eiite agli intervalli
e 

gruppi di continue arbit)-cti-iai i ente pi-efissale,
le deri uate delle cp fino e le derivate delle

fino n sieno cotitiiiite, de finite rispettivamente in

a  . = l&#x3E;, e soddis facenti alle 

le 
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che l cc i

rispetto (t i 

l 

alnteno una (.r, continua, alle

- fino all’ ordine n 

e 1n alln !I, nel 

,e c8iste rcocc costai te Il trzLe che, per
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Per dimostrare il teorema enunciato osserviamo innanzi 

che possiamo sempre supporre, per 8en1 plicità di dimostrazione,

nel qual caso risulta Q (x, y) O ed il campo 7’ si riduce al

campo

li dichi-ani(-) poi lo spazio rmetrico delle funzioni

~ (x, y), continue in R assieme alle loro derivate parziali
-" ..

, fino alI’ ordine ii - 1 rispetto alla x e fiuo al’ ordine

1)1 --l rispetto alla J ; la distanza di due elementi, 
%2 (.x, g), di X essendo data dalla somma dei massimi delle fun-

zioni

in R.

(5) Si potrebbe, più in generale, sostituire l’ equazione del problema
considerato con la

indica la derivata totale della funzione -
- 1lJ. "-’ e/

e supporre le cp continue con le loro derivate soltanto fino all’ ordine 1n - 1.

e continue con le loro derivate soltanto fino all’ ordine n - 1.
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Per ogni eleineiito z (.c, esiste allora un altro ele-

) di i stesso verificarlte, in R, 1’ eduaziotle

e le condizioni

La funzione z (x, y), ove si ponga

e si indichi con S(~, y) la funzione verif canle, in tutto R, alle

relazioni

è data dalla formula
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Si tratta ora di far vedere che nelle ipotesi del teoreina

enunciato la trasformazione (8) ammette almeno un elemento

unito.

A tale scopo indichiamo con l’iinsienme degli elemeenti

y) di E per i quali esista e sia continua, in R, l,
f"B t.1I ,- Y’1

e x-erifichino inoltre le ielazioni :

e la diseguaglianza

Per le ÌL111Z1Oll1 g (.x, 2) varranno allora le relazioni, ana-

loghe alle (3) e (4)

L’ insieme ~H sarà allora, evidentemente, compatto rispetto a
1 perchè composto da funzioni equicontinue ed equilimitate, in

R assieme alle derivate parziali&#x3E; °°..° °°°. - . ° "° °°--.°°’- finn alI’ ordine 1l - 1

rispetto alla x e fino all’ ordine ~~2 - 1 rispetto alla y.

L’ imTolucro chiuso è un sottospazio com-

patto di E e per ogni elemento x (x, y) di T risulta ,
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Di qui e dalle (6), (7) segue che, per : (x, ~) in ~ t~ , la

S) farà corrispondere un elemento T (x, ) soddisfacente, in

tutto R, alla

e quindi anche, per il le 111 111 a dimostrato, alle

12 y) appartiene a L’ di quindi
una porzione di f stessa ed inoltre, subito visto, è an-

’h’essa’compatta.
Dopo di che, in virtù di noti teoremi (~), segue subito che

1a trasformazione (8) ammette almeno un elemento unito.

);.:. ó); s.

3. - ’assiamo ora ad estendere il teorema dimostrato ai

sistemi di equazioni del tipo precedente e limitiamoci, per sem-

plicità di enunciato, al caso di condizioni al contorno omogenee.

due di n2cmec°i interi e positivi e indichiarno 

con e rni le somme u.i,l - .... --  + .... -- pi"í

di i,ispettii,,ain ente agli a . b,

Cfr. BIRhHOFF-KELLOG : Inva1.iant points in function space [Tran-
sactions of the American Mathematical Society, Y01. 23 ( 1922, pp. 96-1151 ;
vedere anche R. CACCIOPPOLI 10c. cit. per primo in (2).
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inoltre che le 

sieno continue rispetto a tutt i gli nell’ iperstrato

a tiiiettoiio riltiieiio un siste»za di i (x, ?)q
con  (x, y) contLalca iL

alle sue dei-ivale fino all) ordine

z2 rispetto alla x e fino rispetto alla y e soddi-

nlle 

se si possono positii-i l’, ... , Mp e

p (p --E- 1) non neg2tivi (i, r = 1, 2, ... , P), Oi (  = i,
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2,... ~ p) 2jz 1nodo che 

e che in tutto 2L 

sipJlO le 

La dimostrazione di questo teorema si svolge in modo ana-
a quello del numero precedente.
Indicheremo con E lo spazio metrico delle ordinate di

funzioni ~(J~, J~ i ~ ~ V1 ~x~ ~l ~ ~2 (~~ 3 ~(~2/))~ , con

~ ~ ~x, ,y) continua in R assieme alle sue derivate parziali

lino all’ordine i-ispetúo alla .{ e 6no all’ ordine

1 rispetto alla !1 e assumeremo, in tale spazio, come di-

stmza fra i due punti 2’ ..., 1 2  ..... Z,), la

somma dei massimi delle funzioni
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Ad ogni elemento (:.1, ;~2 , ... , ~~,) di ~ corrisponderà un

altro ben determinato elemento (~1, ~2 , ... , ’t’ p) di E stesso che

verifica il sistema :

e le condizioni :

Le funzioni ~~) saranno date dalle formule

dove le t’unzioni y) e y) si costruiranno con pro-
cedimento analogo a quello detto nel numero precedente.

Premesso ciò, per far vedere che nella ipotesi del teorema

enunciato la trasformazione (14) arnmette almeno un elemento

unito, indichiamo con ’ l’ insieme degli elementi ; g (r, y) , di

71 per i quali esista e sia continua, in R, laN v 
. . 1-1,11 . Il .11 U t1 V .71 G1n V V 1. 1 I 1 l CL , 1 1 C,

fichino inoltre le relazioni : l
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e la diseguaglianza

Per le funzioni 9i (x, y) varranno allora le relazioni, analo-

ghe alle (3) e (4),

os-,ia., per le (11),

/

L’insieme evidentemente compatto rispetto a 2: e per

ogni .li) : / de l’invo ucro chiuso ’ rli L’ risulta

Di qui e dalle ~12), (1=~) segue che, per ’ y) ~ in ~’1 7
la (14) farà corrispondere un elemento ; 1 r(x, y) , soddisfacente,
in tutto 1?, alla

e quindi, per il lemma dimostrato e per le (11), anche alle:
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e perciò z (x, jj) ) appartiene a ’. Dopo di che, con ragiotla-
mento analogo a quello svulto nel numero precedente; si viene

senz’ altro a provare il teorema enunciato.

4. - Tenendo presente un lemma clie hu avutu occasione

di dimostrare in an altro layoro (’), possiamo enuuciare il se-

guente teorema, contenuto però nel precedente.
Le (9) aiie»ipllo&#x3E;io un di solei-

xioni Ñ = xi (x, r), con zi (x, y) continua in R, 

dei-iq,ate pai-xiali a p, --- - ’3 i fizio (ill’oi,ditie 7ii alla x e--- 

2 

fino aZl’ x c

i1xPi aylli e

fino i rispetto alla e le coiidixioiii

(10) se, restando tettte te ipotesi sulle esi-

stono p (p + 1 non (1’, l’ == 1, 2, ... , ),
Ti i (1; = 1, 2, ... , 2~) tali che 

e che, detti N~ , ... , l~ rmc rrzeru; reali posi ti ui qualsiasi:,
in tutto il cri po

( ) G. Problemi di al contorno per sistei)ti di equa-
xioni differeg --iali oi-digiarie [Atti del R. Istituto Veneto di Scienze, Let-
tere ed àrti; To mo CI, Parte II ( 1941-42) , pp. 405-418], p. 411.
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l,e ,ificcite le 

Intatti, per le (15) e per il letmmr ricordato in C), e pos-

sibile determinare dei numeri positivi 1Ì , ... tali che sia

Dopu di clle nel 

(9) aiiii-tietto o almeno 1111 sistema di ?p
verit cantiL le (10), e y) continua in 7 insieme con le

,ne derivate pariiali tino all’ordine rispetta alla x

1_&#x3E; Ìiii,? &#x3E;ill’ or4ine 1&#x3E;1; rispetto alla y.

0160 4.

5. - Dimostrerermo ora un criterio d’ unicità relativo al pro-
blema di N reo LETTI e, per semplicità di enunciato, mi limiterò

a considerare il caso di condizioni omogenee al contorno.

/3ieno: n,,l , ... , 
~ ~3 ~,~ , ~ . ~ ~ ~’ ~Z,s ~ due di 

interi e positiri e indichia1110 e 1ni le

dite di rislJettira1nente 

3
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p f èGLZ : LOnL defi ite e continue nel doiiii zio

e soddisfacenti, per ogni coppia di punti distinti del doiiiinio D,

alla condizione di LIPSCHI’I’Z 1

dove le sono costanti non negative e tali che, posto
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In queste ipotesi il problema

un y), ~or~

2J) 

alle sue derivate fino 

z2 rispetto alla x e fino rni rispetto alla ,y.

Infatti, sieno, se possibile, y) y)
due superficie integrali distinte del problema considerato e ricor-
diamo che per la funzione -i (x, y) ,~z (x, y) valgono, in tutto

l~, le relazioni
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ove llli indica il massimo modulo di
v

Inoltre, dalle (16), tenendo presente le (19), si deduce

ossia, per le (17),

il che e assurdo in base alle (18) e ad un lemma dimostrato

in un lavoro precedente (’), dato che almeno una delle deve

essere positiva. .

(8) G. ZWIRNER : problema cli 9,ctlori al eon-

per e sistemi di eqloaxioni difl’erenyiali ordinarie d’ol-dine
,qiialunque [Rendiconti del Seminario Mat. della R. Università di Padova,
vol. XIII (1942), pp., 9-25], pag. 18. In tale lemma ho appunto dimostrato

che nelle ipotesi (18) il sistema (20), nelle incognite Mi, ... , Mp, am-
. mette soltanto soluzioni non positive.


