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TEOREMI DI CONFRONTO PER PROBLEMI AL CON-
TORNO RELATIVI A SISTEMI DI DUE EQUAZIONI
DIFFERENZIALI DEL PRIMO ORDINE

Nota di Eumva MarcueNtE (a Bassano del Grappa).

In questo volume Trevisan (') e Scorza Draeont (*) hanno
dato dei teoremi di unicita per gli integrali dei sistemi di due
equazioni differenziali del primo ordine. Per chiarezza sara utile
ricordare esplicitamente i seguenti :

Se f(x, y, %), g(, y, x) sono funxioni continue nello strato

(1) Siras2x<bh —oly<+ o —o<2<l+ ®

e tnoltre :
a) (=, y, x) é crescente rispetto a x e lipschitziana in y ;
b) g(x, y, x) é crescente rispetto a y;

allora il sistema :

.'/’:"f(xa Y, 3),
3 =g(2, ¥, 3)

ammette, nell’ intervallo

()

3) I:a<a2<b,

() G. Trevisan, Teorsmi di unicitd e confronto per problems relative -
a sistemi di due equaxsoni differenxiali ordinarie del primo ordime [questo
volume, pagg. 12-21].

(?) G. Scorza Draconi, Teorems di unicitd relativi a un problema al
contorno per un sistema di due equaxzions differenxiali, ordimarse, del
primo ordine [questo volume, pagg. 30-50].

]




82
al pii una coppia di integrali verificanti le condixions :

(4) y@) =a, y®)=pC);
e:
e f(x, y, 2), 9(x, y, z) sono funxiont continue nello
strato S e
a) f(x, y, z) é non decrescente (non creswnte) rispetio
a z e lipschitxiana in y; : :
b) g(z, y, x) é non decrescente (non crescente) rispetio
a y e lipschitxiana in x,
il sistema (2) ammette, tn I, al pie una coppia di inle-
grali soddisfacenti alle (4) (*). '
Inoltre Trevisan ha dato anche dei teoremi di confronto per
le soluzioni di due sistemi. Precisamente egli ha dimostrato che:

Se © secondi membri del sistema
(5) Y=fimn 2 Y=g 08 (=12
sono continut nello strato S e
vi(2), x:i(x).

verificano le (5) in tutto I; se inolire f, é crescente in z, g,
decrescente in y e lipschitziana in z, g, crescente in y e lip-
schitziana in x, mentre < [f;, 9. < ¢, da

3 (a) <zs(a), ¥ (0)>y.(b)
segue -
() <2 (), %1(%) > ¥ () (a<<z<)).

TrevisaN considera anche il caso che dalle

yi(a)<y:(a), 2,(0)<z:(d)

(* loc. cit. (4, n. 1. _

(%) loc. cit. (%), § 3. Veramente Scorza Draconi supponme f e g misura-
bili rispetto ad z e-continue rispetto ad (y, #); introduco, in questo lavoro,
I’ ipotesi della continuita di f(z, y, %) e g(x, Y, ») [rispetto a (=, y, 2)}
solo per motivi di semplicita.
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si vogliano dedurre le
% (8) <#:(2), %(®)<xn(@) ()

In questa Nota mi propongo di dare dei teoremi di con-
fronto in cui le ipotesi fatte si avvicinino di pii come tipo a
quelle del secondo dei teoremi di unicita sopra ricordati. Appli-
cherd- poi i risultati ottenuti per indicare un teorema d’esistenza,
relativo alle soluzioni delle (2) soddisfacenti alle (4), quando le
funzioni f(x, y, z) e g(z, y, z) si suppongano continue in un
insieme della forma

a<sz<b, o@@)<sy<o(z), n@)<sr<1n().

1. — Avrd spesso bisoguo nel seguito di un lemma che,
per comodita, riporto qui esplicitamente :

Le funxioni I' (2, y) e A(=, y) siano conlinue nella striscia
Trar<<d, —o<ly<l +w;
siano lipschitxiane tvi rispetfo alla y e vi soddisfacciano alla

I'(z, y) <A(=x, y).
Allora, se
1(x), &(2)

sono rispettivamente integrali delle
y,=r(z; Y), y,=A(z; )
e se tn un punto x, di a<<xr<\b riesce

i (xo) =< 0(a) ,
é anche
1()<<d(x) tn z,<2<b;
se tnrece riesce

7(%0) =8 (),

(%) loc. eit. (*), nn. 4 e 5.
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é anche
1) =08(x) n asz<z, (9.

2. - Dimostriamo ora il seguente teorema :

Le funzioni [(z, y, %), 9(z, 9, %), (%, 4, %) ¢ $(x 9, %)
stano conlinue nello sirata S definito dalle (1) ¢ y = p(x),
¥ =7 (x) stano soluxioni del sistema

y,=f(xv Y, 2),
z’=y(x, Y, Z),

mentre y =1 (z); z=p(z) lo stano del sistema

y'=cp(z, Y, z):
3=4(z v 2);

e p(x), r(x), =(x), p(x) s¢ suppongano definite in tutto I’in-
tervallo
Iiasz<b.
Allora se:
D) f(z, y, 2), p(=, y, 3) sono lipschitziane in y;
ID) g(z,9, 3), $(%, ¥, 3) sono Lipschitziane in z;
se, per ogni x dell’intervallo I e per y, v\, ¥, 3, 31, 3
qualunque, é
(6) f(-'”, Y %) <9 (, ¥ %),
O 9= 4, 8)=¢(2 %, 3)
e se tnolire risulta
p@)<=(), r@d <p(®),
in I & sempre .
PE)<z(a), r)=<p().

(6) Per un teorema un po’ pii geuerale cfr. loc. cit. (%), § 2. Per altri
teoremi dello stesso tipo, validi per i sistemi, si veda M. Piconz, Teoremi
+di confronto per ¢ sistems di equaxions differenxiali ordinarie e loro con-
seguenxe [Annali di Matematica pura ed applicata, serie IV, tomo XX
{1941), pagg. 67-103], n. 1.
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Dalla (6) segue infatti
flz, g, r(z)) <9 (% 9 p(2))

e quindi per il lemma del n. 1, per la I) e la p(a) < n(a) si
ha appunto

p()<=(z).
Dalla (7) segue poi .
g (=, p(2), 2) = ¢ (2, (2), 3)
e, per il lemma prgcedente e per la II) e la 2z (d) S'p(b), si ha
| r(e) <p(a) 0).

3. - In modo analogo si dimostra che, se é

(8) f(l‘, y, gl) s ?(I, ya Zz) )
(9) 9@ 9, 3)<¢(z 0, 3),
se ‘

I) f(z, y, 3) e ®(x, y, 3) sono lipschitxiane in y,
M g(z, 9, 2) e $(z, y, 2) sono lipschitziane in z

pla)<<=(a) r(®)=p(),
é sempre in 1 '
p)<z(a), r@&)=p().

4. - OsservazioNe. A chiarimento dei risultati precedenti di-
mostriamo ora che, se le funzioni f(z, vy, 3), g(z, y, 3), ¢ (z,
Y, 3), $(x, y, 2) soddisfanno alle condizioni seguenti :

(") 8Be nel teorema dimostrato si suppone f =¢ e g =4¢, la (6) porta
che £ non dipende da z, mentre dalla (7) segue che g non dipende da y.
1l sistema (2) si spezza in due equazioni differenziali distinte. E le afferma-
zioni del testo sono conseguenze del fatto che, nelle nostre ipotesi, gli inte-
grali di queste sono univocamente determinati dai valori iniziali.



86

a) f(x, y, ) & non decrescente in z,
B) 9(x, y, z) & non decrescente in y,
1) ¢(x, y, %) & non crescente in z,
8) ¢(x, y, ) & non crescente in y,

(10) fx 9 x)<e¢( 9 1),
(11) 9@ Y, 2) =4 (5 ¥, %),
esse soddisfanno pure alle (6) e (7).

Supponiamo infatti z,<C3z,; da questa ipotesi, dalla (10) e
dalla a) segue:

flz, 9, 5)<f(2, 9, 2) <p(z, 4, 35).
Supponiamo invece 3,>>3,; da questa ipotesi, dalla (10) e
dalla 7) segue: .
f@, v, 2)< @(z, ¥, 2)) <9 (2, v, %).
Ciod la (6) & sempre verificata.

Dalle B), &) e dalla (11) segue invece la (7).
In modo analogo si dimostra che, se le funzioni f(z, y, 3),

9(2 y, 3), ¢(z, 9, 3), (2, y, 2) soddisfanno alle a), B), ¥),
d) ed alle:

flx, y, 2)<¢( ¥y 2),
9 (=, Iya ) <4¢(, y, %),

esse soddisfanno pure alle (8) e (9).

5. - Nell’ insieme
lae<z<h, gq@)sy<o(z), n(@)<z<1(2),
ove o,(x) e () (¢ =1, 2) sono continue e derivabili in
I:iax<b,
siano date due funzioni continue f(x, y, 2) eg(x, y, 3), con

a(2)<f(z 9, 3)<a(2),

(12) w (@) =g(2, y, 2)=n(2),
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e sia f(z, y, ) lipschitxiana n y e g(x, y, z) lipschilxiana
in z; allora, dati due numeri a e B verificanti le
a(@)<a<o(a),
) <=p=<u(d),

esiste in I una coppia di soluxioni o (x) e t(x) delle

Y =[(z 9, %),

' =g(z 9 2
verificanti le

s(@)=a t(b)=8(.
Poniamo

f@yx=Ff(@Fyzx il,
f(z, y, %) =[(2, 61(2). 2) so y<or(z), ml@)<s<w(a),
f(x, y, z) =[x, 0e(2), 2) 56 Y>>0 (2), T (2) <27 (2),
F@ 9 =1 4, u(2) se 2>n(),
@ 0, ) =1z v, u@®) sor<n(d),

e definiamo mediante uguaglianze analoghe la g(x, y, %) a par-

tire da g (=, y, %).
Poniamo inoltre :

% (2, y, x) =0((x) ¢t=1, 2),
$i(z, 9, 2) =1 (2).
Risulta allora per le (12)
?1(2:, Y, xl)gf(xa Y, Z;) S?i (x' Y, xﬁ) )’
4’1 (xi Y1y x) 2?(3’, ) %)Zti)s(z, Ys x)

(13)

ed inoitre o;(x), t;(%) sono integrali del sistema
Y =9,y 2),

% =¢¢ (x, Yy %) .

(®) Nei nn. .10 e 11 di loc. cit. (?) sono dimostrati dei teoremi analoghi
in cui si suppone o o,(a) = oz(a) = a oppure 1, (b) = 12(d) = §.
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Chiamiamo & (), T(z) una coppia di integrali, certamente
esistenti (°), del sistema

y’ =7 (z; Y, x) )

2' =g (z, y, %)
definiti in I e soddisfacenti alle condizioni
s(a)=a, T(b)=1.

Allora, da o,(a)<<3(a) e 7, (b)<<T(b) e dalle (13), per il
teorema del n. 2, segue: '

0 (2)<5(@), ©(2)<7(z) (a<<z<b).
Allo stesso modo, dalle (13) e dalle &(a)<<o,(a), T(b)<<
< % (b), segue:
G(1) <o, (x), T(x)<<1y(x)

e quindi o(z) e T (x) verificano il sistema:

Y =flz, 9, %),
2’ =9(x$ Y, z)i

c. v. d.

Ricorrendo al risultato del n. 3, si trova un teorema analogo
al precedente in cui perd la t, (z) <<t (%) @ sostituita dalla
7, () =15(2) @ quindi I' 3 Iinsieme a<<z << b, 0)(2) <y <<0,(2),
%(0) <2< (2)

(%) Per una dimostrazione elementare di questa circostanza cfr. A. Mixzoxr,
Su un problema ai limiti per un sistema di due equaxionti differenxials
del 1° ordine [questi Rendiconti, vol. IX (1938), pagg. 142-149] nn. 1-2.

(Pervenuto in Redaxione il 18 Ottobre 1941-X1X)



