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SOPRA LE CONDIZIONI DI LOVE PER UN ONDA
ELETTROMAGNETICA

Nota di Darwo Grarr @ Bologna

IS noto come nella propagazione delle onde hertziane possano
presentarsi superfici di discontinuita anche per lo stesso campo
elettromagnetico (*). Su di esse, perd, le discontinuitd del campo
devono soddisfare alcune relazioni, che diremo condizioni di
Love (). Cio, perché 1’illustre Autore le mise in piena evidenza,
almeno nel caso in cui 1’onda si propaga in un dielettrico e il
campo da un lato della superficie & nullo.

In questa nota ricercheremo le condizioni di Love per un
mezzo isotropo anche conduttore, procedendo con considerazioni
che riteniamo diverse da quelle finora usate.

Noi infatti, seguendo del resto criteri usuali nella fisica—
matematica, sfrutteremo le equazioni di MaxwerL sotto la forma
integrale, diversamente dal Love che procede con acute, ma
forse un po’ oscure, indagini sulle equazioni di MaxweLL nella
forma differenziale, e dal Lavra che fa uso di brillanti conside-
razioni energetiche (). Dovremo ammettere perd che non esistano
cariche elettriche superficiali () o almeno che le superfici di

(*) In generale nella propagazione delle onde elettromagnetiche si pre-
sentano solo superfici di discontinuitd per le derivate del campo. Tali su-
perfici si studiano molto bene col metodo delle caratteristiche. Cfr. Lrvi-
Civita - Caratteristiche dei sistemi differenxiali e propagaxione ondose,
[Bologna-Zanichelli 1931] pag. 73 e segg.

(® Love - Wave-motions with discontinuites in warve front. [Procee-
dargs of the London Math. Society Serie II. Vol. I (1903-04] pagg. 55 e segg.

(® E. Lauvra - Sopra wuna classe di soluxioni delle equaxioni di
MaxweLt-HErTz, [Scritti matematici offerti a Luier BrrzorARri] pag. 145.

(*) Questa ipotesi &, del resto, sempre eonforme al fatto fisico.
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discontinuita non coincidano mai con le superfici elettrizzate.
Perd, nel caso trattato dal Lavra (mezzo dielettrico, campo elet-
tromagnetico nullo all’istante iniziale) 1’ipotesi ora accennata
diventa, come si vedra, superflua.

Riprenderemo poi un teorema di reciprocita da noi stabilito
recentemente nell’ipotesi che il campo elettromagnetico sia ovun-
que continuo e vedremo che il teorema sussiste anche quando
sono presenti superfici di discontinuita, sulle quali valgano le
condizioni di Love.

*
* *

Indichiamo con & una suaperfice di discontinuitad del campo
elettromagnetico e supponiamo che, all’ istante #,, 6 passi per un
punto generico P. Sia poi » un vettore unitario normale a o
col verso coincidente con quello di propagazione della s stessa.
Se consideriamoe un intorno di P che viene diviso in due parti
dalla superficie 6, per ogni grandezza calcolata nella parte del-
I’intorno verso cui si propaga la o, porremo a fianco I'indice 2,
per distinguerla dalle grandezze calcolate nell’altra parte del-
I’ intorno, alle quali metteremo invece 1’ indice 1.

Supporremo che salle superfici ¢ le discontinuita siano solo
di prima specie e che esista un intorno di P e un intervallo
(to, to+ k) tale che, in esso e nelle due parti dell’ intorno sepa-
rate da o, il campo elettromagnetico sia (esclusa o) regolare e
continuo assieme alle sue derivate. Queste ultime ipotesi equi-
valgono, in sostanza, ad ammettere le superfici di discontinuita
in numero discreto e si possono percid supporre verificate nella
pratica. Ammetteremo, inoltre, che le proprieta del mezzo varfno
con continuitd o, meglio, che varino con continuita la costante
dielettrica ¢ e la permeabilita .

Cid posto, vediamo di dimostrare la continuita “attraverso o
della eomponente del campo elettrico # normale a o. Ci bastera
provare la continuita attraverso.c della componente normale del
vettore spostamento I perché, essendo D =¢F e = continua,
ne consegue la continuita per 1’analoga componente di F'.

A questo scopo, consideriamo un elemento ds di 6 che con-
tenga P, e tracciamo un cilindretto retto AV, fisso, con le gene-
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ratrici passanti per il contorno di do e parallele a % e con le -
basi do, e dw, da parte opposta rispetto a o (¥). Il cilindretto sia
poi contenuto nell’intorno di P di cui si ¢ ammessa 1’ esistenza
poco fa. Ora, per una relazione fondamentale dell’ elettromagne-
tismo, il flusso ® uscente dal cilindretto del vettore I vale la
carica A@Q) in esso contenuta. Avremo:

(1) ®=AQ.

Facciamo ora tendere allo zero 1’altezza del cilindretto o,
meglio, facciamo tendere a do, dw, e dw,. Allora il flusso di D
attraverso la superfice laterale del cilindretto tende allo zero,
perché D ¢ sempre limitato e detta superfice tende allo zero.
Il flusso attraverso de, tendera al flusso attraverso ds con la
normale coincidente con n, perché a tale vettore tende la normale
a do, diretta verso 1’ esterno del cilindretto; invece il flusso at-
traverso dw, tenderd al flusso attraverso ds con la normale
uguale a —n. AQ in questo passaggio al limite tendera allo
zero, perché non esistono nel cilindro cariche superﬁclall e il
suo volume tende allo zero (%).

Avremo cosi:

2) (D: X n— D, X n)do =0

(%) Si potrebbe evitare la considerazione dell’ elemento infinitesimo do,
prendendo in esame un pezzo finito Ac di o contenente P, costruendo oppor-
tunatamente due superfici da una parte e dall’ altra di ¢ che si raccordino
sul contorno di Ao, applicandq la formula del flusso a queste superfici, fa-
cendo che esse tendano a Ao, e infine impicciolendo indefinitamente Az
verso P. Come si vede, si complicherebbero inutilmente le nostre considera-
zioni per evitare un metodo del resto comune nella fisica:matematica. Per
queste ragioni era e in seguito considereremo linee e superfici infinitesime,

() Infatti se p ¢ la densitd, p, il massimo del suo valore assoluto :

140 | =][edl"| <p,aT
AV
quindi al tendere di Al” allo zero tende allo zero anche AQ. Lo Stesso ra-
gionamento si poteva fare per provare I’ annullarsi, nel passaggio al limite.
del flusso di D sulla superficie laterale del cilindretto e potrebbe ripetersi
in altre «questioni che incontreremo in seguito, ma riteniamo opporiuno
ometterlo per la sua elementarita.

6 *



84

dove D, e D, sono i valori di D sulle due facce di o, nel
punto P. Ora la discontinuita di I attraverso o (che indi-
cheremo con [D]) vale D,— D,. Quindi da (2), se indichiamo
con [F] la discontinuita di # attraverso ¢ in P, ricordando
I’ osservazione fatta poco fa, avremo le equazioni :

(3) [D]Xn=0 [F]%xn=0

che esprimono la continuita delle componenti normali di D e F'.

Notiamo che, se il mezzo & dielettrico e il campo & nullo
all’istante £ =0, il flusso di I & nullo in quell’ istante attra-
verso qualunque superfice chiusa e tale flusso rimane nullo per
ogni valore del tempo, perchd (per la continuiti della corrente
elettrica) ha nulla la derivata rispetto al tempo. Si pué scrivere
cosi, in questo caso, la (1) con AP =0 e dedurre da essa le (3)
senza fare alcuna ipotesi sulla distribuzione delle cariche.

In modo analogo, sfruttando la solenoidalitd del vettore in-
duzione B, si trova che questo vettore e di conseguenza I’inten-
sita del campo magnetico JH hanno componente normale continua
attraverso o. Sicch®, indicando rispettivamente con [B], [H]
queste discontinuiti, potremo scrivere :

(4) [Bl Xxn=0 [H] Xn=0.

Per esaminare le componenti tangenziali delle discontinuita
di F e H atiraverso ¢ occorre. riferirsi alle equazioni di Max-
wELL. A questo scopo, in un piano passante per P e normale a
(o) tracciamo un rettangolo contenente P, fisso, con due lati di
lunghezza finita paralleli a m, gli altri due di lunghezza infini-
tesima dxr e da parte opposta rispetto a ¢ Tutto il rettangolo
sia contenuto nell’intorno di P gia considerato. Sia @ un vettore
anitario parallelo ai due lati infinitesimi del rettangolo, quindi
parallelo al piano tangente a ¢ in P; il vettore @ /\ » sard un
vettore unitario normale al piano del rettangolo. Fissiamo sul
rettangolo un verso di percorrenza individuato dalla wotazione di
un cavatappi che avanza nel senso di @ /\ m. Calcoliamo la
circuitazione C del campo magnetico H lungo il rettangolo nel



verso ora indicato. Si avra :
(5) . C=D, xadv—D, xadzs+C,

dove C, & la somma delle circuitazioni lungo i due lati del ret-
.tangolo paralleli a n. Per la prima equazione di MaxwerL, C
deve essere uguale al flusso attraverso il rettangolo (la cui nor-
male sardi @ /\ n) del vettore % densita di corrente di conduzione
sommato con la derivata rispetto al tempo del flusso di D.
Quindi se ¥ & I’area del rettangolo:

(6) C=[uxa/\nd2+%-/D><a/\nd2‘..
‘ b ) b :

Caleoliamo -ora la derivata al secondo membro di (6). A
questo scopo occorre intanto osservare che la X & intersecata da
s sulla quale D & discontinua. Non solo, ma la o va spostandosi
col tempo, con velocitdi che indicheremo con ¢, nel verso di m.
Percio, se indichiamo con ¢ la lunghezza, all’istante £,, del pezzo
di lato del rettangolo parallelo a s dalla parte dove si propaga
o, @ con p l'altro pezzo del lato; all’istante ¢ in (¢, ¢ + h)
p sard aumentato di una certa quantita m e ¢ sara diminuito
della stessa quantiti. Allora se indichiamo con dy un elemento
del lato del rettangolo parallelo a » avremo dX =dzdy e,-sic-
come il rettangolo ha un lato infinitesimo, sard per ogni ¢ di

(to, to+ h): . ! ‘
. ptm . ptq
/D X a/\nd2=dx/Dl>< a/\ndy+dsz, Xa /\ ndy
0 Pm

Gli indici 1 e 2 sono stati posti a D per mostrare che D &
stato calcolato dalle due parti di o. ’

-Ora possiamo osservare che I, nell’ intervallo aperto della
y.(0, p+ m), D, nell’intervallo (p +m, p-+¢) sono sempre
regoldri e derivabili rispetto al tempo perche IV, e ., si tro-
vano nelle due parti dell’intorno’ di P separate da s. Potremo
percié derivare la (8), rispetto al tempo con le regole di deri-
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vazione di un integrale rispetto a un parametro :

p+m g

-

’ 0
8 a—,D <a \ndi=dx 9D, X a/\ndy+de D. <a /\ ndy
ot, ot ot
3 0 ptm

+ (%(Dl—]),) X a N\ ndx

dove D, e D, sono calcolate per y = p -i- m. Consideriamo questa
derivata all’istante ¢,, cioé come appare nella (6). Allora i due
primi termini a secondo membro di (8) rappresentano 1’integrale

. oD . . .
di ot esteso a X. Quanto all’ ultimo termine, essendo ora

m =20, D, e D, resultano calcolate nelle due facce di (o) al-
Iistante {,, sicche (D, — I,) sara la discontinuita [D] di D

dm
st ¢ nel punto P. Resta da calcolare A questo scopo basta

dt
osservare che, nell’intervallo infinitesimo ¢, ¢, dt, la (3) si
sposta di edt in direzione n, quindi d m = cdt, —é—;f =c calco-

lata, s’intende, in P. Allora sostituendo nella (6) tenendo pre-
sente la (5) si ha:

C\+ (H,— H,) > ade =
9 ' D
= / (u + - 8?) wa \ndi—c[D] la/\ndx.

/

Facciamo ora tendere allo zero i due lati di ¥ paralleli
n, o megho, facciamo tendere a s i due lati lunghi de. C) ¢
. v oD
I'integrale esteso a ¥ tenderanno allo zerv essendo w - ¥ o
H limitati, H, — H, tendera alla discontinuitd di I su 5 in

P. Quindi si avra:
(10) [H] a=c¢n \[D a.

Questa equazione vale per ogni @ tangente a 5. Ma essu
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vale anche per @ normale perche, essendo per le (4) [H] tan-
gente a o, la (10) si riduce in questo caso ad una identitd, Si
pud allora sopprimere @ nella [10] e ricordando che D = ¢F
si ha:

[10] [H] = ccm )\ [F).

Partendo invece dalla seconda equazione di MaxwkLL si trova,
ragionando in modo analogo, 1’ equazione :

[11] [F]= —cpn \ [H].

Le (10) e (11) costituiscono le ricercate condizioni di Lovk.
E facile vedere che esse si riducono alle ordinarie equazioni se
da una faccia di o il campo & nullo. Con procedimento noto (7)
si trova poi la relazione:

1

[12] c= Vi

*
* *

Passiamo ora all’annunciata estensione del teorema di re-
ciprocita (%). Noi I’avevamo dedotto dalle equazioni che si otte-
nevano trasformando secondo Laplace le equazioni di Maxwell.
Ora, per applicare questa trasformazione, avevamo ammesso il campo
elettromagnetico nullo per ¢ << 0, finito in tutto Io'spazio per ¢
compreso fra 0 e oo, e infine continuo. Noi ora toglieremo que-
sta ultima restrizione ammettendo l’esistenza di un numero discreto
di superfici di discontinuita sulle quali dovranno essere soddisfatte
le condizioni di Love.

Riprendiamo le equazioni di Maxwerr adattate allo studio
della propagazione delle radioonde (°) :

(") L. Soxa - La propagaxione delle onde elettromagnetiche, [Questi
Rendiconti II, 1931], pag. 1.

(8) D. Grarr1 - Sut teoremi di reciprocita nei fenomeni dipendenti
dal tempo [In corso di stampa sugli Annali di Matematica].

(9 Ctr. D. Grar¥1 - Sopra alecuni fenoment ereditari dell’ elettrologia,
Nota V, [Rendiconti Istituto Lombardo LXIX - 1936].
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t
(13)  rotD = e%+)\lﬂ+fq>(t — 1) F{)dt + U,
0

(14) rot I’ ==—p.aTItI—

dove F', D, s, p. hanno il significato gia noto, A la conduttivita
elettrica, ¢ (f — t) una funzione che caratterizza le proprieta dei
gas jonizzati dall’alta atmosfera, U, la densita della corrente in
antenna,

In un punto generico P dello spazio integriamo la (13) da
0a o, dopo averla moltiplicata per e (p numero positivo o
complesso con parte reale positiva).

Ponendo :

o o] e o]
(15} f =/e—det h =/e"‘" Hdt
: 0 0

o

4 ) =6[e-’*so(s) ds uo=fe—’" U, dt
0

cio¢ indicando con £, h, wu, le trasformate di Laplace di F, H,
U, la (13) diventa:

@ o o]
" (16) je"”rotht:efe""a—aItjdt—l—lf‘i“l’(l’)f .
8 0

Ora, per semplicita di trattazione, supponiamo esista una sola
superficie di discontinuita che all’ istante ¢, passi per P.

Avremo, allora, integrando per parti 1’integrale a secondo
membro di (16) e ricordando che F & nulla per { =0 ed &
sempre limitata

e o}
eje-pt% dt = ee™Ph (F (t, — 0) — F (t, + 0)) +
(%) | |

o o]

+ ep "/ e~ Pt Fdt = ce Ph [F] + epf
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perch®, ovviamente [F' (t,— 0) — F'(t, + 0)] vale la discontinuitad

di F attraverso o. .
Si ha -poi, essendo ¢, funzione di P

Q0 ) a0
(18) G/e‘l”rot Hdt= fe‘P‘rot Hdt +[e‘l"rot Hdt =

0 t,
t
= rotfe'P'Hdt — grad ¢, /\ H(t,—0) +
0
[e o}
+1'otfeLP‘Hdt + grad t, \ H (f,+ 0) =
)

=roth — grad {, /\ [H].

Ora grad {, ® un vettore normale alle superfici su cui ¢ &
costante cioé a o, nel verso in cui /, va crescendo, cio® nel verso

di n. Inoltre il suo modulo %‘1 vale come & noto -2— *).

Tenendo presente questi ultimi resultati, la [12] e la condi-
zione di Love [11], sostituendo nella [16], le [17] e [18] si ha:

(19) roth=cepf+ A+ $(p)f + u,.
Operando in modo analogo su (14) scende :
(20) rotf:—pph_

Le (19) e (20) sono appunto le equazioni da cui abbiamo
prese le mosse nel lavoro citato per dimostrare il teorema di re-
ciprocita. Col procedimento della nota citata si prova allora il

teorema in discorso nel caso pil generale, che ora abbiamo preso
in considerazione.

(19 Cfr. per esempio T. Levi-Civira, loco citato, pag. 25.



