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INTORNO AD UN PROBLEMA DI GEOMETRIA NU-
MERATIVA ED ALLA SUA INTERPRETAZIONE
FUNZIONALE

di Renato Gaxoiy ¢ Padoca

Scopo aelia presente Nota & di offrire la risoluzione, dal
punto di vista geometrico-funzionale, del problema relativo agli
spazi plurisecanti una curva algebrica dello S,., priva di singo-
larita puntuali, come da seguente enunciato :

« Determinazione del gruppo dei punti d’appoggio degli
S,. t-secanti una C7 di S, ed incidenti a [2(r —1)—2] rette
generiche [¢ =0, 1...2(r—1)]» ().

Preliminari.

Giova innanzi tutto avvertire che indicate con a;=a,(n,7,p,?),
b;=b; (n,r, p, ) due funzioni intere dell’ordine n e del genere p
della curva, dell’ indice ¢ e della dimensione » dello spazio, con
G, K rispettivamente la generica sezione iperpiana ed un gruppo
canonico della curva, |’inferpretazione geometrico~fanzionale del
gruppo Z; incognito si esprimera mediante un’equivalenza del
tipo: ~
(1) Zi=a,G—b;K,

che sara dimostrata seguendo il metodo d’induzione ciod am-

(%) La risoluzione del problema é stata acquisita mediante il procedi-
mento che. salvo i necessari adattameuti, riproduce uello di A. Comrssarri
nella Nota : Determinaxione des gruppi di (r -+ 1) punti comuni ad (r 4+ 1)
<erie lineari g, . [Atti del Reale Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti],
t. 69, Parte II, pag. 871.
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mettendo la formula :
(2) Zyy=a,,G—b,, K,

dove a,_,, b,_, hanno ovvio significato, e deducendone quindi
“la ().

Il procedimento che seguiremo dimostrera che 1’ equivalenza
(1) vale per ¢==1 e in piu dard modo di esprimere le funzioni
a;, b, mediante formule ricorrenti; quando poi tali funzioni sa-
ranno note il numero N; degli S, di cui all’ enunéiato, sara
dato dalla formula :

(3) N _’,nai—z(p—l)bna

che & I’ interpretazione numerativa della (1).

Costruxione d’ una corrispondenxa sulla curva Cj.

Siano R, S, 7, #3,... 75,45, rispettivamente due punti e
(27— —2) rette dello S,. FKissato un generico punto P sulla
Ch e congiuntolo con R si considerino gli S, (¢— 1)-secanti
la curva ed incidenti alle rette PR, 7,, 7s... 74, esclusione
fatta di quelli in numero di p’, passanti per P ulteriormente
(¢ — 2)-secanti ed incidenti alle rette 7, 7.... 74, ; sia poi
¢ il generico di tali S,.,. Proiettati dal punto S gli S,_, pre-
detti, si indichi con Y il gruppo costituito dai punti /', ulteriori
intersezioni con la curva degli S._, proiettanti. Viene a generarsi
in tal modo tra i punti della C} una corrispondenza 7 quando
si consideri il gruppo Y come quello degli omologhi di P e che,
come sara fra breve dimostrato, & dotata di valenza.

Infatti indicato con @ il gruppo complessivo dei punti
d’ appoggio di tutti gli S,_, (¢ — 1)-secanti la curva ed incidenti
alle rette RP, 7, 75.... 744, con g il loro numero, con
&, Qi.... Q_s, @_ =P i punti di appoggio di uno di quelli
esclusi dalle considerazioni presenti, si potra scrivere, pel gruppo
Y, la seguente equivalenza :

’

4 Y=pG—Q—p G+, (i+@i+... Os+ P),
8=1 :
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che lo esprime come differenza tra i due gruppi di punti:

. P"
[bG—9) e [n’G—Z(QH Q... G+ P)},
s=1

il primo dei quali non & altro che il gruppo totale dei punti
costituito dalle ulteriori intersezioni con la C} degli iperpiani
proiettanti da S futts gli S,, predetti mentre il secondo & quello
costituito dagli ulteriori punti d’intersezione con la Cp degli
S,_, proiettanti da S gli S,_; che non vanno qui considerati e
che pertanto deve essere tolto dal primo.

Tenendo presente che il numero ' sopra definito & u-
guale a quello degli S,_,, (¢ —2)-secanti la I';™, proiezione
della C7 da P in un 8,_, ed incidenti alle proiezioni delle rette
Fiy 7. Ty, ed indicando con a{ e b; rispettivamente le fanzioni
a;n—1, r—1, p, 1), by(n—1, r—1, p, ©) si potrd scrivere,
pel gruppo ', del loro punti d’appoggio, la seguente equivalenza:

(5) Q =a_,(G—P) —b‘_,K

che discende immediatamente dalla (2), per ipotesi ammessa
ed in cui @y, =a;,(n—1,  r—1, p, 1—2) e
b, _y=b_s(n—1, r—1, p, s— 2) hanno ovvio significato.

Cio premesso, tenendo presente che :

" :
D@L Gt.... @)=2,
=1

la (4) porge:

(6) Y=pG—2—p'G+9Q P,

da cui, ricordando per @, @', w, p’ rispettivamente le espressioni
(2), (5) e le loro interpretazioni numerative, discendera :

b,

G—a‘_1G+ b‘_lK—

YEin.a’
7—1

—|o—0 20— 07| 0 ra@— P~

’

—|—i(n-——l)%——2(p—-1)i:’2§l’;
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e dopo facili trasformazioni seguira in definitiva :

};_ m—i+1) , 2(p—1) :—2$ ~_;(n v-}—l)

i—g M T 2 Gia—
— 2(p—1 2p—1),,
@ =it 2=l ‘}’_2.)1»‘_,}6+

+ gbi.l ——b:.,f K,

da cui emerge, come si voleva dimostrare, che la corrispondenza

'(n—i—}—l)a, 2(p—l) , f

T & dotata di valenza = — P T g Vi

Per quanto councerne la corrispondenza inversa ¢ da notare
che, per cestruzione, & a comportamento analogo a quello della
diretta e percid la relazione di equivalenza che lega il gruppo
X dei punti P omologhi di P’ nella 7-' & identica alla (7).

Cid posto, si osservi che quando P va a coincidere con P,
due’ alternative possono presentarsi ;

a) lo S,_;, o si appoggia alla retta RP in un punto H
diverso da P. Allora I'iperpiano, determinato dal punto S e dallo
stesso o, che lo proietta, incontra la retta RP in due punti di-
stinti: H, P= P', quindi contiene la retta RP e passa per
R :c & dunque appoggiato ad RS ed alle rette 7,, »5... 75 5.
In effetto, se & & appoggiato ad RS, ognuno degli ulteriori
(n —i4 1) punti d’intersezione della C} con I’ iperpiano proiet-
tante, & unito per la corrispondenza e coincide con uno solo dei
suoi corrispondenti ;

b) lo 8,_,, o passa per P. Allora poiché P, per la defi-
nizione di P’, non pud coincidere con alcuno dei punti d’ap-
poggio sulla curva degli S,_, considerati, ché in caso contrario
sarebbe uno di quelli precedentemente esclusi, s & uno degli S, _,
{-secanti incidenti alle rette #,, 7,.... 75, .2 © P uno dei suoi
punti d’ appoggio. Dalle considerazioni test® espresse, emerge
dunque che la corrispondenza T, precedentemente istituita fra i
punti della curva, & atta a risolvere il problema proposto poicha
il gruppo Z; incognito fa parte delle sue coincidenze.

Osservando che le coincidenze di cui in (a) costitniscono il




gruppo :
A=pG—-Q,

applicando il principio di Caviev-Briw (!) e tenendo presenti
per € Q' u, p' le espressioni (2), (5) e le loro interpretazioni
numerative, si potra scrivere la seguente equivalenza :

i1 2(m—i-+1 2 (p—1
/__%_______(" l—i—l{— )'i-l_ (nz_lz'_‘)"i—’ 51)—- )b4—1+
4(p—1),, —it 1), qp+i—1), ).

+ o | Vet B e

Da tale formula discende inoltre che i coefficienti di G e
K altre non sono che le espressioni che competono rispettiva-
mente alle funzioni di a; e b, .

La formula (1) risulta quindi dimestrata sull’ipotesi che
valga la (2) ed in pit sono state trovate espressioni ricorrenti
per a; e b,. .

Rimane ancora da provare che la (1) vale per ¢=1 e ci0
si ottiene abbastanza semplicemente adoperando aucora una volta
la corrispondenza T precedentemente costruita ed applicande il
prinespio di Cayrev—Brinn. Ibnfatti tenendo presente che il nu-
mero N, degli S, di S, incidenti a 2(r—1) rette generiche
¢, giusta una formula di Scruserr (°), espresso da:

1/2r—2
No= _r( r—1 )’
si pud scrivere immediamente, pel gruppo %, dei punti d’appog-

zio sulla C% degli S._. monosecanti ed incidenti a (2r—3)
rette generiche dello S,, le seguente equivalenza :

.9
(®) a=, (' 22)e,

r\r—1

f

(3 Per quanto concerne la teoria delle corrispondenze a valenza e il
vrincipio di CayLEY-Brirv, efr. Severi: Trattato di geometria algebrice
[Zavichelli, Bologna], vol. I.

(®) Cfr. Exriques—Cuisizt: Lexions sulla teoria geometrica delle equa-
vioné e delle funiioni algebricke. [Zanichelli, Bologna], vol. I. pag. 193.
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che del resto poteva anche dedursi con facile ragionamento di-
retto. Si ricava inoltre che per ¢ =1 i coefficienti a, e 4, hanno
le espressioni :

1/2r—2
=—( )7 bl=01

a
el r—1

nel caso ¢= 2, procedendo come gia detto, si trova che:

o (e P 2 (o

r——2)K’

e:
1/2r—2 2 [2r-—-4 1 (2r—4
az==—’:-(’._l )(n—l)—;:_—l'(r__z),‘ b’=7'—1(7'—2)'

Da quanto precede si riesce ad intuire la formula generale
che &, come ora sard dimostrato, data dalla seguente equivalenza:

N

= S () G () ) -

el 1)) )

. . (1—2k) (+—2k-1
con la convenzione che: (k—F) ( 1
vertenza che a seconda si tratti di ¢ pari o dispari le somma-
tqrie sugli indici vanno estese rispettivamente nel primo caso
i (£—2) (¢.—1)  (:—3)

fino a 55 Ty e nel secqndo fino a = 5

)=1, e con ’av-

e cioé:

0,1....% per ¢ pari

(6—2) per ¢ dispari
{ 2
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0,1.... 5 per ¢ pari

;2\ )
=3 per ¢ dispari

Verifichiamo innanzi tutto la (11) per ¢=1, 2 ; se ne ri-
cavano immediatamente le (9) e (10). Cid fatto ammettiamo la
sua validita per il valore (¢—1) di ¢ e dimostriamola pel valore
di ¢ servendoci della (8).

Posto (z— 1) in luogo di ¢ nella (11) e tenuto conto della
(8) si trae per a; la seguente espressione :

et T rovy vty el i

=0

gk

=g St () (35 () () ) +
2

1 i-m-v-4\ (2r-2m-6\ (n-m-v-4\ (p-2\ 4(p-1)
-m-2) \ m v r-m-3 J\t--m-v-4)\ v | (-2) '

in cui gl’indici variano come segue:

¥ e
FY Y
v=0

m=v

0, 1,..,.(i—1)-

5 per ¢ pari
o= .
0,1,.... (_‘%2_) per ¢ dispari
01,.... (z-—2—2) per ¢ pari
B= .
0, 1,... (1—3) per ¢ dispari

T3
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(i—4)

5 per ¢ pari

-2
.
.
|
~

~— per ¢ dispari

2

Limitandosi dapprima il caso di ¢ dispari e riducendo tutte
le sommatorie ad uno stesso indice discende dalla precedente :

%

G IOy il (oae [y et

S=

IO~ ey Gy (i g e

x=0
- : _1)s > 1 ge-k-s-1)\ (2r-2k-2\ (n-k-s-1\ (p-2\ 2(p-1)
: ;)( 1) 20 k( ks )( r-k-1 )(z‘—k—s—l)( 8 ) (¢-1) +
e qyeee L fickes1) [ 29-20-2\ (n-k-s-1\ [p-2) 4(p-1)
‘ ;0( 1) SZ:;,gk(zH*l)( r—k-1 )(@;k-s_l)( s) 2

da cai dopo facili trasformazioni si ha:
% o . . . ’

_ . (¢-2s-1) (6-2k) [i-k-s-1\ {2r-2k-2\ [n-k-s-1 p-1
"= ;) -1) g__%(r—/:)(k—s) (i—l)( k-s-1 )( r-k-1 )(i—l.t-s—l)( s ) T
N Z n 1), z 9(¢ 2s-2) 5-4--3_1) 2::—21(—2 n'—kAs‘—l p-1 n

(r-k) (-2) \ k-s-1 r-k-1 t-k-s-1 s )

Sy °.‘. _ 2s(i-2k) (—Ic—s 1) 27'—2k—2_(n—k—s—l) p-1y
Z (1—1\)(z~1) (%-s) - r-k-1 ) \ i—k-s-1) ( s ) '

% . x o 4s -k-s-1\ [2r-2Kk-2\ [n-k-s-1 p-1
. é(—l) é(;,k)‘(z‘féj ( ks_l)( AR )(M_s_l )( ] )




-1
-1

Ora poiche

(&=2s) (5-2) | 2(-2s-2) (k-5) | 2s(-2k) | 4s(k-s) .
(i-1) T (-2) + (i-1) (i-2) =i-ls

segue per a, I’espressione :

d £ (i-29) (i kos-1\(2r 202\ (n-k-s-1\ (p-1

& =SZ(4) kzs('—k ) (k-s) ( k-s-1 )( r—k-1 ) (i—k—SJ) ( s ) )
che coincide col coefticiente «; della (11) e dove I'indice p varia-
come precedentemente specificato nel caso di 2 dispari.

Ci risparmieremo, a titolo di brevita, 1’analogo calcolo rela-
tivo al coefficiente b; di K e al caso di ¢ pari, che pud eseguirsi
con mezzi analoghi e seriviamo invece la formula definitiva per
il numero N, la cui espressione si deduce subito dalla (10) nella
maniera piu volte indicata. :

& oSt (4 (A2 (359 ()

s=0

Osservazione.

& opportuno notare che per i = 2(r — 1) la (12) risolve il
seguente problema numerativo: « Determinazione degli S,_,
2(r—1) -secanti una C3 di S, ».

Tale problema di cui, grazie all’equivalenza (11) & acquisito
il significato geometrico funzionale in termini della sezione iper-
piana (7 e del gruppo canonico K, fu risolto da Casrersvovo (f)
che assegno, per il numero N,,,_, la seguente espressione :

(*) Cfr. CasteLsvovo: ['na wpplicazione dellu gevmetria ennmerativa
alle eurse algebriche. [Rendiconti del Uircolo matematico di Palermo, 1889].
t. I1I, pag. 120.



78
J .
=) m—r—i4+ 1\ (n—r—1\(p
(13) Nf"—‘)—';o(r—i)( r—i—1 )(7—7,—1)(@)’

dove § =0,1...(r —1).
Ebbene, noi ci proponiamo di dimostrare che dalla (12) per

il valore ¢ = 2(r — 1) si trae la (13).
Tatto si riduce a provare che:

i J 3
. e DY (27-—23—75«2) n-k-2s '\ (2r-2k-2s-2\ (p\ _
M= 2 O 2 6ma | (2r—2s—k~2)( rk s-1 )(s)"
(14)

- i () () (3)

dove j=0....(r—s—1). _
Allo scopo & opportuno fornire, innanzi tutto, la dimostra-
zione della seguente altra formula:

J :
- o (T—S\(n—2s—k \ _(n—r—s
(15) /;)( 1 ( k ) (r—_k—s—l) o (r—s—-l ) )
Considerata |’ equazione :
(16) nt+rt+....0=m,

dove m & un intero, si aggiungano (r — k) zeri ed una sua so-
luzione (x), x;....x,) costituita da numeri interi e positivi, in
tutti i modi possibili con I’avvertenza perd di non alterare 1’ or-
dine secondo il quale si succedono i numeri x,, Z,, ..., ; si ven-

. r . .
gono in tal modo a formare (k) soluzioni dell’ equazione :

(17) Tty ... 2= m,

con interi non negative dato che i & numeri xj, &, ...z, si pos-
(7 . . .

sono collocare in ( k) posti solamente se non si vuole, come si

& detto, mutare il loro ordine di successione.
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Discende quindi che il numero delle soluzioni dell’ equazione
(17) con sole (r — k) radici nulle &, indicato con P, quello

delle soluzioni con interi positive della (16), dato da(;;) P, e

per conseguenza il numero @, delle soluzioni con interi non
negativi della (17) & dato dalla seguente espressione :

(18) Q. = 2(2) P, ,

la quale ci dice inoltre che P, si pud considerare come 7" dif-
ferenza del primo -termine della successione:

oy Oy e Q... :

che &, con terminologia notoria del calcolo delle differenze (),
una progressione aritmetica di ordine m, (in quanto sono uguali
a zero tutte le differenze maggiori di » del termine iniziale), e
per conseguenza Si potra scrivere :

v [(m—1
1s) pmsxa= ("))

Cio posto si ha la possibilita di calcolare P, mediante i ter-
mini della successione su considerata in virta di una nota for-
mula (%) che, applicata al caso presente, fornisce per P, la se-
guente espressione :

(20) P, = Zr:(_ 1) "—k(,’;) Q. .

—1

Essendo inoltre noto come il numero ¢), sia uguale a quello
dei termini distinti dello sviluppo della potenza m™* di un poli-
nomio costituito da % termini e percid uguale al numero delie

(3) Cfr. M. CrroLra: Analisi algebrica [Libreria scientifica, Capozzi,
Palermo 1914], pagg. 50-51.

(®) Cfr. M. CrroLra : loco eit. (3) pagg. Hl-H4.
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combinazioni con eventuali ripetizioni di & oggetti ad » ad me (7)
ciot :

m+k —1).

21) o= ("7t

ricordando le formule (19), (20), (21) segue in definitiva :

] (P I el

dalla quale, ponendo m ==n — 7 4 1, cambiando & in (r — k)
e n in (n—2s) si deduce la (15). '

Acquisito in tal modo questo primo risultato fondamentale
per gli scopi prefissici, osserviamo che, ponendo sotto forma di
fattoriali i coefficienti binomiali della (14) e moltiplicando il primo
membro per I’ inverso del secondo, si perviene a provare, dopu
facili trasformazioni, la seguente uguaglianza :

J .

1 kr-—s)(n——k—?s)
e —1 =1,
N o——p — S b;o( )( k 7'—k—.\'——].
\r—s—1

che altro non & se non la (15).

() Cfr. M. CiroLLa : loco cit. (%) pag. 43.



