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SOPRA UN TEOREMA SULLE EQUAZIONI
DIFFERENZIALI DEL SECONDO ORDINE

Nota di Guwserrr Zwirser (@ Padova)

In una Nota recente (') ho dato una dimostrazione sempli-
cissima del seguente teorema :

Se f(x, y, ¥') é continua rispetto a (y, y') e misurabile
rispetto a x nello strato

S:Ilé-ffgba ]:?/ <+CD, |.I/ <+®,
e riesce minorve, in modulo, di una funzione \(z) (= 0) som-

mabile in a << x<<b, I’ equaxioe

x t
()= [ [, w0, o) e+ 2+

p—a= [t [£ v, ¥ () ],

a a

ammette sempre almeno una soluzione, per o e 3 numer: reall
prefissate (%).

(1) G. ZwirNgr: ['n' ossercazione su wie problema ai limiti per le
equaxiont differenzial! [Bollettino U. M. I.. serie II, anno I, (1939), pp.
334-336].

(®) Cfr. G. Scorza Draconi: Elementi uniti di trasformasions funsio-
nali e problemi di valori ai limit [Rendiconti del Seminario Matematico
della R. Universita di Roma, serie IV. vol. 2 (1938), pp. 255-275]). § 3.
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In una Nota successiva (]) ho trattato lo stesso problema
con f(z, y, y') definita in un insieme del tipo

Cia<ze<b, sry<y<rt(zr), —oo<y<+wm
e soddisfacente ad una conveniente diseguaglianza del tipo
iy ¥) =% ¢ (¥) +x@).

A questo scopo mi sono servito di un ragionamento ele-
mentare che sfrutta il teorema ricordato e, previe alcune semplici
modificazioni, una dimostrazione gia svolta da Scorza Dracoxr (*)
in una questione del tutto analoga.

Lo stesso ragionamento si presta senza difficolth a stabilire
con una semplicita assoluta anche il seguente teorema, rilevato
dal Cixquint (5) :

La (1) ammette almeno una soluxione se f(x, y, y'), ovun-
que finita nella solita striscia S, & continua rispelto a (y, y'),
misurabile rispetto a x; se in ogni regione lLimitata di S
f(x, y, y') risulta minore in modulo di una conveniente fun-
stone mon negativa e sommabile in a < x> ; e se inolire

@y ¥v)<é(@e)+xE@),

dove § (w) ¢ non negativa e sommabile in — oo <u<+ ©
e () m a<x<<b e dove p(u) é continua e positiva in

— <<+ o, con

—1—'00 —
. u [ _
(2) jmd?t __[(P—__(u) du + o
0 [}
e
L | < Ko(uw) (K = cost.0),

(®) G. Zwirser : Un criterio dv esistenxa per wn problema di valore
al contorno per eq jont  differenxiali del do ordine [Rendiconti del
Seminario Matematico della R. Universita di Padova, questo volume].

(4 Cfr. loc. cit. (*) pp. 268-275. .

(®) 8. Cinquint: Sopra « problem: di valori al contorno per equaxiont
differenxial del "secondo ordime [Annali R. Scuola Normale Superiore di
Pisa, vol. VIII (1939), pp. 271-283], pp. 272-276.
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il rapporto cp—?(‘z?) potendost supporre non limitato quando é
x(x)=0.

In questa Nota mi propongo di sviluppare la dimostrazione
cui ho alluso, la quale risulta, come & naturale, piu semplice di
quella che ho dato pel caso di f(x, y, y') definita in C.

In un prossimo lavoro mi occuperd delle equazioni d’ordine
superiore (°).

1. Se % (x) & una qualunque funzione verificante la (1),
dalla | f(x, y, ¥') | < d(9) o(¥') + % (r), segue, quasi ovunque,

(3) Ly (@) | < d(y(@) o (¥ () + % (2);

b

da cui, posto K, = K ’X(x) dx,

a

y(t) y (k)

u
(4) jq) (u)duz-i_—jm du— K,

y(t,) y'(t)

o) y'(t)

- u
(D) j¢(u)dllgtfmd?l —l* K‘,

y(t) y’(fl)

a seconda che in t, <<wx <{t,, con t,< {, punti di a<x<b,
ey (r)y=0 o y'(r)<0.

Poiché ¢ (%) & non negativa e sommabile su tutto 1’asse rea-
le, gli integrali a prinio membro delle (4), (5) risultano sempre

minori in modulo di jqa(u)du. Di qui, dalle (2) e dall’essere

v (&) =IB;_:3 in un conveniente punto ¢ di a<Zx<b, si deduce (")

() Di cio ho gia fatto cenno nel mio lavoro: Problems di wvalor: ai
limati per equaxiont differenxiali ordinarie [Rendiconti del Seminario
Matematico della R. Universita di Padova, questo volume].

(") Cfr. L. Toneri : Sull’ equaxione differenziale y' = f(®,y, y) [An-
nali R. Scuola Normale Superiore di Pisa, vol. VIII (1939), pp. 76-88],
n. 6, ¢); G. ZwirNEr : Su un problema di valori al contorno per equaxioni
differenxiali del secondo ordine [Rendiconti del Seminario Matematico della
R. Universita di Roma, serie IV, vol. 3 (1939), pp. 57-70]. pag. 59.
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(6) y (¢) << H,

con H costante positiva dipendente soltanto da a, b, o, By & (1),
@ (1), y(r) e non da f(r, y, ). Dalla (6) si trae

(M) ty@) |[<<H., () <H,

se H= a4+ H(b—a).
Sia ora A(r) =0 una funzione sommabile in a<<r b
tale che

ey, y) <A ()
per |y <H, |y |<H, e poniamo

ﬂ'(xv Y, '!/,):f(-l', Y, :'/’)
oppure
ﬁ)(".') Y, 3/,)= )‘('”)1 ﬁ.(.l', Y, y’) = —)\(1‘/),
a seconda -che
[ flx, y, ¥) << A(r)
oppure

f(;t, Y y')>l($), f(xv Y, !/,)<"')‘(x)1

di guisa che se |y < 4, | Yy \ <H, & fo(z, v, y’)"':f(zv y-y).

La fanzione f,(z, y, y’) cosi definita risulta evidentemente
continua rispetto a (y, ¥') e misarabile rispetto a x in S, aven-
dosi ivi inoltre

ol y ¥) <@ e )+ (®
(=, ¥, ¥) I < M ().
Ma allora il problema
¥ (@)= folx, y(x), ¥y (2), y(a)=0, y()=5

ammette almeno una soluzione, y,(x), assolutamente continua
insieme alla sua derivata prima; y,(x) soddisfa, evidentemente,
in tatto @ <z <'b, ad una diseguaglianza analoga alla (3) e
quindi alle (7) ed ¢ percid anche un integrale dell’ equazione (1).



