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UN CRITERIO DI ESISTENZA PER UN PROBLEMA
DI VALORI AL CONTORNO PER EQUAZIONI DIF-

FERENZIALI DEL SECONDO ORDINE

Nota di GIUSEPPE ZWIRNER (a Padova).

In questa Nota riprendo una questione trattata di recente (’),
per darle una risposta più completa dimostrando che :

Il problema 

dove f(x, y, y’) è definita in zcra insieme del tipo

ammette almeno una (x), assolutamente continua

con la sua dei-ivata nell’intervallo

le volte c~e

I) f (x, !i, y’), ovunque finita, è continua a

(y, y’) e misurabile (rispetto a x nell’insieme C;

(1) G. ZWIRNER: I Su un pooblema di valori al contorno per equazioni
differenziali del secondo ordine [Rendiconti del Seminario Matematico della

R. Università di Roma, serie IV, 3 (1939), pp. 57-70].
A pag. 58, riga decima. di tale lavoro bisogna leggere K in luogo di IC.
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11)- f(x, il, !!’) in limitata (li C.
i;t di ltlia ·~ (x) ~ U

i, (e variabile al della 

lI I) y, lcc

in, ogni 
in continua p in - 00  + 00 con

- IV) o’(x) e r’(x) SOY&#x26;0 e) continue in , i ;
V} le 

sono non 22l i (3).
Riconosceremo poi che :

L’ipotesi 9 (u) | K è superflua se /’(.x, J, .y’) è limitata

irz limitata di C e se X (x~ 0.
Nel lavoro citato in (i) ho dimostrato che il problema (1) è

risolubile se, ferme restando le altre ipotesi, si sostituisce la li)
con Ia :

f (x, !I, y’) si scompone nella soozuta oi drc-e Itiiitio ii
g1 (x, y, y’) 1 y, y’), la hrilna delle quali limitata
iza ogni regione limitata di. C,, inei ti-e la seconda ’risulta im
tutto 0 »aiozore, izz otodzclo, di funzione X1 (x) &#x3E; 0 som-

mabile ira i (zl 
u 

) 
potendo essere limitato

(x) (x) 4) ,

(2) Con1e è noto f (x, p (x), q (x) ) è, per la I), inisurabile in tt  x  b
e, per la anche sommabile se p(J’) e q(x) sono ivi continne con

a (x)  1) (x)  r (x).
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e se si suppone che :

f (.c-. y, y’) soddisfaccia ad di

rispetto a !I, iii regione limitata di 0 (3).
Il procedimento là seguito mi ha permesso ui raggiungere

h scopo con considerazioni di natura elementare e senza ampliare
il campo in cui l’equazione è definita_ Nella presente Nota, pur
conservando alla trattazione del problema un carattere elemen-

tare, ricorro invece ad un conveniente prolungamento del campo
di definizione de)l. equazione data serveudomi, con le modifiche

del caso, di un ragionamento tenuto dallo SCORZA, DRAGONI (4) in

una questione analoga, ragionamento che, come avevo già detto _
in loc. cit. (’) 59, mi sembrava dovesse portare appunto a
stabilire il teorema qui enunciato, senza alcuna ipotesi circa

una condizione di LIPSCHITZ.

1. Per dimostrare il teorema enunciato scegliamo, innanzi

tutto, tin numero intero v &#x3E; 0 in modo da 

e poi, su ogni piano S(x0) : x = x0 (cou w" in i) descriviamo col
centro nel punto (a (x,,,), o’ (x,,) ~ ed alla destra della verticale

y = a x" due semicerchi di raggi z- - i

= -2 (n = 1, . 2,...}. Diciamo ancora y3(x0), y4(x0) i se-

micerchi di centro (t (eCo) 1- r’ (.r,o)) , situati alla sinistra della
verticale y = r (xn) e di e Rn. Definiamo ora le funzioni
f;, (x= jj, in tutto lo strato

mediante le seguenti posizioni.

3) Come conseguenza di eiò, la f°(z, g. &#x3E; risulta allora oontinua ri-

sotto a (y, rt’?, a prescindere al Iriti da un insieme di valori della .r co-

stituenti un insieme lineare di misura nulla. Si riconosce quindi che in questo-
nuove condizioni, la prima parte della I) si può ritenere sempre soddisfatta.

(4) SCORZA I)Rac;ow : uniti di 

di c~i [Rendicontr del Seminario Matematico del1a H.

Università di Roma, serie IV, voi. 2 (1938), pp. 255-275), pp. 268-275.
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sia rispettivamente

Nei punti della striscia

esterlti a "(4 (x’o) e in qtlelli di accumulazione di punti
(di 7’(,i,» ) esterni a e y4 (xo), poniamo

Su ogni segmento congiungente due punti delle semicircon-

ferenze frontiera di e y2(x0) allineati col centro di

11 (xo) e -~2 la f" (.l’o, y, y’) sia definita dalla condizione di

essere funzione continua e lineare del punto variabile sul seg-
mento. Vale a dire, se (o (.r~o) -~- ~ a’ (xo) + t11’,,), (a (xo) + ~,Rn ~
~~ (xo) -~- ~, R") sono rispettivamente punti delle semicirconferenze
ricordate (e quindi k e p sono i coseni direttori della loro con-

giungente orientata in modo opportuno), poniamo, per

Analoga deiinizione diamo nei segmenti che congiungono
punti delle semicirconferenze frontiera di e "(4 (xo) allineati

col centro di 13 e "’4 (5).
Poniamo infine, per completare la defiiizione delle fn(x0, J, y’)

in 

(5) Questo brano riproduce presso che letteralmente la pag. 67 della
mia Nota citata in ( t ) .
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Se indichiamo con N un numero fisso per il quale si abbia,
in tutto a C x  l  ,

di cui nella II), corrispondente
alla regione limitata di C in cui i !I’ ’ in base alle posizioni
fatte in tutto () t’~

Inoltre le funzioni :’1, y’) risultano continue rispetto a

(!i, y’) e misurabili rispetto a x in C (6).

2. Per ogni 1, 2,.... indichiamo con ~(~} la funzione

~ (x), di cui nella II), corrispondente alla regione limitata di C

in cui Poniamo, per (.r, lI, y’) in C,

oppure

a seconda che

oppure

di guisa che per ~ è sempre ~~, ~l’) . = f.(x, !/, !l’).
Poniamo inoltre, per y  a (x) , 

.
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Inoltre, in tuttu S’ (x), é

Iti virtù di quest’ ultima diseguaglianza, fissato it, il problema

ammette, come è noto ("), almeno una soluzione //~ (x), assoluta-

mente continua, insieme colla sua derivata prima, nell’intervallo
~~~~&#x26;.’ 

* 

,

Si può ora facilmente provare, con un ragionamento ana-
logo ad uno noto (’), che per tale integrale riesce, in tutto

~a:~, 
-

A tale scopo osserviamo intanto che, essendo

le fuuzioni

sono tutte non decrescenti in i.

Premesso ciò, supponiamo che la prima delle (7) non -sia
soddisfatta in tutto i . Allora, in tali ipotesi, posto q (x) =

- y~ (x) a ~x), si potranno determinare due punti di

i tali che 
’

(7) loc. cit. (4), § :3. Per una dimostrazione elementare del teorema cfr.

tx. ZWIRNER: t su problenzcc ai limiti per le 

differenziali [Bollettino IT. M. I., serie II, anno 1, (1939), pp. 334-336].

(~~) Loc. cit. (~), pag. 271.
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p in m punto interno a x1  x  x2, sia inoltre

Per a (3) si avrà quindi, in 

Siano E un punto tale che

e 9 un suo intorno. Se 4 t abbastanza piecol4 , per o,zni x di
tale intorno sarà

e quindi d-a cui
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Ne segue che in queste condizioni in tutto a riesce

avendosi inoltre anche

coni 1 costante positiva opportuna.

Dall’ ultimo membro della (8) e dalla non crescenza della

funzione

si deduce allora facilmente che nel punto ~ sono negative tutte
le quattro derivate di q’ (x) ; il che, per un lemma noto (9) è

assurdo. Quindi è, come volevamo, a (x) -,- !Io, (x).
Analogamente per la (.1-) c ~ (.x), a partire dalla (4).

3. Dimostriamo che, per n abbastanza grande, è una

soluzione delle

A tale scopo basterà, evidentemente, provare che in i riesce

con H costante positiva indipendente da ~ 
-

La (10) si stabilisce partendo dalle (5) e (7) con gli stessi

ragionamenti che ho svolto nelle pag. 59 e 66 del mio primo
lavoro qui citato (11). 

~ 

"

(9) Ecco il lemma : Se q(x), continua in i : a  x  b insieme con

q’ (x), , non negativa in a e b ; e se una, r (x), delle derivate di q’ (x) (-~

sempre negativa tutte le volte che q’ (x) si annulla in a  x  b ; la q (x)
(-~ negativa in tutto i (cfr. loc. cit. (4), pag. 268).

(lo) Sviluppando questo ragionamento si riconosce che la 
u 

I  cost.

si sfrutta in modo essenziale nello stabilire la. (10), e solo attraverso la cir-
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Ricordando ora la "definizione delle ,y, y’) e le (7) e

(10) si vede che (almeeno per- abbastanza grande) le soluzioni

(x) delle (9) soddisfano, quasi ovunque, alla condizione

dove §jj (x) B la funzione che compare nella II) per y’ I ~ H .
Dopo di ciò, basterà procedere come nell’ultimo numero

della mia Nota citata in (’) ppr provare senz’altro che il pro-
blema (1) è risolubile.

4. Se nel teorema enunciato si sostituisce l’ipotesi II) con la:

II’) f (x, y, !l’) limitata in ogni regione limitata,

di 
’

il essere cheil rappO’rto, -) pltO ane e non esse1’e limitato, senza cile

il tem-ema perda la validità.

Definite come nei n. 1 e 2 le funzioni f;t (x, ~/, rl’) e

g.(x, y, y’) (sostituendo le con delle costanti opportune),
per provare 1’ affermazione fatta basterà far vedere che, in queste
nuove ipotesi, si può stabilire, per le soluzioni delle (6), una

limitazione quale la (10) anche quando il rapporto --3!) 
) 

non è

limitato Raggiaugereino lo scopo dimostrando che in C si

può sempre supporre

previa un’ eventuale modificazione della CF (,y) ; dopo di ciò, in-

vero, basta riprendere il ragionamento che couduce alla 

sostituendo la (5) con la (11), per ritrovare una disuguaglianza
quale la (10).

b 

costanza che l’integrale f q(x) X(x) + y0(x) dx è limitato in modulo da

a (q (x))
una costante che non dipende dalla funzione continua q(x) ; cfr. loc, cit. (4),
pag. 257, nota a piò di pagina.

(11) Cfr. la nota precedente.
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~~’", l~· y’)  fn (~B , basterà che

~i supporre

Infatti, per 11’ &#x3E; N, con N numero -fissato e le

(2). la cosa è evidente perchè allora .’1, = f(x, .11, y’).
Per 1/ ~ .B’~ essendo, in virtù della II’),

dove m è 1’ esrtremo superiore di f(z, y, per’ y’ AB
sarà -anc~~e

Ora, siccome, per ipotesi, p (y’) è contiuna --e positiva in

y’ ; si potrà sempre supporre, senza ledere la generalità
del problema, la p ( y) maggiore di un numero K scelto in modo

che per ~ ~ sia 
°

E con cio resta completamente privato 


