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MASSIMA DIMENSIONE DEI SISTEMI LINEARI DI
SUPERFICIE ALGEBRICHE DELLO SPAZIO A CURVA
CARATTERISTICA DI DATO GENERE

d: Ueo MoriN a Padora.

June e CasteLNvovo (') hanno trattato e risolto il -problema
della determinazione dei sistemi lineari di curve piane di dato
genere ® e massima dimensione. In questa nota -classifieo i si-
stemi lineari di superficie algebriche delle spazio, a curva-carat-
teristica (variabile) irriducibile di dato genere =, e massima
dimensione.

Si presenta opportuna la considerazione a parte dei sistems
lineari di monoidi di 2° specie e indice q; ciod dei sistemi di
superticie d’erdine i con un punto-base multiplo secondo m —1
(moneidi), la cui imagine sia una curva d’ordine ¢ (punto fon-
damentale di 22 specie).

Arrivo alla conclusione che la dimensione massima dei si-
stemi lineari di superficie ¢ »=2x + 5 se non sono sistemi di
monoidi di 22 specie, ed r=37z-+-6—2¢q, (2¢g< =), se sono
sistemi di monoidi di 2% specie e indice g. Questi sistemi si
possono suddividere in 6 tipi, di cui 5 esistono per ogni valore
di ® e sono a curva-caratteristica iperellittica (nn. 6, 7) e per
uno, a curva-caratteristica non iperellittica, & = =6, (n. 22).

{!) Juxe G., Ricerche sut sistemi lineari di curve piane algebriche
[Aunali di Mat. t. 15, 16 (2), (1887-88)].

CasteLNvovo G.. Massima dimensione dei sistemi lineari di curve
piane di dato gemere [Annali di Mat. t. 18 (2), (1890)].
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1. Si abbia nello spazio lineare S; un sistema lineare com-
pleto di superficie & con la curva caratteristica (variabile) 7y .
irriducibile e di genere (effettivo) m. Poiche i sistemi lineari di
superficie a curva-caratteristica razionale o ellittica sono comple-
tamente conosciuti, supporremo w=2. Se n & il grado del si-
stema | ® | ed 7 la sua dimensione, quando & » > = + 1 il sistema
® & semplice (tale essendo la serie caratteristica su una y) ed

inoltre
(1) r=n—mxn-+2.

Noi c¢i proponiamo di determinare il valore massimo che
per un dato ® pud avere r, e di descrivere i sistemi lineari di
superficie corrispondenti a questo valore. Vedremo che rispetto a
questo problema si presenta naturale la suddivisione dei sistemi
lineari di superficie in 2 classi (n. 6, 7).

2. Consideriamo la varieta algebrica imagine proiettiva di
|®|. Essa & una M3, a 3 dimensioni e di ordine 7, normale
in uno spazio lineare S,, a curve-sezioni ¢ di genere m. Sup-
poniamo che le C siano iperellittiche. Allora le supe:‘ﬁcie' sezioni
F della M3 sono a curve-sezioni 1perellltt1che Vogllamo ricor-
dare le seguenti proprieta stabilite "dal CastELNUOVO ).

Una superficie (non rigata) a curve-sezioni iperellittiche di
genere ©=>2: ‘ ,

a) contiene un fascio raznonale di coniche C* (ql]ll]dl &
razionale) ;

b) ha l’ordme n= 41t +4—v, dove v=0 & il -numero
delle coniche degeneri del fascio | C*|;

¢) si rappresenta nel piano mediante il sistema |I'| delle
carve . d’ ordine = 4+ 3 con un punto-base (w4 1)-uplo, Q,
ordinario, un punto-base doppio e v punti-base semplici; oppure
mediante un sistema |I'| di curve d’ordine 2m—p 42 con
un punto base @ multiplo secondo 2x—p, a cui sono infinita-
mente vicini = — . punti doppi, e v punti-base semplici.

- (9 CasreLnvovo G., Sulle superficie algebriche le cui sexioni piane
sono curve iperellittiche [Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo, t. 4 (1890)].
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3. Verifichiamo che per n=3= + 2 (e quindi la dimensione
=2x + 3) da ¢) segue che se due piani a e 3 di due coniche
del fascio | C*| hanno in comune un punto P, tutte le coniche
del fascio passano per P.

Si consideri infatti il sistema lineare |I'| rappresentativo
della F in un piano (v <<=+ 2). Se i piani & e B sono incidenti
in un puato, allora affinchd un iperpiano per a contenga anche
B dovranno essere soddisfatte due condizioni.

Quindi (16 I' essendo di ordine m, n. 2), se consideriamo
il sistema ||, residuo del sistema |I'| rispetto ad una retta
a per Q (imagine della conica C* del piano a) e- vogliamo che
affinch® questo sistema contenga la retta b per Q (imagine della
conica C* del-piano B) siano soddisfatte due condizioni, o il si-
stema |I'~'| dovrebbe subordinare sulla retta b una serie g3,
oppure il punto @ dovrebbe essere per |I'™'| multiplo dell’ or-
dine m —2, '

La prima eventualita si esclude, poiché se essa si verificasse
il sistema |I'"™~'| sarebbe composto con un’involuzione piana,
cid che & escluso poiché (dall’ipotesi » = 2= 4 3 segue che) la
sua dimensione 8 r' =2 e il suo genere 8 «' ==n—1 (%).

La seconda eventualita invece si verifica esclusivamente
quando tutte le tangenti alle I' nel punto @ multiplo dell’ ordine
m — 2 sono fisse, ciod questo punto & imagine di un punto P
della F comune a tutte le coniche C? c. v. d.

4, Una M3 dell’ S, a curve-sezioni iperellittiche (che non
sia generata da un fascio ellittico di piani, nel qual caso non &
razionale ed ha 1’ irregolarita superficiale = =) contiene un fascio
razionale di quadriche Q. Supponiamo

2y r=2n+5, ciod n=3xn+4 3.

Allora (n. 3) se gli Sy di due quadriche  hanno un punto
P in comune, tutte le quadriche del fascio | Q| passano per P.

(@) Quindi la serie-caratteristiche avendo dimensione maggiore della
serie canonica, é semplice.
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Verifichiamo che c¢io nell’ipotesi (2) puo verificarsi soltanto se
le @ sono cont col vertice in P, e quindi la My stessa € un cono.

Se le @ non sono coni col vertice in P, questo punto &
multiplo per la M7 dell’ordine = + 1, (*). Le rette tangenti alla
My in P, cioé i piani tangenti alle ¢/ in P. formano dunque
un cono K, dell’ordine =4 1. Poiche le rette delle @ per il
punto P stanno a coppie nei piani del cono K3, il cono K, da
da esse generato ha I’ ordine v== + 2. Se la superficie-sezione
F generica non & rigata, peiché essa contiene v rette (v =ordine
di K;) per il punto P, sara (n. 2) n=4n4+4—v<<37w+2;
in contrasto coll’ ipotesi (2).

Se le F per P sono rigate, poiché le loro curve--sezioni
sono normali (°) esse sono coni col vertice in P, cioé la M3
stessa @ un cono.

5. Se la M} non & un cono, si potra quindi proiettarla
biunivocamente dall’ S; di una quadrica del fascio | Q| sopra
uno spazio S,_,. La proiezione sara una varieta M3', d’ ordine
n,=mn — 6, a curve-sezioni di genere =, ==—2. Infatti un’i-
perpiano dell’ S, per I’S; sega la M7 nella quadrica @ dell’ S,
e in una superficie F*~%, d’ordine n — 2, a curve-sezioni di ge-
nere ®* — 1. Questa F*~* ha in comune con la @ dell’ S; una
conica, dalla quale si proietta in una F~® a curve-sezioni di
genere m— 2.

Poiché per la M3t & ancora soddisfatta la disuguaglianza
(2), si potra a partire dall’ S; di una sua Q ripetere I’ operazione
di proiezione, fino- ad arrivare ad una varietd M¥:

@) non cono, a curve-sezioni razionali o ellittiche ;
b) cono, a curve-sezioni iperellittiche di genere =*=0.

{#) Cio risulta sia dalla considerazione del sistema lineare rappresenta-
tivo in un piano della superficie-sezione F per P (n. 2); sia osservando che
da P Ta W3 si proietta sopra un S,—; in una M, generata da un fascio ra-
zionale di piani, quindi di ordine r —3=n —"(x+1).

(%) Infatti, se la F non ¢ un cono, un S, generieo per una sua ge-
neratrice ¢ sega la F ulteriormente in una curva irriducibile la qnale,
dovendo avere lo stesso genere = della rigata, apparterra ad un S,—2. Ma
allora il faccio degli S,._; per I' -, @& riferito projettivamente alle g della
F. cioé = = 0.
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Nel caso b) la M7 contiene un fascio di coni (quadriei) i
cui vertici generano un curva di un certo ordine ¢. Conveniamo
di chiamare una tale M3 un pseudo-cono di indice 7. In par-
ticolare dunque un pseudo-cono di indice 0 & un cono.

Se la M} o, nell ipotesi @), a curve-sezioni razionali (d’or-
dine n* = 2), cioé una quadrica, poiché == 2q (cio& pari}, sara
n=6q+n*=3n +n*<< 3w+t 4; ciod inferiore all’ ipotesi (2).

Se la M¥ & a curve-sezioni ellittiche d’ ordine n*, poiche
m=2q-+ 1 (cioé dispari) sara

(3) n=6qg+n*=3x +n*—3.

Per raggiungere nella (3) un valore di » compatibile colla
(2) bisogna fare »* = 6. E non & possibile supporre n* > 6
poiché una M$¥ di quell’ ordine, a curve-sezioni ellittiche e non
cono, non pud contenere un fascio di guadriche (°).

6. Proviamo la effettiva esistenza di 3 tipi proiettivamente
distinti di M3 in corrispondenza di n* = 6; e diamone i relativi
sistemi lineari rappresentati nell’ S;. Anzi noi proveremo 1 esi-
stenza delle M3 attraverso a quella dei loro sistemi rappresen-
tativi.

Una M¥ a curve-sezioni ellittiche d’ ordine n* = 6, conte-
nente un fascio di quadriche e non eonica, pud essere rappre-
sentata nell’ S; da un sistema lineare di:

1) quadriche eon 2 punti-base:

I) superficie cubiche con 3 rette-base sghembe ;

HI) superficie cubiche con un punto-base doppio (. una
retta-base / per O, ed una conica-base C° appoggiata ad ! ().

In corrispondenza a queste M¥ (n. 5) avremo delle M3 del-
U'Ss , a curve sexion: di genere #=2q -1, con

(4) r=2x+4+5, n=3=x -3,

"1 Exrigues K., Sui sistemi lineart di superfieie alyebriche ad inter-
sextoni cariabili iperellittiche [Mathem. Annalen, t. 46 (1S96)].

() Esrigues F., loco cit. (%1, (ho fatti degenerare alcuni degh element:
hase ivi indivati, affinché la MF contevga un fasein di yuadriche).
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rappresentate nell’ Sy da un sistema lineare di superficie P :
1) d’ordine q + 2, con 2 punti-base multipli d’ordine q + 1;
I) d’ordine q + 3, con 3 rette-base sghembe, di cuv due
semplici ed una multipla d’ ordine q-1;
HI) d’ordine q + 3, con un punto-base O multiplo d’ ordine
q+ 2, per esso una retta-base | multipla @’ ordine q 41, ed
una conica-base semplice, appoggiata alla I.

Infatti si passa dal sistema lineare delle |® |, rappresenta-
tivo della M3 e al cui fascio di quadriche @ corrisponde un
certo fascio di piani dell’ S3, costruendo il sistema residuo di ®
rispetto ad gruppo di ¢ piani di quel fascio (e viceversa).

7. Supponiamo ora che la M¥ sia un cono che dal vertice
P proietta una superficie a curve—sezioni iperellittiche (ellittiche,
razionali) di genere =*, e di massima dimensione (n. 5, b). Indi-
cati con »* ed n* la dimensione dello spazio d’ appartenenza e
I’ ordine della M¥, sara

(5) *=3n*+6, n=47n*+4,;

per #* =2 in base al n. 2; per n#*=1 in quanto il cono a
curve-sezioni ellittiche e di ordine méssimo, che contiene un
fascio di quadriche, & dell’ 8° ordine; per a* =0 poiche da P
.si proietterd una superficie di VEronkse, oppure una rigata del
40 ordine (che contiene un fascio di coniche).

La M¥ & rappresentata nell’ S; da un sistema lineare di
superficie d’ ordine m, con un punto-base O multiplo dell’ ordine
m —1 ed m—1 rette-base infinitesime nei successivi intorni
infinitesimali di O (ciod aventi in O un unico piano tangente
fisso) ; ed inoltre in un piano generico a o

I) per m=a*+3: un punto-base Q multiplo secondo
7n* + 1 ed un punto-base doppio;

II) per m =27* —p+2, (n<<=*): un bunto-base Q
multiplo secondo 2z* —p, a cui sono infinitamente vicini 7* —p
punti doppi.

Infatti se nel piano affine (z, y) la superficie-sezione ¥ del
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cono M¥ & rappresentata dal sistema lineare di curve di equa-
zione f(x, y) =0 (n. 2), M¥ sari rappresentato nello spazio
affine (z, y, 2) da ax+f(z, y)=0.

Per la corrispondente M¥ sara quindi, posto 2 ¢ = n — n*,
cioe t=1x*+2q:

r=4q+32* +6=3x+6—29=2n+6+=*
(6) n=6q+4n*4+4=4n+4--29=3r+4 + n*

ed essa é rappresentata mell’ Sy da un sistema lineare di su-
perficie ® d’ ordine m + q, con un punto-base O multiplo del-
Iordine m +q —1 ed m—1 rette-base infinitesime nei suot
successivi intorni infinitesimali ; ed inolire in un piano gene-
ric0 o , :

I) per m=n*43: un punto-base @ multiplo secondo
n* -+ q+ 1 ed un punto-base doppio;

II) per m = 2z* —p.+ 2, (p << =*): un punio-base @ mul-
tiplo secondo 2n* —p. +q, a cui sono infinitamente vicini
™ — u punii doppi.

La retta OQ viene ad avere per le ™ la molteplicita ef-
fettiva m + ¢ — 2, e le quadriche Q corrispondenti ai piani per
la retta OQ sono coni, i cui vertici descrivono una curva d’or-
dine ¢, imagine del punto O. Ciod le M3 sono pseudo-coni di
tndice q (n. b).

Questi sistemi lineari. di superficie ®™*? con un punto-base
O multiplo dell’ ordine m + ¢— 1 (monoidi), la cui imagine &
una carva (punto fondamentale di 22 specie) verranno detti
sistems lineari di monoidi di 2° specie di indice q.

8. Studiamo ora le M} normali dell’ S, a curve-sezioni
non iperellittiche (x > 2), per le quali i valori di » ed n pos-
sono raggiungere (od eventualmente superare) i valori massimi
(4) o (6). :

Per garantire la razionalita della -Mj} & sufficiente che sup-
poniamo nulla la sua irregolarita superficiale (°). Infatti, poiche

- (%) Severt F., Fondamenti per la geometria sulle varieta algebriche
[Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo, t. 28 1909)].



n>2r—2, la superficie-sezione F ¢ allora, in base ad un
teorema di Casrriavovo e Esrigues (°) razionale, ed una M3 a
superficie-sezioni F' razionali e di ordine n > 3 ¢ razivnale (*).
La M; essendo dunque razionale, le sue superficie-sezioni F e

le sue carve—sezioni €' saranno normali, cio¢ (n. 1)

r=n—mx-+2.

—
-1
~

9. Consideriamo di una superficie-sezione F generica la
rappresentazione sopra un piano 2 mediante un sistema lineare
di curve |I' |, di un certo ordine m, di dimensione »r=2= + 5.
Il sistema lineare |I1”', aggiunto puro di |I'|, ¢ formato da
curve d’ordine m'<Cm — 3 le quali nei punti base P; (2= 1,... h)
di [1'], di molteplicita v,, hanno molteplicita v, <<v,—1. 1l
sistema lineare di curve T*, d’ordine m* = m —m' e che nei
punti P; hanno le molteplicitd virtuati v,—v,, si dice sistema
residuo di |T | rispetto 'I” ', e si puod scrivere

(8) D=1 T

Poiché ¢ r=2x 45, la dimensione virtuale di I'*| e
r*¥>0. Da una ricerca del CasteLxvovo (') risulta allora che -l
sistema | 1™* ! & regolare e che il suo genere (virtuale = effettivo)
¢ 1. Se la generica ['* & irriducibile, il sistema di curve ellit-
tiche |I'* ' ha dunque la dimensione effettiva »* <<9. Se |I'* |
¢ riduacibile, il sistema si spezza {in virti della sua regolarita e
del teorema di Bermint sud sistemi +iducibili) in una curva fissa e
in un sistema irriducibile  v* | di dimensione effettiva »* << 8 "),
(la 7* potende anche essere razionale). b

(*) CasteLzvovo - ExriQues, Sur les intégrales simpies de premiére
tspeee d une surface ouw d’ une varicté algebriques a plusieurs dimensions
[Aunales Sc. de Bcole Nat, supr. {Paris) t. 23 (3), 1906)].

(19 Faxo G.. Sulle varieta algebriche a tre dimensione « superficic-
se.imed raxtonadl [Annali di Mat. t. 24 (3), (1919)].

Ay Castrixcove G, Ricerche generali sopra ¢ sistemd lineari di
curee prane |Memorie della R. Ace. delle Scienze di Torino, t. 42 (2), (1891)].

(v Castixvovo G.. loco cit. (1),
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10. Vogliamo mostrare che se y* ¢ razionale, non & sola-
mente 7* << 8, ma addirittura »* << 5. Cominciamo percid con
ricordare il seguente lemma del CasrteLxvovo sui sistemi riduci-
bili (®) : Se le curve d’ ordine m che passano colle molteplicita
virtuali v;, ... v, per certi k punti del piano, formano un si-
stema ridubile di dimensione virtuale =1, avente il genere ef-
fettivo uguale al genere virtuale, le curve d’ ordine m passanti
colle molteplicita virtuali v,,... v, per h punti presi in posizione
generica nel piano, formano un sistema irriducibile,

11. Se consideriamo in un piano ea, un sistema di curve .
I'¥, d’ ordine m¥*, che nei punti base P,,, in posizione generica,
hanno le molteplicita v, —v; (n. 9), queste curve saranno (in
base al precedente lemma) irriducibili e ellittiche. Supponiamo
che I'¥ abbia la dimensione 2»* 4 8. Consideriamo allora una
certa trasformazione cremeniana Q che trasforma I'¥ in un siste-
ma lineare di cubiche di un piano a,, con 9 —s* punti-base.

Al sistema lineare di tutte le cubiche del piano a«, corri-
sponde nella Q' un sistema di curve ellittiche T'#, di dimensione
r* =9 e di ordine m* = m*, che contiene parzialmente il si-
stema I'¥. Possiamo quindi dire che il gruppo dei punti base
Py di | T¥ I & sovrapposto al gruppo dei punti-base P,; di [I'¥..

Consideriamo ora il sistema di curve ['* del piano a, d’or-
dine m*, col gruppo di punti base P, sovrapposto al gruppo
dei punti-base P; di I'*. Poiche il genere di I'* & 1 e la sua
I'*| & irriducibile (n. 9).
zialmente v* | . Inolire 'I'*| si pud trasformare cremoniana-
mente nel sistema delle cubiche, che conterra parzialmente il
sistema di curve razionali trasformato di '¥* ; dunque la di-
mensione effettiva di ¥ ¢ »*<<5, c. v, d.

dimensione ¢ 9, F*i contiene par-

12. Possiamo infine constatare che non si puo verificare il
caso escluso di 7* =8, Infatti, imponendo al sistema [I'', e

3 CastELNtove G.. loeo eit. ().
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quindi al sistema I'*, un punto-base semplice P in posizione
generica, si otterrebbe un sistema nella situazione del n. prece-
dente, per cui dunque 7* —1<C5, in contrasto coll’ipotesi »*= 8.

13. Ai sistemi lineari |I'|, |I'| e |I'*| di a corrispondono
nella superficie-sezione F i sistemi lineari |C|, |C'| e |C*|,
| C| essendo il sistema delle curve-sezioni, tali che

(9) |Cl=[C|+[C*].

Poiché la generica C’ & irriducibile (C' non essendo iperel-
littica), il sistema |C *| determina su una €' una serie lineari
di punti la quale (se non & speciale e se ¢’ non & contenuto in
|C*|) ha la dimensione »* e quindi 1’ ordine

(10) w=a' k.

Se la serie fosse speciale, sarebbe r* << a’.

Se C' & contenuta in |C*| potra essere «'=1 oppure
' =0. Se & n' =1, sara p=r*.

Si osservi inoltre che se la C* & ellittica essa & certamente
normale. Infatti i punti-base di |I'| appartengono tutti ad una
I'*, quindi determinano su essa una serie completa.

14. Ritorniamo alla considerazione della My dell’ S,, r=
=>2z+5 (n. 8). Il sistema |F + F'|, aggiunto al sistema
|2 F|, depurato dalle eventuali componenti fisse, determina su
una F il sistema | C'| aggiunto a | C|, ().

Lo spazio d’appartenenza S,, della (F + F’), di dimensione
v <2m—z'—1, potrad segare la M3 soltanto nella (F+ F'),
d’ordine 2x —2 e a curve-sezioni di genere m'; oppure potra
segarla inoltre in una superficie f, la quale apparterrad allora a
tatti gli spazi S,, (in quanto la curva-sezione della f/ con una
F & una componente fissa del sistema aggiunto impuro di |C|).

Un S,_, generico per I'S, sega la MJ (oltre che nelle
(F + F') e f) in una superficie ¥, le cui curve-sezioni sono
le C* delle F (n. 13). La ¥ & quindi a curve-sezioni ellittiche

(14) Fano G., loco cit. (19).
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o razionali (n. 9). La dimensione del sistema |¥'| & uguale a
quello del sistema | C*| di una F, cioé »* (n. 15).
Risulta quindi

(11) r=r4r* 1 <2n—a ¥,

15. Se la serie di punti determinata da |C*| su una ('
fosse speciale, quindi »* <<z’ (n. 13), dalla (11) segue
r<<2nx—a' + o', in contrasto all’ipotesi »r=2=n + 5. Que-
sta eventualita verra quindi nel seguito esclusa.

La (F+ F’) e una ¥ hanno in comune una curva C",
d’ordine p. (n. 13). Un iperpiano generico S,_, per la (F + F')
sega la W' (oltre che nella componente fissa C*) in una curva

comune alla ¥ e alla ¥ contenuta nell’ S,_, . L’ordine di questa
curva & quindi uguale all’ordine della serie caratteristica del si-
stema | C*| di una F, ciog »* oppure r*—1 (a seconda che
la componente variabile di |C*| & ellittica oppure razionale,
n. 9). Quindi I’ordine v della ¥ &

(12) v=u+ ¥ oppure v=p A4 r*—1.

16. Se la generica W & non rigata e a curve-sezioni razio-
nali il suo ordine & (come noto) v=4—¢, (¢ > ).
Dal n. 13 e dalla (12) segue che in questo caso

e
=2r*--2. Quindi 2r*—2<<4—v, ciod 7'*£3——%; ed

infine dalla (11) » << 2= 4 3; in contrasto coll’ ipotesi (4.

17. Supponiamo ¥ a curve-sezioni ellittiche e #' =1. Al
lora dal n. 13 e dalla (12) segue 27* <<9—e, cioe »* < 4.
Quindi dalla (11) r=2x —x' 4 2*=2x + 3, in contrasto
coll’ipotesi (4).

18. Supponiamo W' a curve-sezioni ellittiche e ©' =0. Al-
lora dal n. 13 e dalla (12) segue 2/* —1<<9 —:, cioe

r*<<H ————;— . Perche risulti »=2= + 5, dovrebbe essere =0,

ciod v=9. Ma la curva comune a ¥ e W avrebbe I ordine
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r* =5, mentre in una ¥ (rappresentata nel piano dal sistema
lineare di tutte le cubiche) non esistono curve del 5° ordine.

19. Supponiamo ¥ rigata a curve-sezioni ellittiche. Ora una
rigata ellittica a curve-sezioni normali (n. 13) & necessariamente

un cono (*); e allora (la dimensione di |W¥ | essendo »* =5),
la M3 stessa & un cono (il cui ordine, la F non essendo a
curve-sezioni iperellittiche, & n <3 w+4-4).

20. Supponiamo infine che le Y siano rigate a curve-sezioni
razionali. Dal n. 10 sappiamo che & ,* <<5. Quindi la (11)
da r<<2n—ax' + 5. L’ unico caso che ci interessa, in relazione
alla limitazione »r =2z +5, & o' =0, »* = 5.

In questo caso la superficie—sezione F si pud rappresentare
in un piano a mediante il sistema di curve d’ordine m, |I'| =
=|I"|+|[*|, dove |I*| si spezza in una retta X per i
quattro punti-base P,, Py, P;, P, di |I'| e nel sistema di tutte
le coniche y* del piano (n. 11). Indichiamo con v, la moltepli-
citd del punto-base P;, v, =v, =vs=v,. Sara

4
(13) Svi=m-—v, (v=0).
1
‘Le curve I, d’ ordine m — 3, hanno i punti-base P; mul-
tipli rispettivamente dell’ ordine v;— 1. Poniamo p =m — 3,
w=v;—1 =0, quindi
4
(14) 12‘[-%:-'—‘ p.—l—v.
Poiché 1" & razionale sara
4
(15) (=1 (e —2) =Zp (1)
Eliminando p. dalle (14) e (15) si trova

4 4
(16) ?,-,-p.&,-—}-2v?,-p.,~—}—v(v-—1)=0, U *9).

() Vedi cit. (°).
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21. Se nella (16) 8 y=0, sarda 1, >0 e p,=p;=p, =0.
Quindi, dalla (13), vy=m —3, v, =v, =v,=1. Se nella (16) &
v =1, dovranno essere nulli tutti i p,, ciod vy =y, =v;=y,=1.
Infine v>>1 non & compatibile con la (16).

Nel caso v=0, il sistema |I'| & dunque un sistema di
curve d’ ordine m =4 con un punto-base P, multiplo d’ordine
m—3 e tre punti-base P,, Py, P, appartenenti a una medesima
retta A. A questa retta A fondamentale di |I'| corrisponde un
punto triplo L? della F. Il grado n di ||, ciod I’ordine della
F, si calcola direttamente, 7 =3 = + 3. Cioé la dimensione del-
IS, della My 6 r=2xn4 5.

Al variare della F il punto triplo L? descrive una retta
tripla 2 della M. Le rette della rigata M3 che passano per
un punto L? della #* formano un cono cubico K3 ‘(segato da una
F per L? nelle 3 rette che nella rappresentazione piana della F
hanno per imagini i punti base P,, P;, P,).

La nostra M3 & dunque un pseudo-cono di indice 1, e
poiché il suo ordine n =3=n -4 3 & inferiore all’ ordine massimo
4n+2 (r=3) spettante ad un pseudo-cono di indice 1 (n. 7),
noi la scarteremo dalla nostra considerazione (quantunque sia
facile provare 1’ esistenza di una tale M3).

22. Supponiamo ora che nella (16) sia v=1. Allora dalla
(18) segue che |I'| & un sistema di curve del 5° ordine con 4
punti-base su una retta A.

Il grado di |I'| @ n=2F e il genere =#=6. Per la M}
dell’ S, & quindi » =3x+3'=21, r=2n+5=17,

Alla retta A del piano a corrisponde nella superficie-sezione
F una retta semplice ! la quale, al variare della F, descrive un
piano S, semplice della M3'. Questo piano & un piano direttore
della vigata M3'. Le rette della M;' che si appoggiano ad una
retta / dell’ S; generano una superficie rigata R°, del 5° ordine.
Un Sy dell’ S;; generico per 1" R® taglia la M3 ulteriormente
in una superficie F", d’ ordine 16, a curve-sezioni di genere 3.
La F™ & quindi rappresentata nel piano dal sistema di tutte le
quartiche, e su essa & individuata una rete omaloidica di C*
normali del 4° ordine.

3
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Le rette della M3 stabiliscono una corrispondenza birazio-
nale tra il piano S; e la F'® (d’ un Su)' nella quale alle rette
del piano S. corrispondono le C* della F' (e viceversa).

Questa M si proietta semplicemente dall’ S di una curva-
sezione C'® della F™ sopra un S;. Come sistema lineare di su-
perficie rappresentativo della M3 nell’ S; si ottiene cosi il sistema
delle superficie del 5° ordine con un punto base quadruplo e
una quartica base di genere 3 (eventualmente degenere).



