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SULLE VARIETA ALGEBRICHE CHE CONTENGONO
UN SISTEMA DI CURVE RAZIONALI

Nota di U. Morix a Padova.

Sunto. — Si da una condizione necessaria e sufficiente affinché una varietd
algebrica irriducibile V,._;, ad r —1>>2 dimensioni, che contiene un
sistema razionale K di curve razionali irriducibili, di dimensione » — 2
ed indice uno, si possa rappresentare birazionalmente sopra un S,_; in
modo che alle curve del sistema K corrispondano le rette di una stella.
Questa condizione & che la V,_3 doppia, imagine delle coppie di curve
in cui si scindono le curve riducibili di K, si spezzi in due varieta.

Nella teoria delle superficie algebriche & fondamentale il
teorema del Noermer () in cui si afferma che una superficie
algebrica contenente un fascio razionale di curve razionali (ir-
riducibili) & razionale, e pud rappresentarsi birazionalmente
sopra un piano in modo che a quelle curve corrispondano le
rette di un fascio.

Una V; algebrica contenente una congruenza K (di indice
uno) razionale di curve razionali invece in generale non & ra-
zionale (*), 0 pud in particolare essere razionale ma in modo che

non si possa far corrispondere alle curve della congruenza le
rette di una stella (%).

(1) NoeraEr M., Ueber Flichen, welche Schaaren rationaler Curven
bexitxen [Mathematische Annalen, Bd. 3 (1871)] pagg. 161-227.

(%) Casteryvovo G. — Enmiques F., Die algebraischen Flichen vom
Gesichtspunkte der birationalen Transformationen aus [Encykllopidie der
Math. Wissenschaften, IIT C 6 4] pag. 768.

(3) Moxtrsano D., Suz vare tipi di congr e linears di jeche dello
spaxio [Rendic. dell’ Accad. di Napoli (1895)] pagg. 92-110, 155-181.
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In questa nota ricerco una condizione affinché una V,_,
algebrica irriducibile contenente un sistema razionale K di curve
razionali irriducibili, di dimensione »r—2 e di indice uno, sia
rappresentabile birazionalmente sopra un S,_, in modo che alle
carve di K corrispondano le rette di una stella. Una tale V,_,
verra detta nel seguito limearmente razionale. Ecco il risultato
a cui pervengo :

Condizione necessaria e sufficiente affinché una V,_, che
contrene un dato sistema raxionale K di curve raxionali irri-
ducibily, di dimensione r— 2 ed indice uno, sia linearmente
raxionale é che la V._; doppia, imagine delle coppie di curve
in cut st scindono le curve riducibili di K, si spexxi in due
variela.

Questo teorema & equivalente al seguente teorema sugli
spazi doppi:

Condixione necessaria e sufficiente affinché un S, (r > 2)
doppio, con una varieta di diramazione A d’ordine 2mm e do-
tata di un punto O multiplo dell’ ordine 2m — 2, si possa
rappresentare biraxzionalmente sopra wun S| semplice in modo
che alle rette doppie per O corrispondano le rette di una stella,
¢ che il cono doppio C delle tangenti tirate da O alla A (e
diverse dalle tangenti in O) sia riducibile,

In forma puramente algebrica i teoremi precedeuti si pos-
sono enunciare nel seguente modo :

Condixione necessaria e sufficiente affinché un’ equazione
algebrica irriducibile (r > 3),

(1) f(Io,l'“....l',._l)=O,

in cui [ ¢ un polinomio di grado n nell’ insieme di tutle le
variabili e di secondo grado nelle sole variabili x,, x,, sia
risolubile con delle equaxioni raxionali, raxionalmente inver-
tibile in 8,

Xy =9y (Ta, ... Loy, 1)

Xy=0(Tyy ... T,_1, 1)

(2

¢ che, interpretate nella fle x,, x, come variabili e z,, ... x,_,
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come parametri, le due componenti della generica conica ridu-
cithile [ st possano separare con operaxiont raxionali nelle
Loy o. T,y

Per r =3 1’equazione (1) & in generale risolubile con
equazioni del tipo (2). La impossibilita di estendere il procedi-
mento in generale ad r>>3 & stata rilevata da Exriques (*).

1. Sia data una varieta algebrica irriducibile F*, ad » —1
dimensioni (r=3), che contenga un sistema K* razionale di
curve razionali C* irriducibili, di dimensione »r—2 e di indice
uno. E noto che questa F* pud essere trasformata birazional-
mente in una ipersuperficie ' di uno spazio lineare S, dell’or-
dine » (n<C2) dotata di una retta ! multipla per la F del-
I’ordine 7 — 2, e in modo che al sistema K* corrisponda il
sistema K delle coniche C che si ottengono segando la F coi
piani per la retta multipla ¢ ().

L’ equazione della F, ove la retta ! si assuma come lato
0, O, della piramide delle coordinate nell’ S,, sara allora

(8) F=ux;4+2a0Ta,+ ant} + 24,2 + 22,22, + A= 0,

in cui ay, @y, @n; Qw, Gz © G sono forme di xz,, z,, ...z,
rispettivamente dei gradi »— 2, n—1 e n.

Indichiamo con II lo spazio lineare S,_, che congiunge i
vertici O,, Oj, ... O, della piramide delle”coordinate. Un punto
generico P, dello spazio II individua un piano per I, ciod una
conica C della congruenza K. Otteniamo cosl una corrispondenza
Q della £ con II nella quale ai punti di una generica conica
C di K corrisponde un medesimo punto P, di II.

Se consideriamo la F*  cioé una qualunque trasformata bi-
razionale della F, potremo far corrispondere al punto P, tutti

(*) Exriques F., Sur les problémes qui se rapportent a la résolution
des équations algébriques renfermant plusieurs inconnues [Mathematische
Anunalen, t. 31 (1897)] pagg. 134-53.

() Exriques F., Sulle irrazionalite da cui puo farst dipendere la
risolusione d’ un’ equaxione algebrica f(x, y, x) =0 eon funzioni raxio-
nali di due parametri [Mathematische Annalen, t. 49 (1¥97)] pagg. 1-23.

8
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i punti della curva razionale C* di K* trasformata della C.
Questa corrispondenza tra la F* e lo spazio II, analoga alia Q,
indicheremo con Q*,

2. Alla varieta A ad »r —2 dimensioni formata delle coniche °
riducibili di K corrisponde nella € in Il un’ipersuperficie 7,
d’ ordine 3n —4, data dall’ equazione

Aoy Tgp Qg

ay a, @, | =0,

) A

Ay A Ay |

riferita prospettivamente alla varieta I' ad r — 3 dimensioni
luogo dei punti doppi delle coniche riducibili di K.

Alle coniche di K riducibili in rette doppie corrispondono
i punti di una varieta M, di dimensione p<<» —3, le cui coor-
dinate annullano tutti i minori del secondo ordine di A. Cosi
ai piani per la retta ! che appartengono totalmente alla F cor-
rispondono i punti di una varietd N, di dimensione v<<r-— 4
e contenuta in M, le cui coordinate annullano gli elementi di 4.
Come si vede direttamente la varieta M & almeno doppia per 7
e la N & almeno tripla.

3. Approfondiamo il legame che sussiste nella corrispondenza
Q tra i punti P multipli di ¥ e le loro immagini P’ in IL
Si vede direttamente che condizione necessaria e sufficiente af-
finché le coordinate di un punto P annullino, per opportuni
valori di z,, z;, le forme F,%% e 2—51
P’ appartenga a ., ciod che le sue coordinate z,,... z, sod-
disfino all’ equazione 4 = 0.

Indichiamo coll’ apice la derivata rispetto a una variabile
z,(s=2,3,... 7). Allora per tutti i valori di z,, ...z, per cui
A=0 e Ax+0 e per i valori di ,, #; inerenti al punto
doppio della conica degenere relativa si stabilisce facilmente

& che la sua imagine
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il legame (%)
(5) - Agg F, = A’ .

Dunque: Se un punto P ¢é doppio per F, la sua imagine
P in N ¢ doppia per +. Viceversa un punto P’ doppio di 7,
le cui coordinate mon annullano A., é tmagine di un punio
P doppio delle F.

4. Nei seguenti nn. 5-9 costruiremo un modello proiettivo
della F che soddisfera alle seguenti condizioni di regolarita :

I) La forma A si scompone in fattori distinti al piu doppi,
ed uno (almeno) semplice.

II) Le forme A e A, non hanno alcun fattore in comune.

Per una F cosi regolare la conica degenere generica asso-
ciata ad una componente irriducibile di 7 (semplice o doppia) &
formata da due rette distinte. La relativa componente di T
(semplice o doppia per la F) non appartiene all’intorno infini-
tesimo della /.

Inoltre in un punto generico P di una componente doppia
di T le rette tangenti alla F non possono formare un S; doppio,
perche allora il piano che dalla retta / proietta P’ apparterebbe
alla F, ci6 che non pud essere perché A, + 0.

5. Se vogliamo che nella (3) a4 non sia identicamente nulla,
bastera scegliere come vertice O, della piramide delle coordinate
un punto della retta ! che non sia multiplo per la F dell’ or-
dine » —1. Un po’ meno semplice & I’evitare che nella (4) sia
A, identicamente nulla, A, = 0 significa che la conica generica
di K & tangente alla retta I. Si prenda allora nell’S, una

(®) Se 4 =0 e A% +0, si ha per le coordinate del punto doppio della

- A Ag _ Ao Ada  4dn _ Ap
conica di K gp= - ¥="2 ="+ g1="+ =2 =22, i
7 Adn A An’ ' A An 4w’ dacui
Ao An An . Lo
7= An’ z?= An’ Ty, = An’ Sostituendo queste espressioni di z,,

in F' si ottiene F' = -1—A'.
Age
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retta generica /, & si stabilisca tra le due stelle di piani, che
hanno come sostegni le rette ! ed {,, la corrispondenza prospet-
tiva rispetto allo spazio II. Scelta ora wuna retta generica u,
si proietti ogni conica C di K, che appartiene ad un piano
della prima stella, sopra il piano corrispondente della seconda
stella, La F si trasforma cosi birazionalmente in un’altra, nella
quale la retta !, non & tangente alla conica generica del nuovo
sistema I.

6. Possiamo dunque supporre che nella (3) non sia identi-
camente nulla né a, né A,. Consideriamo allora la trasforma-
zione birazionale dell’ S,

Yo=bec (aooxo + an T; + ay)
Y1=0a¢(Apt— A)
(6) Y =ab x,

| yr=abux,,

la cui inversa &

{ ZTy= A ApYo—bayy,—ayAec
.’ = (by,+ Anc)ag
(6’) o= Az CY,s

| ',I"r=a00A220:,/r)

nelle quali a, b, ¢ sono forme generiche, rispettivamente delle

variabili x,, x5, ... x, nelle (6) e delle variabili ., ¥;,... y.

nelle (6'), dei gradi n—2+4j, 2n—44+75 e j=0; e nelle

(6") a, e Ay sono scritte nelle variabili ye, ¥s, ... ¥, -
Mediante le (6') la (3) si trasforma nella

(7 An @@ + 0yt + ap A =0.



129

7. Sara possibile scrivere

Ap= A2 Hh  @2oet i) Bath  )2e 4 A
(8) : :
A = A, a2t d2ws v p.,zt‘+k1. .. ‘qutq + ke
dove Ao, A, dyy ... dyy Ay ooihyy ... W, sono forme delle

variabili %, ys, ... y,, coi fattori tutti semplici e a due a due
primi tra loro. Gli esponenti sono numeri naturali, e precisa-

mente %y, ... 4y Jiy «-r Juy Piy oo By, Ry, ... R, sono uguali
a xero oppure uno; s, ...S,, t;, ... t, sono ciascuno maggiore
di zero e invece uno dei numeri v, ... v,, w0, ... W, DON

dovra essere zero soltanto se il corrispondente numero 7 o j
& zero.

Facciamo dentro alle (6) e (6") per le forme a, b, ¢ le po-
sizioni :

a=apl... ple g, d%
(9)  § b==b,An. A ph ph ghtwcte ot wedte

e=c N, AP a... d

dove a,, b,, ¢, sono forme generiche dei rispettivi gradi; ¢ sia
uguale ad uno se ¢, e j, sono tutti e due uguali ad uno, e zero
in tutti gli altri casi, e analogamente per gli altri =.

Allora il primo membro della (7) si potra dividere per la
forma

(10) s 3w p2h 20 g2ortwote  g2oetwot e

e si potra scrivere

(11) atayys+ bib oyt + cle =0

dove a,, as, b,, by, ¢, ¢y sono forme di ¥,, y;,...y, a due a

due prime tra loro e prive di fattori multipli.

8. I gradi dei polinomi a,, b,, ¢, dipendono dal valore at-
tribuito a j nelle (5) e dalle (9). Orbene, noi potremo fissare j
in modo che quella (o quelle) delle tre forme a,, b,, ¢, che &
§ »
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di grado minimo sia addirittura una costante. Allora nella equa-
zione (4) relativa alla (11), cio®

(12) Ai=abyc,albici =0

vi sard qualche fattore semplice, a meno che la (11) non si
riduca alla

(13) pit gt a=0

cioé ad una quadrica singolare, il cui spazio doppio & rappresen-
tato dentro allo spazio Il dalla equazione ¢; = 0. In seguito,
quando parleremo di varietda F regolare, dovremo quindi inclu-
dere il caso particolare (13).

9. La (11) presenta alla regolaritd ancora questa deficenza,
che all’ equazione a,b,a}bi= 0 corrispondono coniche degeneri
di K il cui punto doppio appartiene alla retta I, ciod A, e A
hanno dei fattori in comune.

Per eliminare questa ultima deficenza, consideriamo la tra-
sformazione birazionale

Yo == %y %Xy
Y= %
?/:=(“’o+ 21+ %)z

?/r=(7‘o+x1+az)xr,

(14)

dove a,, a;, as sono forme lineari di #., 23, ... %,, che tra-
sforma la (11) in un’ equazione di secondo grado in z,, z,, per
la quale I’ equazione (12) & (scritta nelle variabili z,, x,... %,)

(15) A =ajold} A,
ed il corrispondente

(16) Z”=a,b,d{b}a3a§+a,c,d§c§a’o+b,c,b{c{af.
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Dunque nessun fattore di A & simultaneamente fattore di

Ag. Ciod la F che si deduce dalla (11) mediante le (14) &
perfettamente regolare secondo le condizioni poste al n. 4.

10. Come & stato detto nella introduzione, la F si dira
linearmente raxionale se essa & rappresentabile birazionalmente
sopra un S; in modo che alle coniche C di K corrispondano le
rette di una stella. Si vede facilmente che condizione necessaria
e sufficiente affincheé una F sia linearmente razionale & che esista
una varietd (razionale) V,_, unisecante le coniche C di K (7).

Data la V,_,, vogliamo scrivere le equazioni parametriche

della F di equazione (3). Ci converra di passare a coordinate
non omogenee ponendo X, =—Z—‘(s=0, 1, ... r—1). La V,_,

viene proiettata semplicemente dalla retta ! sullo spazio II, quindi
potra rappresentarsi con le seguenti equazioni

X, = f;(X,, e Xo))

1 X, =fi (X, o Xe),
dove f, e f; sono simboli di funzioni razionali.

Allora le equazioni parametriche della F si possono scrivere
(tirando per il punto di unua conica di K determinato dalle (17)
una retta generica, nel piano della conica, di parametro ¢ e de-
terminando I’ ulteriore intersezione di questa retta con la conica)

.Xo=¢o(X’, “oe X,._l, t)

18
(18) X, =®(X,, ... Xy, 1).

Le cose ora dette si possono esprimere cosi:

Condixione necessaria e sufficiente affinché wun’equaxione

(") Enriques F., Intorno alla risoluxione raxionale di una classe di
equasiont algebriche fra quattro variabili [Annali di Matematica, t. 20 (3),
1913]. E
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algebrica irriducibile
(19) F(Xo, Xl, Xz, o X,._1)=0,

in cur F é un polinomio di grado n nell’ insieme di tutte le
variabily e di secondo grado mell’ insieme delle sole X, e¢ X,,
sia risolubile con le equaxioni raxionalt (18) e raxionalmente
invertibils in t ¢é che si possano determinare delle equaxioni
raxionali (17) che soddisfino identicamente alla (19).

11. Facciamo alcuni richiami sui piani doppi (}). Una su-
perficie algebrica (irriducibile) [ sulla quale sia individuata
un’ involuziQue razionale I, dicesi piano doppio. Un piano II i
cui punti sono in corrispondenza birazionale colle coppie del-
I’involuzione I, e sul quale si consideri la curva &8, detta di
diramaxione, imagine della curva dei punti uniti della 1, in
senso invanriantivo (ciod sopra una stessa falda della f) puo
assumersi a modello proiettivo della f.

Se in una determinazione proiettiva la & possiede compo-
nenti multiple, queste si possono sopprimere un numero pari di
volte. L’intorno del primo ordine di un punto multiplo di &,
di molteplicita dispari. si deve considerare come una retta infi-
nitesima appartenente a &. Con queste convenzioni, in ogni
modello proiettivo Il la & & di ordine pari.

In particolare, se in una determinazione proiettiva di &
questa possiede soltanto componenti di molteplicita pari, allora
la fsi spexza in due superficie corrispondenti nella I, (e viceversa).

Ad esempio, il modello proiettivo della f* dato dall’equazione

(3" alzy)x*+20xy)x +e(xy)=0,

ha, con le convenzioni su esposte, la curva di diramazione nel
piano doppio x y di equazione

4" a(y)c(ry)—b(ry)=0.

(8) ExriQues-CanpeneLul, Lexioni sulla teoria delle superficie algebriche
[Cedam, Padova 1932] pagg. 348-363.
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Si vede direttamente che se la (3’) ha un punto doppiv,
questi ¢ multiplo per la (4'), e viceversa (n. 4).

Una curva (doppia) 7 del piano doppio Il ha i punti di
diramazione nei punti comuni alla curva di diramazione ¢, a
meno che in uno di questi punti P’ la 7 non sia tangente alla
2. Allora nel punto P della f omologo a P’ la curva della [ di
imagine 7 ha un punto doppio. P’ si dira un punto crilice ap-
parente. Quindi se 7 & imagine di due curve distinte della [
tutti i suoi punti critici sono apparenti.

Viceversa, una curva 7 tangente alla ¢ ovunque la incontri
sard imagine di una curva spezzata della f, quando inoltre il
gruppo dei suoi punti critici apparenti ¢ equivalente in 7 a
quelli segati su y dal sistema delle curve di Il meta del sistema
individuato dalle curve d’ ordine pari 3.

12. Nei numeri successivi 12-18 supponiamo che nella (3)
sia r= 4, cioé che la F sia un’ipersuperficie di un S,. Lo
spazio II sara quindi un piano e la corrispondenza & intercedera
tra le coniche C della F e i punti di questo piano. Nei numeri
12-15 supporemo inoltre che la F sia regolare (n. 4).

Consideriamo nell’ S, il sistema lineare d’ipersuperficie ®
d’ordine m, con la retta ! multipla dell’ordine 2 — 1, dato dal-
I’ equazione

(20) ATy + 0y & 4+ 2, =0

dove a,, a;, @, sono forme di =z,, x;, x, rispettivamente dei
gradi m —1 ed m, contenenti linearmente dei parametri o ad-
dirittura generiche. Una & generica taglia la F in una super-
ficie f che mediante la’Q (cioe proiezione dalla retta I) viene
rappresentata doppiamente sul piano II. La curva di diramazione
(a meno di eventuali componenti multiple) di questo piano dop-
pio & data dall’ equazione

(21) 852‘02‘40“"%:0»
0

dove A, sono i complementi algebrici del determinante 4 (n. 2).
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L’ insieme delle rette della superficie A (n. 2) formata dalle
coniche riducibili- della congruenza K & una curva, della quale
si pud assumere a modello proiettivo la curva I' intersezione
delle superficie f e A. Nella rappresentazione doppia della su-
perficie f sul piano II, alla curva I' corrisponde la curva y di
equazione A = 0. Ricordiamo anche la curva ' della F, luogo
dei punti doppi delle coniche riducibili di K, in corrispondenza
birazionale con la 1 (pn. 2-4).

Se 7, & una componente semplice della 7, la corrispondente
componente I'; della I' della nostra F regolare non & nell’ intorno
infinitesimo della ! ed & luogo di punti semplici della F (n. 4).

13. Una carva & del sistema continuo (21) & tangente alla
7, in ogni punto P nel quale la incontri. Infatti alla curva 1,
del piano doppio con curva di diramazione & corrisponde nella

relativa saperficie f la curva I, (n. 12) intersezione della f
(ciod della @) con la superficie A, per la quale la curva I,
(n. 12) & doppia. Quindi il punto P’ corrispondente a P & un

punto doppio per la [,, ciod P & un punto critico apparente
della 1, (n. 11).

Se una curva 7, & componente doppia di 7, allora nel punto
P’ della f, corrispondente a un punto P comune alla v, e 8, la
[ ha un punto doppio (non uniplanare, n. 4). La & ha quindi
un punto multiplo in P. Faremo la convenxione di considerare
Uinsieme delle coniche riducibily di K associate alla compo-
nente doppia Y, di | come (virtualmente) non esistente nell’ in-
sieme delle coniche riducibili di K.

Supponiamo viceversa che per un punto P di II le & del
sistema (21) passino con una direzione determinata. Cid significa
che le rette tangenti alla F in P’ stanno in un S; che contiene
la retta I, ciod che P’ & un punto semplice della F e che per
esso passano le due rette di una conica riducibile di X. Dunque
P & un punto di una componente semplice di 7.

La componente semplice 7, della curva 7 & dunque la curva
inviluppo del sistema continuo (21), non considerando come
facenti parte della curva inviluppo le linee generate dai punti
multipli' variabili delle curve (21).
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In conclusione le curve 3 del sistema continuo (21) sono
tangenti alla curva 7, ovunque la incontrino. Invece i gruppi
dei relativi punti di contatto descrivono su 7, una serie di equi-
valenza (°) (se 7, @ irriducibile una serie lineare) in quanto ri-
feriti con la @ al sistema di equivalenza segnato sulla curva I',
dal sistema lineare di superficie (20)

14. Supponiamo ora che la F regolare (n. 4) sia linear-
mente razionale (n. 9), quindi che esista una superficie /' uni-
secante (faori di /) le coniche C di K. Proiettando i punti della
[’ da un punto della retta / (fisso oppure variabile col piano
per l) si ottiene un’ipersuperficie rigata dell’ S, appartenente
ad un sistema lineare (20), la quale sega la F secondo la [’ ed
un’ altra superficie f”* (analoga alla f’). Ciod nel sistema lineare
di superficie f, determinato dentro la ¥ da un opportuno sistema
d’ ipersuperficie (20), esistono superficie spezzate (nella coppia
f’s "), quindi nel sistema continuo (21) delle curve di dirama-
zione & dei piani doppi II relativi alle f sono contenute curve
doppie (n. 11).

Ma se nel sistema continuo (21) di curve & figurano curve
doppie, sopra il piano doppio II, relativo ad una & generica, la
curva 7;, con punti critici soltanto apparenti (n. 13), rappresenta
una curva spezzata; ciod¢ la curva I, immagine sulla f delle
rette delle coniche degeneri di K si spezza in due componenti
coniugate nella involuzione I, (n. 11).

Dunque: Condizione mecessaria affinché wn’ipersuperficie
regolare F sia linearmente raxionale ¢ che le coppie delle retle
delle coniche degeneri di K formino una superficie \ spexzata
in due parti distinte \' e \".

15. Vogliamo ora verificare che questa condizione necessaria
. per la razionalita lineare della F' ¢ pure sufficiente. Supponiamo
per un momento che nella (3) sia s= 3, cio¢ ché la F sia una

(®) Severt F., Un nuoro campo di ricerche mella geometria sopra
una superficie e sopra una varietd algebrica [Memorie d. R. Acc. d’ Italia,
t. 3, N. 5].
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superficie F, e che questa sia regolare, e non sia in particolare
un cono quadrico (n. 8). L’equazione (4) nelle due incognite
omogenee x,, .3, di grado 3m — 4 abbia s radici doppie
(2s<<3n—+4) relative ed altrettanti punti doppi della F, (n. 4).

Per una F. cosi regolare vale il seguente teorema del
Nogrser () : Si prendano 3n—2s— 35 delle 3n—2s—4 co-
niche degeneri relative a punti non doppi della F, e di ciascuna
di esse una determinata retta. Avremo cosi 3n— 2s—5 rette
p incidenti la retta ! e a due a due non complanari con (.
Allora & individuata una curva (razionale) d’ ordine n—2 inci-
dente la retta ! in » — 3 punti, che passa per gli s punti doppi
della F' e si appoggia a ciascuna delle 3n—2s—35 rette p
prescelte nella F,.

16. Supponiamo che per un’ipersuperficie F' regolare dell’S,
sia soddisfatta la condizione necessaria del n. 13, cioé che la
superficie A formata dalle coppie di rette delle coniche riducibili
di K si spezzi in due superficie A" e A",

Se la F si pud trastormare in particolare in un cono qua-
drico (n. 8) essa & evidentemente linearmente razionale. Nel
caso generale 1’ equazione (4), di grado 3n — 4 avra un fattore
doppio 7, di grado s=0 e un fattore semplice 7, di grado
31n—4—s>0. Sia 3 un piano per ! che tagli la F in una
conica riducibile relativa alla carva semplice 7,.

Un §; generico per il piano 3 taglia la F regolare in una
superficie F, (n. 14) ancora regolare e che possiede, fuori della
retta I, s punti doppi. La superficie X', ciod una delle due com-
ponenti nelle quali per ipotesi si scinde la A, individua dentro
a ciascuna delle 372 —5-—2s=0 coniche riducibili della su-
perficie F, (non relative agli s punti doppi della F, o al piano
B) una determinata retta. In base al teorema del Nokrmer (n.
14) & da queste rette indirviduata una curva C'*~® unisecante
le coniche C della superficie F.. Al variare nell’ S, dell’ S; per
il piano B, la curva C"*~ descrive una superficie /' unisecante
le coniche C del sistema K, cioé la F & linearmente razionale,
c. v. d.

(1) Norrnrr M., loco cit. (1).
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17. Se la F (r=4) non & regolare, potremo ancora consi-
derare il sistema lineare (20) e dire, rispetto ad un piano doppio
con curva di diramazione (21), che la 7y & imagine di una curva
spezzata quando cid risulta dal considerare il caso non regolare
come caso limite del caso regolare oppure (cio che & lo stesso)
quando cid risulta nel caso regolare trasformato del caso non
regolare (nn. 4-9). Ma anche senza eseguirne effettivamente
questa trasformazione, si pud stabilire il confronto tra i due casi.

Se ci troviamo nella situazione del n. 5, cioé & identica-
mente nullo as,, oppure Ay, si vede direttamente che la F &
linearmente razionale. Escluso questo caso cominciamo a con-
frontare la (3) con la (7).

Le componenti di coniche degeneri che corrispondono nella
(7) all’annullarsi di a®6* ¢* sono virtualmente non esistenti
(n. 12). Invece per ap =0, poichd A= aya,;, —ai, il primo
membro della (7) si scinde in due fattori lineari in y,. Cioé le
rette di queste nuove componenti di coniche riducibili apparten-
gono a due distinte superficie algebriche.

Consideriamo ora 1’ effetto della divisione del primo membro
della (7) per la forma (10), in accordo con le osservazioni fatte
alla (11). Si vede che un fattore di ay, che sia fattore di A,
un numero pari di volte (zero incluso) si potra sopprimere un
numero pari di volte. Invece un fattore di @, A che sia multi-
plo per As, un numero dispari di volte, dovra sempre contarsi
una volta.

Infine nella trasformazione della (11) con le (14) si intro-
ducono esclusivamente componenti di coniche riducibili virtual-
mente non esistenti.

18. Infine vogliamo esprimere la nostra condizione di ra-
zionalta lineare direttamente per 1’ ente algebrico F* (n. 1). Si
determini in F* comunque (ad es. riferendosi al modello proiet-
tivo F) un sistema lineare semplice di superficie f che abbiano
due intersezioni variabili con le curve razionali C* di K*. Nel
riferimento Q% della F* al piano II (n. 1), alle superficie f
corrisponde un sistema di piani doppi II le cui curve di dira-
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mazione ¢ formano un sistema continuo dotato di una certa
carva inviluppo 7 (n. 13). Allora:

Condixione necessaria e sufficiente affinché la F* sia li-
nearmenle raxzionale é che sopra il piano doppio con curva di
diramazione & la 4 rappresenti una curva riducibile (n. 10),
cioé che il gruppo dei punti di contatto di & con | sia equi-
valente in Y a quelli segati su + dal sistema delle curve di 11
meta del sistema delle & (n. 10).

19. I teoremi sulla razionalita lineare si estendono diret-
tamente ad wna F di uno spazio lineare S, con » > 4. Infatti
se la F & linearmente razionale, lo & pure la ipersuperficie se-
zione della F con un S, generico tirato per la retta .

Viceversa, se 1’ipersuperficie sezione della F con un S,
generico per la retta ! & linearmente razionale, considerato un
piano B per la retta ! che seghi la F in due rette il cui punto
comune P sia semplice per la F e fissata una di quelle due
rette, dentro alla sezione della F con un S, generico per il
piano (B risulta determinata univocamente una superficie f uni-
secante le coniche di K contenute nell’ S, (n. 16). Variando I’ S,
in una stella il cui sostegno S; contenga il piano B, quella su-
perficie f descrive una varietd V,_, unisecante le coniche di K,
ciod la F dell’ S, & linearmente razionale (n. 9).

20. I teoremi precedenti possono essere interpretati nel rife-
rimento della ¥ ad uno spazio lineare S,_, doppio (n. 11). Questo
si ottiene proiettando la F dal vertice O, della piramide delle
coordinate dell’ S, sopra I’ S,_;, (0,,...,0,). I'S,_, doppio cosi
ottenuto ha 1’ipersuperficie di diramazione

(22) A= (au2} + 2,32, + ay) ap — (A2, + an)?,

ciod una V", che ha il punto O, multiplo dell’ordine 2m — 2.
Si vede che viceversa ogni spazio doppio S,._, con una varieta
di diramazione V3", con un punto multiplo dell’ordine 2m — 2
pud pensarsi generato in questo modo.

Per r = 3 sono noti i teoremi sulla razionalitd di un tale
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piano doppio. Per » >3 il teorema dei n. 15-18, addattato allo
spazio doppio S"_, come risulta dal suo enunciato nella introdu-
zione, pur non risolvendo I’ importante problema della condizione
di razionalita di un tale spazio doppio, ne chiarisce un interes-

sante aspetto particolare.

21. 1 fatto che le due componenti della generica conica
riduoibile di una componente Y, appartengono a due superficie
algebriche (razionalmente) separabili, si pué esprimere anche di-
cendo che quelle due componenti si possono separare ‘con opera-
zioni razionali in x,, ..., x,. Passando a coordinate non omogenee,
come al n. 9, il risultato dei nn. 13-16 si pud esprimere nel
seguente modo :

Condizione necessaria e sufficiente affinché la (19) sia
risolubile con le (18) é che, interpretate nella (19) X,X, come
vartabili e X,, ..., X,_, come parametri, le due componenti della
generica conica riducibile (19) si possano separare con opera-
atont raxionali in X,,..., X,_,.



