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NUOVA ESPOSIZIONE, SU BASI GEOMETRICHE,
DEL CALCOLO ASSOLUTO

GENERALIZZATO DEL VITALI,
E APPLICAZIONE ALLE GEUMETRIE RIEMANNIANE

DI SPECIE SUPERIORE.
di EXEA BORTOLOTTI n 

PARTE II3

ljE GEOMETRIE RIE1IAN~iIANE VI SPECIR SUPERARE

Geometria intrinseca di una ! Jr" iiel gruppo
delle applicahilità di specie 111.

10. - Applicabilit~, o deformazioni di specie 111. Con
dizioni per F applicabilità di specie i i. Veniamo ad appli-
~’are i risultati fiuora ottenuti allu stu io ilelle proprietà metriehe
nl nna varietà riemamnana iii Clll llltel’‘’1C’lle~ insieme ad iiii

punto generico, il suo itttomto di orntuc 111 tilla e pl,e-

cisamente, per ora, allo elíllf, Ilr l

delle nl~hl~eob~l~tn (o defor1nazioni) ~ti qualunque.
Rammenterà che, seecondo il 130lBIPLB.~1 (3ã.’" si dicono 

di ~n di nna ~-ariet~, rien~anniana I’,, i~~ .¡: ~- li,

di che lasri~tto l’ eletof·ufn

(35) Y"ed. 11~ 1~~1~, p. 62~" Ved. anche 7. 1!~l~, p. 131 ; 9, p. 11~’:~;
12 ,. 509: g 31, p. 3t)H: 15.
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lineare e l~: (2i5~Ollltfs~ cioè, relative ali’ tBu~biente 

l o alla -- nelle em’tv sulla

e ~~rt/f~c~iente due -"
.óBiano I’ llna mell’ altna crpl~lic-~tbili di specie ur e c-hc esse 

sano riferirsi l’una all’ i rr morlo i o lmotti 
denti, e eleuzenti or e6) íli dite é íi, *e

che ne i~t í a (qtlaltlllqlte~
eommcc~ delle due carre CJ7) i-iseclti~ro 

i ralori delle foruce f~ctnac~renfoli complete di 1J1 delle diie

rwcoietr  (n. prec.). II1 altre parule : che esista una trasf()rn1(1zione
11) delle coordinate curvilinee tale che, essendo ed ct le

c~)~nponenti, 111 relazione ai t~lle sisten~i cuurdin~ti (ií’* e(1 zc’;,
dei tensori fo~~da~~~entali di specie m delle due varietà (n. 2j,
risulti

Il efi’ett&#x3E; : anzitutto se sussistono le (130) per ~ 
- _z

~,, ,~f e m, tenendo presente che 2013- = 0 per ;~F &#x3E; 
a rt

(ti, del n. 1 ) abbbiamo subito che le (130) sussistono anche per

Px’ P~~ con Cusiccliè se le ~oru~e fol-

.Iau~entali i &#x3E;nii&#x3E;plete di i specie m, 1&#x3E; ,, e ~,., sono tras~or~l~abili i
I’ una nell’’ altra, )0 stesso HYY~ene (e 111erliante la stessa trasfor-

n~azione) per tutte le forme ~ondall1entali compiete, 1B, e 4), , oi

specie h. con] 1 )1 a conservandosi (I) ~.. cioè il ,i

conservano ie lunghezze d’arco, e ~n relazione ~1 una qualunque

l ,i,) lWllmwl (5, p. :i!1:~) r! ut, ud 1.,° ..

di m a iti uu l’ in:-;ieu1P d~ e degli .1~1 ~ ,~...;:!,..., S", iBi I

alla curva.

Ci) l~ata una curva e ~U} suo elc~~~e-nto d’ tll’1,11I1(’ lIr in un puuto, non
i, ~~orrispond~’nte~nt~ntc determinato il valore che se m fissa per lu

curva una cioò, ~e si l’iffBr~scono i punti ~iella curva a~

d~ i un i parametro.
(~’B) ) ~fr.. pel l i, = 9. 11, l)p. (i30 e 
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parametrizzazîo~~e co~ra~cme di due û~nologhe, si ~

lungo queste d2 s, ~.s, ecc.... ; poi(-hè iuoltre si conserva 1&#x3E;2’
che calcolata lungo una linea su cui .s c~ la lunghezza d’a~co,

1 
la rima curv atura vale 

~s 4 
W ~~’~ si cotiserv a urE,1 ’l prima curvatura, vale 

d 84 
+ «12s)2, . conserva purt-e - è la prima curvatura, vale 2013~--(-(~~, &#x3E; si conserva P

P~ ~l

: 
, 
conservandosi anche ~3’ ne viene subito che pure la seconda

Pi
L

curvatura, rj2 , non e alterata dalla trasformazione supposta;
P2

infine questa conserva tutte le curvatt~re della linea supposta
fino alla (m inclusa, e quindi è una applicabilità
d i specie na.

Viceversa, se una supposta trasformazione della varietà è

una applicabilità di specie due carc e omologhe "(, 1 qualun-
que risultano fra loro riferite per uguaglianza d’arco, ed hanno

pure, in punti corrispondenti, eguali le curvature prin~e, 
de,..., (n2 e (iu generale) non le ~~~-esin~e. Allora

in punti corrispondenti e secondo direzioni corrispondenti risul-

tano eguali le forme preso (per semplicità) Come parametro
su ciascuna delle due curve considerate la lunghezza d’arco,
secondo EQ corrispondenti risultano eguali le forrue 1&#x3E;2’ e cos

via, tino alle 1&#x3E;’" che risultano eguali, cnentre cie in generale
non può dirsi delle 4~-~.

Dunque la forma fondamentale completa cli i specie ni, 1&#x3E;"’,
può stare a base di una ,geometri~ intrinseca di .S’hPC’Lf Ill, geo-

metria delle proprietà invarianti per le (li speeie /Il:

come nel caso ben noto ot = 1 (39). Tali proprietà potranno tutte

esprimersi mediante i coeffioietiti di e viceversa, ogni pro-
prietà intrinseca della F, che ammetta una rappresentazione
analitica in cui figurino le sole (p , Pp (e loro deri-

vate) sarà una proprietà intrinseca di specie 
primi di venire ad occuparci di clneste proprietà piw-

mettiamo alcune considerazioni circa la i~atwrise~a

di una varietà nel gruppo delle applicabilità di specie iti.

(v~) Le applicabilità di specie 1 sono, naturalrnente, le ordinarie appliea-
bilità (rnetriche) .
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È passibile, e manifestamente oppívrttitio, cercare di sosti-

tiiiie alla forma 1&#x3E;"., ehe è delle forme differenziali
~I~~! lt· o,’dine. j-&#x3E;reeisa01er~te, possiamo sostituire alla for~na c~.t~~
I(- ae~ue~ti ~ú~.~ne d-lfÌc?1’e~~fj~(1 i del E)I’ill)0 ordine e dei grandi
2. 4,..., 2a,..., @.

4)B’t" abbia~~~u posto 1~. 5. (77), i

La dunque coincide con cioè col ds2; le ~6 ,..., z~",

esprin~ono i qnaflrati dei n~oduli dei vettori

per l1u~~~.r~n~tà abbiamo posto ~~‘W c’~ ~ = ótc°‘ - ~ (h~ tc°~ .
Notando clle le (115) dànno, in particolare,

potremo anche dire che la forma esprime, per 
(irato del normale a del 

In particolare per h = 2 si ritrova un risultato noto : giacchè la ~4
non è che la seconda forma fondamentale (del 4° grado), secondo
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Ì3VBIYi3B1, della V,t. in (~"), ed è ovvio che questa iu ciascun

punto e direzione vale appm to ~! quadrato della 
(comune) deUe uscenti dal punto considerato seconda

la supposta direzione.
Veiifichianio subito che se, lll una trasformazione, si con-

se~.va la forma completa 1&#x3E;"" si conservano pure le forme di i

~ () ordine t2, L4 , ... , ’f2tJt; e reciprocamente.
Infatti,: si ha stibito, per le (134), facendone i quadrati

scalai-i e tenendo presenti le (128),

t~ tr~uule che esprimono semplicemente la relazione pitagorica fl’~~

i moduli dei vettori ~’’ ~’, h - 2, 3, ... , m, e quelli i dei loro

(’d~upo~~e~~ti secondo i ~," e normali ai J,,, . Siccome, nota 1&#x3E;" ..

il calcolo assoluto dei tensori a indici e determinato, vediamo &#x3E;
bene t.~~e data ~", risultano determinate le forme ~4 , Yb ,.-., ;

(H snpert1uo af!:~inng’ere che ]0 t’~ · pure j~ = +j = 1.;2j, Viceversa,
il;ite le (2~ ’?4..... ?2~. ~ già nota pui, mediante le (135).
successivamente ricaviamo le espressioni delle forle ~~ , ~31" 1&#x3E;,,) .
Ciò prova infine quanto volevamo.

Si noti iii particolare che la Ho.B~PIA~[ hfn‘
una h,~ in R.~ h~z questo essa, unita 

nel nelle 

di (4~).

(~ l) La JO~Uill :P.. è dunque suffi1}ientp. unita a ’~~, per esp~"i~uere le

(del 2" ordine) che fanno interv enire le prime curvature (scalari)
curve della varietà in un punto generico E invece non è suflicieiite

a,1 esprimen.’ futte le proprietà ordine.. n{Bll’ enunciato delle quali
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Le F~.1 ~.‘ .:- ~.~~ - ~ ~ ~~ ." ,~~ 
son’t componenti di 1 tensori Le 80no r di te~~sori ~ ordilH’

2i (a di classe 1) si~nn1etr~e~ rispetto ad ~’1 r’~ ... ~’,~ e ad

.. a,, . Ma i i el 1 e { 131 ~ a tali i tensori conviene sostituire i

tensori ottenuti rispetto a tutti gli indi&#x3E;i ; le 

rcmati d1: questi saranno da considerare come i eoeflicienti de~le

corrisponrlenti Per individuare nei gruppo dellF~
applicabilità di specie 11/ si dovram o dunque assegnare rela-

zione a 1111 supposto coordinato) tali eoeffiejpnti

, ///-T-2///20131B ,... ~ ,. ,~.

111 nun~ero ( l (Il + 
‘~~~ 1 . h &#x3E; 1 tali l eoe ffi" ("le~~t~in numero di 

B 1) - 
. rerò se // .&#x3E; 1 tali coemc ent

~ J’1 r., ... ~’~, " Si ".)..."1, 
non potranno assegnare tulti ad 

IW 
~ 

perché di sussistono delle relazioni necessarie ; 

O’uelÌZa delle re azioni fra le eli i cui diremo

fra breve (11. 
Abbiamo già osservato (all’ inizio del 11. 2) uume i coeffi-

cienti delle forine fondamentali complete pel caso (n --- i) 
"

~~lelle 8uperficie non dineriscano che per- la nutazione dai siiii-

boli /t~ ¡’.t ~li Ii. (2, p. X) o del BO’IPLB~[

(11, p. 629). il Bo~iii.k-x  osservato (11, p. 630 e 

che una superficie individuarsi a meno di deformazioni di

apecie 111 mediante i corrispondenti simboli .~" 1~ (42), e anzi,

appunto per effetto di certe relazioni che sussistono fra qtlesti,
~l~erliante ~ assegnazione di alcuni soltanto di questi simboli, di

quelli che egli chiama i simboli (11, p. 6:3?). l)i

possono intPl’venire. oltre ai anche, 1(1 dei vettori di cuo-

vatura normale. In questo senso va certamente intesa una aflermazione dei

CARTAI circa (23, p. 41i, cfr. p. 44).
("~~) Il LEVI si vale invece dei ~i~nbol~ I l~l,~, I~ ~ /.. . i pel P rublema rleJ~a de-

terminazione di una suyerficie di nel gruppo dei moviimenti di Rly. Ma

questo pruhlema non e, in sostanza, che un caso particolare di quello poi
studiato dal BoNti’IA-.,-1 e qui r~preso in considerazione : in quanto, per m

,atlicientemente grande, le defortnazioni di specie -m di una superficie (o
varietà) entro un amhiente euclideo di assegnata dimensione A" si riducono

ai movimenti.
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questi ultimi egli si serve per torcuare un sistema di furine dif-
terenziali del 10 ordine e dei gradi 2, 4, ... , (" furme flnda-
mentali di specie 1, 2, ... , ~n ") ; invarianti per deforma~ione di

specie ~rn ma non per trasformazione delle coordinate curvilinee.
In un secondo tempo (ved. 15, Nota 1, 1919, p. 256) il BourLwr
ha sostituito a quello ora detto un altro sistema di forme difie-

renziali, L2, L~ , ..., pure del 1 ~ ordine e dei gradi 2, 4,... 21/1,
come le precedenti atte a individuare la superficie nel gruppo
delle applicabilità di specie Ul, ma invarianti anche pei muta-
menti delle coordinate curvilinee : appunto come le nostre

T2 ’?4,.... 1 

È a priori prevedibile che fra le L! , LQ, ... , L~, e le

~~ , ~4.,..., ’.p 2 Il I abbiano a sussistere 5en~plici relazioni: in eflétto
si ha

come si vede, nel modo più semplice, paragonando il significato
geometrico (poco sopra notato) delle nostre con quello indi-

cato dal BomPiAxi per le forme Lh (h = 1, 2, ... , m) (43).
11. - Cotidizioi i necessai-ie pei- di una varietà,

della quale sia la fo~adarre~atale 
pleta Torniamo al caso generale (Il qualunque). Abbiamo

accennato, poco sopra, all’esistenza di i relazioni necessarie fra i

coefficienti delle forme fondamentali semplici = 1, 2, ..., 
o della forma completa 4&#x3E;. : per effetto delle quali (come del

resto è a priori prevedibile) non è lecito assegnare le forme ’f2h

oppure ~", in modo del tutto arbitrario.

Precisamente : perchè una forma differenziale quadratica
d’ ordine ~", = cca ~ 8"z ~c°‘ ó"’ ~c~ , sia la ’In -esima forma fo -

(~:J) La forma Lh esprime il quadrato della distanza di un punto della
superncie, preso nell’ intorno di ordine h di un punto P, dallo spazio (h-1 )-o-
sculatore alla superficie in P.

Alle nostre cp, , cp4 , ..., sono pure equivalenti quelle che W. MAYER
chiama 1, die Furmenquadrate, : li, I~ , ... , I,,, (ved. 100, pp. 205 e 219, e
ulteriore bibliogr. a p. VI). Precisamente, si ha = ds2h 
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da~uentale completa di nna V n è che le

{~ou , r~~ e sorl~li.s ftoo alle seguenti relc~;.ioni 

~ l i (44) :

Infatti si esprime che a,,,@ ~ (p. , ’I pp c è il tensore fondamen-

ta le di specie 1Jl della varietà ~c~, ... , ~c"~ scrivendo

(1-~) Cfr. -(pel caso li = 2) LEVI, 2, pp. 11-17 ; BOMPIANI, 11, pp. 630-

633 ; ove sono indicate relazioni che rientrano fra le (138) a) e b). Le
" condizioni di compatibilità degli I in tertuini finiti " del LEVI r (2, pp. 9-11 )
non hanno qui riscontro, come è naturale, in quanto esse si presentano
soltanto quali condizioni perchè i osculatori alla superficie abbiano un

numero assegnato di dimensioni (o in particolare, perchè la superficie esista
in un ambiente euclideo di cui è assegnato il numero delle dimensioni).
A queste condizioni avremo occasione d’accennare più oltre : sono le

L.,-y del n. 15, esprimenti che la caratteristica della matrice pII non

supera un numero assegnato lY

(45) Le formnle (t38) sono riportate anche nella Nota preventiva 92:
sono in questa le (31) di p. 473, ove va corretto un evidente errore di

stampa. (Ve fatto uso del simbolo al luogo di 201320132013).Ìv" fatt° nS° dei Simb°’° ai iU°g° di 3~ /
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Ora : le ( 1:~~ si hanno ageB.0In1ente quali 
x2ecli delle (139), supposte soddisfatte.

Anche per altre vie si giunge alle equaz~oni (138), che
appail)~lO fondamentali nella presente teoria : ottenian1o facilmen-

te le (138) b) e c) quali condixioni caecea~sczz~ie e sic f~tcietati
le espressioni dei .simbol,i di CHRISTOFFEL 

(’’’:. ~ (P’t  Iil + 1, rt2) date dalle (82) e (84) o. 6, e corri-
alle direrse ~uermtctcc,~ iorai flelle fi fre di ’t’, o di x,

tutte fl’a loro e~zcir~l.eratT.
Inoltre: le (138) a) b) e c) si otteng-ono pure elimi a do,

dalle equazioni esprimenti il lemi»a di R~cc~ g-eneralizzato ((10 l)
Il. 7. od (s0 ) li. 6 ,

tutti i simboli di CHRfSTOFf1"EL geiieralizzati mediante le loro

espressioni (81), (82), (84). Cosiccliè :

Dato il tensore cor.ariante, a due indici di classe »t, aa, ~,
~ nae~iafite le (81), (R2), (84) i ’relatir£ di

C~ , !X, le (138) sono condizioni e 

(-¡enti yerchè detti siiiiboli (e yici~aoi anehe, il corrispondente
calcolo ris~eltino ac~aivoeaoaerite ~leter~oi~aati, e i~asieoze

yemhè pel supposto tetisore ~cx- ~ , le for~rat~le di

Ricci (140) o ( 101 )..
Infine, come vedremo al n. 15 (cfr. anche n. 12) le (138)

b) e c) (o le equi~~alenti equazioni invariantive (166) b) e c)
del n. 12 j si ottengono come caso particolare delle equazioni di

generalizzate (le (203) del n. 15) ; anzi le (138) b) e c),
insien~e a cornbiu8z~oni lineari delle (138) a), sono tutte e

sole (46) le fra le sole p che si possono ricavare

dalle equazioni fondamentali (di GAUSS, di CODAZZI, di KÙHN&#x3E;i

g-eneralizzate) esprimenti le condizioni necessarie e sufficienti per

(46j J Ciù se si fa astrazione dalle relazioni Ln. N in termini finiti già
n~enzionatr in una nota precedente, (14). (Ved. n. 15).
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resistenza di una i-arietn di per la qunle il . tensore 
i

e certi altri enti (A,,,., (D’t: ved. u. 15) siano assegnati.
m

Cuncludendo, le (138) si presentano quali condizioni 

yrrjye P .stE fftcie~tti perctn sul tensore si possa basare un

calcolo differenziale assoluto, del tipo generale che abbiamo stu-

dato nella Parte I ; -. e quali condizioni aloaeito 7aecessa~~ie per-
chÔ tale tensore (come tensore fondamentale di specie e tale

calcolo assoluto sltscettibili di una effettiva reali~~a~io~ze
su di una corrispondente VH, imo~ersa in uno spa-

zio euclideo a un numero cormenieutemente grande di dimensioni.
(O, se si vuole, ~iello sJJaxio hilbe~~tio~co).

L’ ioteresse delle (138) aun~e~~terebbe assai se si potesse af-

~er~uare che esse somo pure condizioni sic f ficie~2ti per 1’ esisteilza
di i una su cui i i ( tensore fondamentale di specie m,
entro uno spazio euclideo a un numero convenientemente grande
di dimensioni : di questa proprietà, pel caso generale, non pos-

seggo fino ad ora una dimostrazione soddisfacente.
Vi è un caso assai particolare, ma non del tutto privo d’ iu-

teresse, dn cui il teorema certo sussiste : il caso (~t = 1) delle
curve (&#x26;7). In questo caso le (138) b) e e) si riducono ad iden-

tità ; e modiiicate opportunameltte le notazioni con lo scri-

vere M al luogo di ~~1, e (cfr. 40, p. 1204) Pjaj al luogo di

r) 7~
c~" P (a ~ ~~a}, ara, h~ per X · (a, b e oz), le

’" 

a 
’

( 1:~8~ a) prendono la seguente 

( )ra : se sono assegnate a priori le ala, bl, (a, b c ~u ), le (14 1)
sono condizioni necessarie e su~cienti perchè possa costruirsi

in una corrispondente curva sulla quale b] sia

il tensore fondamentale di specie 1Jt, si abbia 

(47) Allo studio metrico differenziale delle curve di h N mediante il cal-

colo assoluto generalizzato del ViTALi e dedicata una ricerca di ALipRAMM

(40). Yed. anche ~rITALI~ 65, pp. 214-2:22.
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La dimostrazione è agevole. Posto a~a~ bj (~~O) essendo

N&#x3E; ~n -1 in infiniti modi possiamo determinare in m 1

vettori .11&#x26;],..., pei quali si abbia

ricaviamo poi dalle

risolte rispetto a un sistema differenziale d’ordine 1n in

P(u) ; la soluzione di questo sistema che soddisfa alle condi-

zioni iniziali

(ove P° è un punto arbitrario di RN) soddisfa anche a tutte
le (142).

Ho accennato alle li~nee di questa dimostrazione, relativa al

caso assai elementare n = 1, m qualunque, perchè penso che

una opportuna generalizzazione di questo procedimento dimostra-
tivo e ad un tempo di quello analogo, seguito per l’ altro caso

particolare m =1, n qualunque (cioè, pel cos  detto teorema di

SCHLIFLI) dal JANET (ved. 28, 1926 ; cfr. CARTAN, 30, 1927)
possa forse condurre a stabilire in generale la su~cienza delle

(138) per l’ esistenza di una varietà corrispondente a un asse-

gnato tensore 

Una dimostrazione di questo tipo, soggetta veramente a

certe restrizioni (~), ho potuto ottenere pel caso n = 2, m = 2.
Se in = 2 le (138) si scrivono

(4~) ànche nella dimostrazione di JAXET appaiona restrizioni analoghe
(28, p. 42) ; che però sono inessenziali, e in effetto possono togliersi. (Ved.
CARTAN, 30). È presu~~ibile che lo stesso possa dirsi per le restrizioni qui
sopra accennate.
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se poi m = ?, le (146) c) si riducono ad identità; le (146)
~c) sono sei relazioni tra l~ ax ~ , da cui si possono ricavare,

espresse per le a,.,,, in termini finiti tutte le a_,, t (come del
resto è ben naturale, trattandosi degli usuali simboli di CBRISTOF-
FEL di prima specie) :

le (146) b) in forza delle (146) a) e delle loro conseguenze dif-

ferenziali si riducono a una sola relazione fra le a,,, ed an. 22 ,

a12. 12 (che corrisponde alla classica equazione di GAUSS) :

Le (139) poi nel caso attuale si scrivono
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()ra: terittte presenti le (147) e t 1 ~~3" dalle (149) e dn~h"

loro c&#x3E;nsegaeiize differenziali possiamo ricavare successivamente

cinque gruppi di equazioni, che per brevità non starenl0 a 
vere, ma che indicheremo semplicemente con A, C, h, ~::

esprimenti i prodotti scalari rispettivamente a iianco indicati (in
A, B, per le a,,, ~ e loro derivate soltaiito ; in (-’, D, E anolln

per derivate di 1’, le quali in C sono, rispetto ad u2, d’ c~rdiEm,

non superiore in D, d’ordine non superiore al 2°; L;
d’ordine non superiore al 3°):

Dia~l10 nelle ~4, ~3, ~, D un valore iniziale ad m~ : siano

.1°, B", 0’, DU, le equazioni cos  ottenute. Dalle ~4" 2), consi.

derate come equazioni difiereiiziali nella funzione P(u1, z~A~, as.

~ullta la ~4" 1) come condizione IIII%lale (per possiamo rica-
in h~tiniti modi purchè sia N&#x3E; 2, la 1"appresel~tazione parn-

iiietrica I’ =1’° (~tl)~ di una linea 7 tnle che il vettore tangentp
o

"" ~.~t ~ = insieme al suo vettore derivato .P;’ Zcl --. aF; , -p  ( It l) == î1’ 
1 al suo vettore deri vnto P¡’] (Ul) = ¡- ~

ò I-*
’" 2c’ -- ~ soddisfi a tutte le AO: otteniamo anche corrispon-

ali,

~... no 
~w 

D Il T)() .

(ent~ e~pressiol~i i per 7~,==20132013~... Dalle n-, poste pei vet-
o~
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tori Pf, P’,’1, , . , le espressioni ora dette, SP A’~8, 
nelle ipotesi circa le (soltanto soddisfacenti

alte (147), (14R)) è possibile ricavare due vettori 

~l~ R tali ehe sia P°~ (~cl) = e uindi anc·he P° , ....li ~y tali che sia e quindi anche P~.....’ ~., ci tc’ ~ 
, 

m

III generale i sette vettori i I’# , ?t~ , ~’i~, Plil, PiI2, i

di risulteranno lungo y e si potrà, fatte le sosti-
tuzioni, e sempre nel!’ ipotesi che sia A"&#x3E;8, ricavare 

(~alle A.ncora: in generale questo vettore Pei e i sette detti

sopra forme~.anno in 7?y (~V&#x3E;8) un gruppo di ntto 

e si potrà ricavare dalle I~° un vettore /Jg!2 (cci) ; lallh

E. analogamente, un sistema differenziale del 4° ordine, risolu-

bile rispetto alle componenti di i rc~), per la funzione

inco~n~ta /t2). La soluzione di questo sistema che soddisfa
alle condizioni iniziali ’

 .

soddisfa a tutte le (149). Dunque: almeno quando t~on si facciano
ulteriori ipotesi circa le aa~ ~ (P~x, p~ ~ 2) le (147) e (148) 

co~idi~torai (oltrechè necessarie) sufficienti perchè, in uno

euclideo ad rxl nzerao 8 d ioae~asioni possa 
rcrta la quale il teiiso -e 

rt~,entale 2" 

(Ei altre parole : generica di Rs 
(,V comunque grande) P ccl~~ulicabilit r di _’"

specie ~cioè, con conservazione delle lunghezze d’arco e delle

piime curvature) su tli uno spaxio emlideo 8 

(cioè: su di una conveniente superficie di 

E probabile che ulteriori i potesi circa le puI’tlllu sol-

tanto, eventualmente, ad abbassare il numero (8) di di111e11Si0111

~li questo ambiente euclideo miiiimo. (Che in casi particolari,
assai f~,cilrnente costruibili, vi sia effettivo abbassamento, è 

Su questo argomento mi propongo di tornare (e spero, con

risultati più cO~npleti e conclusivi) in altro prossimo lavoro.
1 2 *
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12. - Propl~ietà intrinseche di specie ~u di 
riemanniana (geometria intrinseca tangenziale). - Ripren-
diamo il caso generale rn qualunque). Da quanto s’è visto

ai nn. prec. (10, 11) ricaviamo che la geometria intrinseca di

specie 1Jl di una 1T" è determinata quando di questa sia asse-

gnato il tensore fondamentale di specie ?n, tensore simmetrico

di Gm, le cni componenti soddisfano alle condizioni (138).
Da un punto di vista analitico, tale geometria è la teoria degli

della forma fondamentale campleta, e il

corrispondente calcolo assoluto, che ha come operatori diftere~~-

ziali e D, (nn. 5-, 7), ne è il naturale strumento di ricerca.
(m)

Ranmmentiamo che esso è deterr~ai~z~~to dalla conoscenza delle

ax ~ , pel fatto, a suo tempo stabilito (n. 6), che queste determi-
nano i valori dei simboli C’t , c¡ (p,~ C 1n + 1, m).

Per bene intendere la vera essenza di questa 
di specie m (che diremo, quando occorra distinguerla

dalla geometria intrinseca considerata al n. seg., geo-
metria intrinseca tan.qel1xiale di specie m per la V,,) convieiie,

riprendere per un momento in esame il caso classico m --- 1.

Data una X" , cioè una varietà n-dimensionale, indipenden-
temente da ogni ipotesi sull’esistenza di un ambiente euclideo

Rs ~l1 cui sia irnmersa, è lecito interpretare geometrica-
meute il fatto analitico, che una qualunque trasformazione sulle

coordinate curvilinee induce una trasformazione lineare sui

differenziali dzt’’, rig~tardando del primo ordine di 2tn
generieo P della ~, come appartenente ad uno spacxio

affine: lo spazio affine tangente in P alla X,., E,~ 
P 

’

I vettori (controvarianti o covarianti)) della V. in P sono allora
tutti e soli i vettori di E» le componenti ~’’ di un vettore con-

p

trovariante e della X. in , P sono le coordinate cartesiane del

punto Q = P -~- ~ di E,~ nel sistema che ha P come origine, e
i vettori di coniponenti IO... O, Q1... 0, ....., 00... 1 come,

fond.ajnental  degli n assi. In questo sistema le du’’ sono
le coordinate cartesiane del punto P* della Xn, nell’ intorno del
1 ~ ordine di P, avénte le coordinate curvilinee 
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Se alla X,~ si dà una riernanniana, cioè, se »e fa

una iT~ , assegnando un (arbitrario) teusore simmetrico ar,., tale

soltanto che sia come tensore fondamentale, ossia una
~fu.o~a differenziale qnadratica (non specializzata) del 10 ordine,

come espressione del ds2, si fa anche di cia-

scuno spazio amne tangente E,, uno spazio euclideo, l~n , e in-
p p

sien~e, si viene a determinare, mediante il trasporto per equipol-
lenza di subordinato a 4&#x3E;,, un raccordo metrico

(cioè, Una rappresentazione congruente) fra gli spazi euclidei tan-
-enti in punti infinitamente vicini. Si può anche dire, secondo

CARTAN, che alla varietà è data una eonnessione euclidecz (che
chiameremo : di 

Ogni trasformazione puntuale fra due Vn muta gli spazi
euclidei tangenti ali’ una negli spazi euclidei tangenti all’altra:

fra di esse le applicabilità (di specie 1) sono caratterizzate dal

fatto che esse subordinano delle rappresentazioni congruenti fra
affini in punti omologhi. Tali rappresentazioni

(di pri ma specie) ; questa però non è
t~na proprietà caratteristica per esse.

Non è dif~cile ora passare dal caso na =1 al caso generale
(i i qualunque). Si osserverà anzitutto che una trasformazione
aulle ?e,’ induce anche sui differenziali l - esimi di 

~’ ~c~(;~a C l ; l, = 2, 3,..., ~fn ; ved. n. 9, form. (121) o (124))

una trasformazione lineare, di coefficienti 201320132013 ~P~ ~ P~~:::;;: l~~
’

Di più; se, scritto per uniformità 8‘ u’’ per completiamo
i ,isten~i ~~ »,~ (p~ ~ l), faceudone dei sistemi a un -indice di

classe col porre ~~ tc°‘ = 8~ ~t 2c~ , (cioè ò’ = 0

per (cfr. n. 8)), abbiamo anche, p ù in generale, che

tutte le per 1 ~ 1 e quindi anche le quantità

subiscono una stessa trasformazione li-neare, di coefficienti
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2013q-(poc, p3~~). Se la X" esiste in nn R~, euclideo, per le
~~ ’

(120) le ~. sono, nello spazio O~~~ (~-oscu atore alla Vn nel

punto P generico) o~-componenti controvarianti del vettore

e quindi anche, sono

le coordinate cartesiane (in a",) del punto P* (che è un qualun-
que punto della varietà nell’ intorno di ordine ni di P) in lltl

sistema cartesiano di origine P e avente i vettori P~(p~~/~)
come vettori fondamentali dei i assi (49).

Ma indipendentemente dall’ esistenza del!’ an~bie~~te euclidea

la proprietà sopra nutata a proposito delle sufficiente a

permetterei di rigtcardare dell’ ordine IIt del Zmuto
~~enericv P sulla Xn come appartene te ad lino 

che diremo : .spaxio affine m-osczclato~~e in P, e che

indicheremo ancora con a,,i . In qnesto spazio le sono coor-

dinate cartesiane del punto (della di coordinate curvilinee

2.c’’ dcc’’ 1 ~ n’- ... + ~ d"2 1(’-. Un qualunque sistema~ ~. 2 ~ ~_ 
rca ! 

~j~ qualunque sistema

controvariante a un indice di classe ui, 1’-, può considerai si

costituito dalle componenti cartesiane di un vettore 1J di quello
spazio, e le possono pure interpretarsi come coordinate car-
tesiane, in a,~, , del punto P ~- 1J. Se si assegna un tensore sim-

metrico a due indici di classe 1n, tale che le sue 

nenti soddisfino alle (138), e per la caratteristica p di 1,1 aoc, J. si

abbia 
~ 

e del resto arbitrario, comeB B oa / /
tensore fondamentale di una metrica, si fa di ciascuno spazio

(4~) Intendiamo qui " -sistema cartesiano,, in un significato più a~~~pio
di quello usuale, in quanto i v assi possono non essere indipendenti. Essendo
P 1’ origine, e. i vettori fondamentali dei v assi, a coordinate di un punto ~)

si 3ovranno assumere v numeri xly- tali che sia P + xa- ea = Q. Un pmto
avrà dunque in finiti .sistenti di coordinate se i v assi sono linearmente le-

gati ; ciò non porta inconvenienti, ma va tenuto presente.
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affine ~~~-osculatore alla varietà uno spazio euclideo a F dimen-
sioni (e insieme, anche degli spazi 1-osculatori, degli
spazi euclidei, e della varietà stessa, una varietà riemanniana).
D’altra parte al tensore ~rx. ~ è subordinato un trasporto (per

equipollenza) dei vettori di a", , e rlediaute questo trasporto ri-

sulta definito un raccordo metrico (congruente) fra i o,,, relativi i

a due punti iufiaitamente vicini della varietà~ si può dire àllora

, 

che a questa è data connessione ei~cli~tea di specie or.

Ugni trasformazione puntuale fra due V,, muta gli spazi
affini ua-osculatori all’ ula negli spazi affini lil-USCt11at01’I all’al-

tra ; ciò equivale a dire che la trasformazione muta ~ intorno

d’ ordine ut di un punto ljell’ intorno d’ordine oi del puntu
omologo, e sotto questo aspetto la cosa è evidente. Fra le

trasformazioni puntuali i le applicabilità di specie »a sono caratte-
rizzate dal fatto cie e.sse delle con-

yruenti tra gli sl- ati in punti Z’ali rap-

presentazioni conservano 1’ equipvlleuza di specie na (proprietà
non caratteristíca,

In particolare la nozione di equipollenza (o di parallelismo)
di specie ut (e ovviamente, anche quelle di equipollenza o paral-
lelismo di i specie 1, sono nozioni invarianti per appli-
cabilità di specie oa, ciuÈe, appartengono alla geometria intrinseca
di specie naturalmente nellu sviluppo di questa avranno

quel ruolo fondamentale c~lle nel caso, classico v m == 1 ~ &#x3E; è tenuto

dal parallelismn di 

Non ci restring-ereI110, nel seguito, a considerazio i rigoro-
samente íntrinseche di ~ioè supporre, io

atiche, ove questa ipotesi non sia essenziale, «

~r; Plcclin~~o Rx itl cui la sia immersa.

~ti tti - leggi di trasporto per lf~

rettori. ()ltre alle nozioni, già più ~~ulte e a~}(’he

poco sopra acceiinate, di equipollenza e parallelismo di specie
molte altre nozioni e risultati relativi al caso generale, della

geometria intrinseca di specie t qualunque., possono ricavnrsi

quali agevoli estensioni di nozioni e risultati della geometria
intrinseca usuale (di specie 1). Ad es. : Data una serie di ~ et-

tori ~ (s) di Or;¡, applicati ai punti di una curva 7 di di cui
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s è la lunghezza d’ arco, si potrà definire la (tan-
di specie ~~z della serie ~ (s) nel seguet~te modo :

e anche questa sarà invariante per applicabilità di specie ni. Se

analogamente chiamiamo norniale di slJeeie Ul della

la quantità

e . d. h4 L ( 1 curvatura d... in e indichíanio con - a (la) curvatura orditiai-ia ~n R,, &#x3E; mod , ,(J~ .

si ha la relazione pita~orica

e sussistono interpretazioni geometriche analoghe a quelle note

pel caso 1H = 1 (~’). Ad indica lo scostarsi della seriep 
]

di vettori $(~), nel punto P considerato, dalle serie dei loro

componenti secondo il osculatore a V. i~l IJ. Si noti che la

curvatura normale di specie rn di una serie di vettori di a"z (e
non di Oi,~-~) ’non è itn elemen~o di ’tna lo è d’I:

sl- ecie ~n + 1: tale è duuque anch-e la ordinaria (in RN)
della serie, che per una serie di vettori di o,,, coincide con la

curvatura tangenziale di specie m 

I . ~.. = 

1 
pe r vet-In particolare e sempre 201372013 = O, cioè 2013 == 2013~2013, per vet-In particolare è sempre 0, 

Pei p 
per vet-

tori di o, a maggior ragione, di alt, Per

nna di V;’~’ cioè pel caso -in cui la serie .~_js) è la serie

(~’) Per vettori 9 (s) di ~, F, è la curratura associatu, secondo
LI]

BIANCIII.
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(lei vettori unitari tan g euti a y, la curv atura -~- è quella ordina-
Pr:]

e cos  tutte le Se i vettori 9 (s) sono
]

di ~(1~~~/~) la curv atura ~ è invariante per applicabilità° 

ui specie ~ h.
5i- può introdurre relativa

t/ 
a a associata alla serie di la direzione di er,, ~~ ) d.s ’

gi ~rngere a costruire, se il a,, oscnlatore ha x dimensioni., un si-

stema principale di x direzioni due a due ortogonali associate

a 1 c a serie i (s) in ciascun punto di i -~, e x -1 curvature, e otte-

nere it~ficie un gruppo di di generalizzate, tutti

gli elementi introdotti essendo iuvarianti per applicabilità di

,pecie ~ j~. 
’

Il parallelismo di specie ~n o (?r~, 1)-parallelismo, porta vet-

turi di a", in vettori di a,,~ ; non porta però, generalme~ite, 
tori di i aj, in vettori di a,, , per h C ~n ; e in particolare, se ~ji &#x3E; I ,
Dun porta vettori di a, (cioè, tangenti a IT,~) in vettori di a, : c~b

può accadere soltanto per particolari vettori, e in particolari
classi di varietà, che probabilmente presentano un certo interesse.

3Sa si possono defimire altre specie di trasporto dei vettori

che portano invece sempre vettori di Ji in vettori di 01, o più in

generale, vettori Eli a,, in vettori di a" (1 ~ h C ~n ), pure essendo
(li specie non per tutte le

specie ua -- 1 ; in partieolare, non per tutte le

deformazioni di specie h, se 

Diciamo di ardine m, o (1, 
o la legge di trasporto di un -vettore C(si
di V. lungo una curva ~, P= P(s), definita dalla condizione

che 1’ normale principale cioè i-elatita ad

as.sociata alla lun.qo y sia, in ciascun pttnto di
a a, , cioè alla varietà. Se di pr l nel

trasporto si conserva il modulo del vettore trasportato, si dirà

che questo varia per (1, o eqmipollenxa di oo-

’in.
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Prima di venire alla rappresentazione analitica di questa
le~ge di trasporto per parallèlismo (o eqt ipollei za) di ordine or

n10stria~llo con semplic.~i considerazioni g-eo~uetriche come una

serie di vettori che varitio lungo una curva 1 di TT" se-

coudo la legge ora detta risulti iii effetto determinata quando
siano assegnati, in un punto P iuiziale di y, vettori

arbitrari (indipendenti) di 0,,1 qiiali lettore iniziale della serie e

vettori derivati: primo, ’I di ~ ( ~) nel

punto supposto :

Per questo premettiamu che, chiatnar~du ~S’,, os:soc~atu

a una serie di vettori ~ (s~ di 7~ uscenti dai punti di una

curv a v, in un punto P di p.(, ~ 8" di appartenenza del vettore

della serie uscente da P e dei vettori derivato primo, secon-
d~),.. o, (h - 1)-esimo, si può facilmente dimostrare e1) ehe 1&#x3E;

spazio d’appartenenza degli 8’,+1 osculatori associati, in un punto
P di ~~, alle serie di vettori di Tr" uscenti dai punti della data

e aventi in P a comune gli spazi ~ (cioè : il vettore

iniziale), tli, 83".,., B osculatori associati (o bre,.en~ente: aventi

in P a comune un elemento E’" d’ ordiiie h -- 1~ (~ in generale
un v’,6+h, contenerlte 1’ Ei comune - e ~ tangente in P a T~,..
Tale .S’,~+h si potrà dire (h -~- l, h)- osculatorp littiflo ~‘,

t’ F,; supposto (52).
. Ciò pren~es8o: data dunque la curva (direttrice) y sulla 

e in un punto iniziale P di y un elemento E:, l della serie ~ (.s)
costruire (in modo che, vari secondo la legge

del~ IIt-parallelis~no), la ~l~-esima normale principale associata in

7~ alla serie da costruire è determinata quale intersezione del-

normale in V. in P, e dell’ R,~ intersezione del-

1’ R,~+"~ (~n -+- 1, ~~~)-osculatore lungo y in P alla V" secondo

(‘’i) Con considerazioni analoghe a quelle seguite dal B03IYla~I pel caso
degli osculatori a una curva (cioè, pel caso in cui i vettori ~~~) siano
i vettori unitari tangenti a y). Ved. 5, 1913, pp. 395-396.

Cfr. BoMrlAXi, 5, p. 402. (La corrispondente notazione del Bo~~PJ w
tò -~-1, 
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!’7~ supposto, e normale all" 9i§,, ~net~esin~~. Tali spazi
e1 s’intersecane in effetto (generalmente) lungo una

retta, giacendo entrambi normale alla direziuue iniziale

’~)) assegnata in P. la quale sta nel a~ tangente ivi i a 

Il fatto che, assegnato un elernentu E,,, dei a serie ~(s) in

Uil punto di 8í, risulta i;i determinata la JJI-esil}~ft normaie prin-
uil3ale associata e quindi I’ elemento ~,+~, tB ovviamente, ’sl1fti-

ciente ad assicurarci che (Iiielle condizioni ~niziaH determinano

1 Er serie (.s).
Consideraxioni analoghe (non le stesse) servono a dimostrare

utie esiste una e una ~ul~t cur~ a r ~mctopartllel~c per 
u &#x3E; ~fi i j’" uscetite ùa 11E1 punto secondo nn

7~, assegnato. ’1’at i curve ~ ~-geodetiche sono state introdutte L

L (31, 1927. p. 1388) ; il qnale pel caso (pi=2) d~~llp

superhcie ne ha anche indicato (ihid., p. e seg.) le proprietà più
essenziali: in particolare, 1’ imariatjzn per deforn~azioui di specie 111.

Veniamo a più iii generale, dell’ (e
i~~sien~e, anche dell’ i i-eqttipolle za) delle rappresentazioni ana-

litiche, il che in particolare ci porterà appunto, a ~tabi1irne il

carattere inrarimcic jJer di specie 111.

1,e equazioni (iell’ lI~-para~~elisl~~o si scrivono assai f-,tci e tL-

iii foru}(~ vettoriale. Basta espri n~ere che dei vettori i,

~1,:, ... , ~l"~ ~ 4B normale a ciascuno deali J~,H+~ cieter~niuuti dai

ste condizioni si scri;on&#x3E;, ricordando la fârnl11la per ~ angolo (li

due + 1)-;etto;i, nel ~norto seguente :

(5:~) Si confronti le equazioni date dal 11&#x3E;iii&#x3E;iANi per 1p curve 

detiche di una su~erficie : 31, 1927, p. 389.
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Ora: tenendo presenti le formule (111) - ( 11 ~) (n . 8), ve-

diamo subito che le {157) si possono anche scrivere nellafornia

seguente :

intendendo, come al n. 8, che la somma rispetto ad a~(h=1,...,,n)
sia estesa agli stati di ot, pei quali c h. Nelle (158) non 
rano che ele~nenti ini~arianti per de for~raaxioni di specie 111;

ciò prova quanto volevamo. Le (157), (158) sono equazioni dif-

ferenziali d’ ordine m, lineari nelle derivate m-esime, come era
facilmente prevedibile.

Le formule (157) e (158) hanno forma invariante per una

trasformazione ~’~ = Àe, con À funzione scalare arbitraria del punto
variabile su V,~ : dunque esse sono propriamente atte a definire

~ "~-parallelismo, cioè il trasporto delle direzioni, ed è sempre
lecito aggiungere ad esse la condizione della conservazione dei

moduli, ottetrendo cos  la rappresentazione della 
Non possiamo soffermarci più a lungo su questo trasporto

delle direzioni e dei vettori di V,,,. Aggiungiamo soltanto che le
leggi di trasporto che abbiamo chiamato (1n, 
(pei vettori di a,,,) ed (1, (pei vettori di a~) sono
i cas-i estremi di una serie di trasporti, relativi a Vn, dei vet-

tori dei suoi spazi osculatori, tutti. invarianti per applicabilit~.
di ,gpecie ni. Il caso generale è costituito dalla legge di trasportü,
relativa a e a a,,~ , dei vettori di a,z (h = 1, 2, ... , ni) per la

quale la normale principale associata (rela-
tiva all’ ansbiente è ~aor~nale al a~~ e si conser-
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vano i moduli dei vettori trasportati. Una serie di vettori 

che varino lungo una curva di ~" secondo questa legge - che

potrà dirsi: (h, (") - è determinata

àall’ elemento df ordine 1n - h in un punto iniziale P

di 1. Non presenta di~coltà lo scrivere anche per questo tra-

sporto più generale equazioni del tipo (157) o (158), che risul-

tano d’ordine ~2013~-t-1, e lineari nelle derivate di questo or-
dine massimo. Su questa e su altre possibili, ulteriori generaliz-
zazioni non agginngeremo altro nel presente lavoro.

riemanniana di specie rn. I tra-
sporti dei vettori e delle direzioni di cui ora te al n. 4) si è
pa~-Iato non sono ancora che elerxaenti per una costruzione della

geometria intrinseca di specie 1n di una varietà riemanniana. E

anzi si comprende come sia veramente essenziale per questo la
snla (m, 1)-equipollenza, che . ha d’altra parte la rappresentazione
aiialitica più semplice.

Come nell’ordinaria geometria riemanniana (intrinseca di

prima specie) si ricava, secondo SCHOUTEh’, 
quell’ invariante fondamentale che è il tensore di curvatura rie-

manniana, o di RIEMANN-CHRISTOFFEL, avente per componenti i

simboli di RIEMANN, cos  ora, più in generale, il trasporto ciclico
di un vettore di am secondo la legge della (m, 1)-equipollenza
dà luogo, in modo perfettaniente analogo, a un tensore a due

indici di classe 1 e due indici di classe ~n, che chian~eremo il

teplgo -e di czcrvat2crrz rienzarzniana di specie ~n..F’recisamente

si hanno (anche nel caso attuale), pel divario fra i valori iniziali

e finali delle componenti (ad es., covarianti) di un vettore g di

a,. trasportato per equipollenza, relativa a di specie ~
lungo il contorno del parallelegrammo infinitesimo di vertici

(54) Si noti dunque : 1’ (h, k)-equipollenxa è invariante per deforma-
di specie h -~- k -1. Cfr. BOMPIAXI, 31, p. 388.
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uve

Queste 5uno le cumponenti del tensore di 
di m, u secondo il e la Sig. Da SAC~~..OTTO (che le

hanno introdotte, con altra notazione, pel caso normale) i 

~lL di 2a specie e ~~i classe m (ved.
65, p. 202 e seg. ; 50, 51, 98).

B’ olendo far uso anche di elementi non intrinseci di specie,
iii alla varietà,, e precisamente, del tensore di curvatura euleriana

4~i specie ~ri (n. 5), si può agevolmente ricavare dalle (159) una

espressione interessante per le componenti totalmente covarianti

s,. , 
ottenuta per altra via (hel casu no rmale) dal 

(34, p. ~94, casu »a = 1 ; 65, p. 202). Abbianio

u Infine, per la (159),

e quindi
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Questa è 1’ espressione cui accennavo. Ritrovere~110 più icinauzi
(n. 15) le formule ora ottenute sottio altro aspetto, come equa-

di GAUSS ,gene~~alix~ate.
Dalle (1-60), (45 , (101) agevolmente si hanno per I~r~ ~‘ ~ a~ ~

9»

queste altre espressioni, ben note pel caso ~rz-1 (ved. 51, p. 217):

È interessante notare che le (163) dànno in particolare :

Dunque alle (138) a), b), e) del u. 11 possiainu dare questa
forma in varianti va semplicissima :

Su questo avremo occasione di tornare (n. 15).
Si presentano molti problemi interessanti, ma debbo per ora

iimitartui ad enunciarne qualcuno : ad es. lo studio delle va-

rietà in cui il tensore di di
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specie 1n ~m = 2, 3, ... ) ; lo studio delle relazioni fra questo in-
variante 

* 

di curvatura per deformazioni di specie m e certe

espressioni pure invarianti introdotte dal BoMpiANi (15) ; la deter-

minazione di un sistema completo di invarianti differenziali di

una V,, per le deformazioni medesime.

13. - Cenno sulla geometria intrinseca normale di spe-
cie m. Il tensore di curvatura riemanniana normale di spe-
cie ?n. Abbiamo definito, al n. 4, il trasporto per 
relativo a V,,,, dei rettori normali ai 0,1&#x26; osc2clatwi, e n~
abbiamo dato, al li. 5, la rappresentazione analitica (61 ), cioè

È evidente che questo trasporto, o gli operatori differenziali I~,.
_ 

m

e che ad esso corrispondono, determinano, per l’ente costi-

tuito dalla Yn e dagli spazi normali, nei suoi punti, ai rispettivi-i
a,~ osculatori, una sorta di geomet1.ia a connessione 

(euclidea) nel senso più generale, di pararraetri As;,.. (Cfr. Kó-Ni(4,
« 

"

CARTAN, SCHOUTEN: 17, 24, 27. Ved. anche 90, 91). Tale ge~ollle-
tria si dirà ,geometria intrinseca normale di specie ~n per la J .,..
(Cfr., pel caso m = 1, CARTAN, 23, p. 46 e seg.).

Una tale geometria, intesa in un senso un po’ più generale,
si può definire per una Vn anche indipendentemente da ogni
ipotesi sull’ esistenza della £, in un ambiente euclideo RN. Ba-

sterà associare (cfr. 90) al punto generico della lfl, un En pas-
sante per essa, indi assegnare una metrica euclidea non specia-
lizzata, e del resto arbitraria, e arbitrariamente variabile da

punto a punto della V" , per gli E~ , facendone cos  degli spazi
euclidei Rp; infine, assegnare un sistema di quantità Avr, sod-

disfacenti alle condizioni (86) n. 6 e del resto arbitrarie ; le

quali rispetto a un sistema di p-uple unitarie e ortogonali di

vettori (ul, u2,..., M*), ~ ~ A == 1, 2, ... , p, prese sugli R,,
come elementi di riferimento, potranno interpretarsi come para-

rpetri di una connessione metrica fra gli .Rp associati a punti
di Vf~ infinitamente vicini ; cioè, di un trasporto per equipol-
lenza, rappresentato da formule del tipo (167).
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Ma anche qui (cfr. n. prec.). supporremo invece senz’altro,
per senlplicità, la V,, esistente in R_v euclideo.

~~ dicialuo, per analogia col caso della geometria intrinseca
vera e propria (geometria tangenziale), applieabilità normale di

fra due varietà di V. una trasformazione che muti i

punti della prima nei punti della seconda, e insieme, i vettori
normali al a,,, del punto generico della prima nei vettori nor-

mali al nel punto omologo della seconda, in modo da conser-
vare le lunghezze e gli angoli (cioè, la metrica) negli spazi nor-
mali ai 0,11, e il trasporto per equipollenza di specie 1n, relati v o
a y;~, dei vettori normali ai am , potremo anche dire che la ,geo-
oaetria intri»seca di specie oa è lo studio delle pro-

i~avarianti per applicabilità di specie ~~a.

Sia le applicabilità normali di specie ~n che la corrispon-
dente teoria invariantiva, anche nel caso m =1, non sono state,
finora, oggetto di studio, se si escludono alcune osservazioni del
CARTAN () relative appunto al caso m = 1, e riguardanti il

tensore di curvatura riemanniana normale (intrinseca). Tale ten-

sore è finora 1’ unico ente di questa geometria intrinseca normale
che, se non altro perchè si presenta necessariamente anche in

altre ricerche (sulle in relazione con 1’ ambiente) sia stato

preso in considerazione (56). Analogamente anche nell’ attuale

caso più generale (m qualunque) ci limiteremo ad introdurre

quello che chianieremo il tensore di curuatura rienzannianc~

norrraale di specie m. Esso ha un ruolo e un’espressione ana-

litica affatto analoghi a quelli del tensore R" .. ? (che si dirà,

ove occorra evitare confusioni, tensore di curvatura riemanniana

tangenxiale di specie )f2). Precisamente : pel trasporto ciclico per
equipollenza di specie na relativa a Y" di un vettore ~ normale
a 0,1&#x26;, di componenti (a,n-ortogonali) ~z, lungo il parallelogrammo
infinitesimo di vertici P, P, , (ved. n. prec.) si ha

(55) 23, 192õ, pp. 47-49. 
’

(5ô) infuori del trasporto per equipolienza relativo a V,, dei vettori:

normali ai Om, qu  definito per m qualunque (n. 1), ma pel caso ?n= 1

già introdotto da me in un lavoro del 1928 (37).
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ove

Queste sono appunto le componenti del tensore di curvatura

riemanniana normale di specie che naturalmente risulta 

riante per applicabilità normali di specie 111.

CAP. 2~ - Pl~opl~ietå d’ ordine »~ di una varietà r
in. rotazione con F ambiente 

14. - Significato del tensore, di curvatura euleriana
di sistemi quasi-coningati, linee quasi-astntN-
tielie ; forina angolare di specie w. Veniamo infine a una

rapida scorsa sullo studio delle proprietà di ordine  di nna

V,, che sono legate all’esistenza di questa in un ambiente eu-

clideo R_; (d’un assegnato numero di dimensioni). Mentre delle

geometrie tangenziale e normale (di specie 111 qua-

lunque) stanno a base i trasporti per equipollenza di specie m
dei vettori (di i. e normali ai a.), le relazioni con P ambiente

sono riassunte dal tensore di di specie 1/1.,

~uediante il qnale, come abbiamo visto (n. 5,~, si completa, per
un campo vettoriale qualunque di RN definito su r";~, il difl’r-

renxiale ~~ quando s  conoscano quelli assoluta di specie m,

~lei nispetti~-i componenti secondo a-,,. e norn~a]e ~ 0,)1.
A questo teusore abbiamo già avuto occasione d’accennare
volte. Ahbiamo visto (iii 5, che i vettori i

m

quali ne danno una rappresentazione parzialmente scalare, pos-
sono ottenersi : r .

abbiamo notato che le ~!CX1. sono tutte Ilulle per Pa.  ’111, il che
m

porta (65, p. 197) che, sostituendo all’ indice composto oc (Pa = »t}-
le sue cifre r~ r2 ... rm , le S~,.i ~.2 .., r,fz ~. si possono riguardare
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le eOlll~}onenti di u~~ tensore ad »1 -~- 1 indici di covarianza

di classe 1. E abbian~o. visto ini ne che, se ; è un vettore

H? t,

il ~’1 del (calcolato iii

R~,); il Sl~O ~llOd111o è quella che abbian~o chiau~atu la 
di ~rt ~lella serie i (.~). In parti~~lare, ~

il componente i~oi-xna~e ia a ,, di ~"’+1 P. mi vettore nor-

male a o é

il componente tangenziale a dei vettore di 

In sostanza il te~zsvr~ di (di specie crt~
frtz i per 

(ilt e di specie 1ft e relativa rt V,,
(Cfr. 18, pp. 1114,1116-1117). ~’ aunullarsi di gzr espri me che

m

i due trasporti per equipollenza su V. coincidono.
Mediaute il tensore di curvatura euleriana possianio ottenere

una rappresentazione analitica dei sistenii di linee rycasi-co~ticc~ati
(57) ~ cos  chiamando un doppio sistema di linee (1~, 

di V,, 
. 

tali. che in ciascun punto di una linea 1 lo spazio
associato, in R,. , alla serie delle direzion i

delle linee M che ne escono giaccia nello spazio m-oseulato~P

(57) Ho studiato in un precedente laz·uro (25, 19~~) i sistemi c~uasi-co-
niugati su di una superficie, estendendo ad essi alcune ~Jroprietà date
dal BOMPIANI per le linec~ quasi-asintotiche 1’1, It -1 (10, 1916). In gfuerale

~~~si-~o~ciuyatt x,,, q si potranno dire quei doppi sistemi di linee (oven-
tuali) della Y,t tali che vi sia una incidenza particolare fra osculatore
assoc ato alla serie di direzioni delle linee di uno dei due sistemi che escono
dai punti di ciascuna linea dell’ altro e lo spazio ~-osculatore alla varieta.

Uu’-altra estensione della nozione di sistemi coniugati ~B stata data dal Bo~r-

PIANI (t9).
13*
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in quel punto alla J’,, (cioè : giaccia in 3. la »a-esima normale

principale associata, in R, , a quella serie). Tenendo presente la

(115), indicato (o, in a,,,, Cm = 8".’ C’», pa ~ ~u) il vettore

unitario tangente alla linea 1’ generica e con dur un sistema di

differenziali presi lungo la generica linea 31, abbiamo subito per
gli eventuali sistemi quasi-coniugati ,~~+1 di Y" in li N la se-

guente rappresentazione analitica :

cioè

Si vede di qui che, nel solo caso cui la dinae~2sioue del

osculatore a V. superi di n -1 quella del a’ ~7 dato comun-

que il sistema di linee M esiste, ed è determinato 2~a modo uni-
voco, un corrispondente sistema r ; non però viceversa,.

In particolare se diciamo, secondo BomPiANi (58), linee quasi-
asintotiche ~",, "~+, le (eventuali) linee della Y" che sono quasi-
coniugate a sé stesse, tali cioè che in ogni punto di ciascuna
di esse l’ 8m+~ osculatore giaccia nel a," iv i osculatore alla varietà

(ossia: vi giaccia la m-esima normale principale), av remo che

queste linee saranno rappresentate dall’ equazione vettoriale

cioè anche

Per i -&#x26; =1 si ritrova un risultato notissimo ; = 2 si hanno

sotto forma lievemente diversa i risultati notati dal VITALI (51)
Un altro interessante problema delle- relazioni fra varietà

ed ambiente è quello dell’ ~ngolo fra due a,~ osculato1i in punti
infinitamente vicini della varietà (60). Per calcolare questa, angolo

(5~) Ved. 4, 1912; ved. anche 5, 6, 8, 10, 14, 15, 16, 22, 31.
, (59) 34,- p. 428... . 

,

(s°) Ved., pel caso m =1, 91, n. 7, nota (-5).
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ci conv.iene tener presente che esso è uguale a quello degli
spazi rispetti B.an1ente normali ai due a,n . È immediata Ì’ OSSer-

vazione che se v (.s) è una serie di r-vettori (r = 1, 2, 3, . -.. ;
di Rs applicati ai punti di una linea y, P = P (s), di 

parte principale del quadrato dell’ angolo d’inclinazione fra gli
o-vettori uscenti dai due punti infinitamente vicini P, P-~- dP
di -( è il quadrato scalare di dv (s) :

Nel nostro caso si tratta dei p-vettori (unitari, normali ai am) ;

ove - è, secondo il simbolo della ~noltiplic~czione
Dunqtie si ha

ora di qui si ricava subito, ricordando la formula pel prodotto
scalare di i due p-vettori,

i essendo estesa alle combinazioni semplicí ij della classe 2
(ii) .

di 1, ~, ... , p. Ma per le (68), (f 2) si ha

Sostituendo si ottiene la formula semplicissima

ossia

La forma differenziale qnadratica del 1 ~ ordine data dalla (181)
o ( i 8Z) si potrà chiamare fortna angolare di specie m. Essa nel
caso molto particolare in cui sia N = 3, ~==2, si ri-
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duce atlla fondamentale di C~ iL·sS di una .wc~~e~~-

ficie dello or-dinario (ds2 dell’ immagine sferica).

15. - Condizioni per la subol1ldinazione di una geu-
inetria rienia.nniana intrinseca di specie r~~ alla geome-
tria di un ambiente euclideo di dimensione assegnata ;
eqaazioni di HLAVATY, di GAUSS, di Canazzr, di KiiHxE 
l~alizzate. Affrontiamo infine il problema fondamentale delle

relazioni fra varietà ed ambiente : il problema della subordina-

zione di una assegnata geometra riemannia-na intrinseca (tan-
benziale e normale) di specie 111 alla geocitetria di un ambiente

euclideo (di a~~egoata- diniension.e~. Anche qui la trattazione può
5volgersi come pel 1 : mi Ho~iterÙ ad accennare le

linee essenziali dell’ estensione dal caso ~u = ~ al caso generale fa).
Sia, come al- n. 3 (fine), i(P) un campo di vettori di l~v

applicati ai punti P di TT" e comunque diretti ; siano $B ~ i

componenti del -vettore ~ generico secondo a,,, e normale a 0,,,:

onde si avrà per Z la decomposizione espressa dalla forma (38)
n. 3, e analoga decomposizione, la (68 i n. 5, avremo per da.
La (68) può anche scriversi nel modo seguente :

Introduciamo (cfr. n. 5) il riterimento cartesiano ortogonale .~-.J i r~

C, D,... = 1,2,..., N); indichiamo ancora (cfr. (73)) con 
le 1~~--componenti dei vettori Pet e con quene dei vettori

. 

m

(6~) Mi riferisco, pel caso ~==1~ alla trattazione da me data in un la-
vor u recente (91), ove studio, più in generale, l e « f-
fine subordinate ad altre varietà della stessa natura.

Gli sviluppi sopra esposti (n. 15) hanno qualche punto di c,~ntattu
con lo studio, pure condott~)- con assai diverso inetodo e da diverso punto di
vista, del "Foru~enproblem" per le varietà di uno spazio euclideo, o riei ian-
niano a curvatura costante, quale è esposto da MAYER in un recente trat-
trato (100, pp. 201-232 - bibliogr. a p. VI). Di questa pubblicazione sono venuto
a conoscenza troppo tardi per potere svolgere qui 1’ interessante raffranto.
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cioè, del tensore di curvatura euleriana di ana-

n~

logamente, con 0, indichiamo le R,-componenti dei vettori
i

X (’). Rammentiamo che 
.

poniamo analogamente

Di qui segue, tenute presenti le (62), (60~

giacciono a,,~ (cfr. le (76’} n. ~. Pi ~ pre-
c~saruen~e : in conseguenza delle relazioni

si ha

 

(62) Scriviamo al luogo d  C-4 od X --I perchè vogliamo tener pre-
sente il tensoriale di queste quantità anche nei riguardi dell’in-

t 
.

dice í (s* intende : per trasformazione ortogonale sui p vettori X). Maggiore
precisione di notazioni potrebbe ottenersi facendo uso, secondo ScnouTEN,
(ved. 9~ n. ~?, nota (^,» dei cettori fondamentali relativi ai

singoli sistemi di riferimento (in ~, in a", , nell’ R,, normale al 

i
della " degli indici. Ad es. si ha @ se con

i 

c l 
7 

i

~ 6~(==~) indichiamo le componenti, nel sistema X, degli stessi v ettori l’

di riferimento..

(63) taui X’ è considerato formalmente, nei riguardi dell~ indice ~ come
un sistema covariante ; in questo senso è ad esso applicato 1’ operatore D,..

m

Cos  nelle (202). Cfr. ir. 5.
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onde

Ciò posto, dalle (183) (o anche direttamente dalle (38) u. 3~
abbiamo: 

-

Ora : queste possono riguardarsi come eqii~xioni diffei-ei xiali
(cfr. 91, n. 2, fine) considerandovi le BA , 04 e le

ex i

, n.:Å. (date queste dalle (184), ( 185)) come note
~~r fA’T

delle ur; è agevole ottenere le co~tdi~io~ai d’ integraóilità. Deri-

~ iatuo rispetto ad indi alterniamo rispetto agli indici ~ ~ ;
tenute presenti le (159), (168) abbiamo

Perchè le (L!~O) siano completamente integrabili occorre e basta
che queste equazioni (191) valgano per quczlzcnqzce campo di

cioè, ciie sia

(ti4, Qui 1’ operatore D, (ved. n. 7, form. (100» deve intendersi applicato
ad !;.~~.~ considerando a ed s come adue indie  distinti, delle classi m ed I.
asm

L  stessa (o analoga) interpretazione è da darsi al simbolo Dr nelle j192),
(193), (191) e nelle (204) (ove i è riguardato come un indice ordinale).



199

-o ili forma vettoriale

Queste sono le cercate condizioni d’ integrabilità. Per t t = 1

esse si riducono alle equazioni date (in forma assai diversa, e
in ipotesi piú generali circa la varietà, più particolari circa i

riferinienti  da V. H~.AYATY (65). I primi membri delle (193)
per ciascun sistema di valori di r, s sono bilinea1; alter-

di vettori di Rx, cioè di hi2·ettori (biz~ettori 
secondo SCHO~TEX; di bi1:ettori, secondo 
Alle (192) o ( 193) si può arrivare anche per altra via, che

meglio pone i n luce il loro significato. Calcoliamo le condizioni

(I. integrabilità delle ( 18~~, considerate come equazioni differen-

ziali nelle In conseguenza delle (159) esse si scrivono

~c~~plic~emente

A alogameiite ~~ condizioni d’integrabilità delle (185), quali
equazioni nelle C~ , sono

Ora : tenendo presente che

Loc. cit. in 91, nota (i~). Cfr. le form. (19) dello stesso lav. 91, n, 2.
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dalle (194) e (1~J5) inoltiplicando per o-t2- ’ i B8 e per Cf, 
t~¡ Y

tivamente, e sommando, le (192). Vice,.ersa,
da queste moltiplicando per 8:, oppu re per Cf , e somn1audo,
ricaviamo le (194) e (195). Le (192) dunque le 

dixioni d" integrabilità clello (184), (185). Ma esse, e cos  pure
le (194), (195), presentano questo inconveniente : di contenere

le inco,g-~aite F3x e Of. Vediamo però come alle ( 192),
o alle equivalenti (194), (195) si possano sostituire delle equa-

. zioni in cui non figurano più le B" e 04. Anzitutto ric~ordian~u
9c I

(ii. -.S, form. (69), (67) e (77)) che, posto

si ha

oud~e anche, per le (184)~ (185~

Possiamo dunque scrivere le ~ 18~), (185) nei modo seguente :

D’altra parte dalle (194) moltiplicando per B-4, oppure per 
r ~

e so~l1lnando otteniamo, in forza delle (198) e delle t2~~1), (202) :
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cioè

Le pussono dirsi, per ovvie ragioni (cfr. 91, 11. 4) equo-
te- già truwte per 

via al 11. 12 ( ~ 62)). Le (20-4) sono generalizzazioni dell(,

4-las-.,,iehe ~~! CnD3l%I.

Dalle (195) moltiplicandu per l~^~ e soiiiniaijdo si ritrov~l~to
"i

ancora le eq nazioni (20 ~) di CODAZZ(; ~110lti plicftndo in~~eee pei-

e somn1anrlo si hanno le eq iaxio ii 
. 

di KnHX)t~ 

E agevole verii care che le (203), (2~4t, (205) costituiseonu in-

sieme le condizioni ~i’ integTabilità delle (20 l), (:~i~2~-: il che del

resto dedursi da quanto sopra si è esposto.
Quanto precede presuppone sempre che sia (.L  1B"; ma noi

occorre, in realtà, escludere il caso ~~ =..,V,, cioè p= 0, bastan1&#x3E;
i

allora nelle precedenti equazioni alle A~)~" sostittiire OYUIl-
m Mt

que /~ xero.

St pi)or -iat o che vengano a5se~ttati a prruri : il 

A~ di dello ec~c~ineo aochiente, la 

~,~~ , cioò (quali funzioni dette- nr) le intiue, detta p la

caratterisiica di (onde oeorrerà supporre quando
posto- P = - 1~ 2,..., 1), i 

i

Iri .~-~~,,. (~ lt di vettori {t)’t ( p,~ tií -~- l: P(J..’ pp i í).
w 

"

Sianio in gnido di precisare delle condizioni necessarie e strf~i-
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cienti perchè, in relazione a sistemi di riferimento opportuna-
mente scelti, quegli. enti corrispondano ad una effettiva T~" di

e indicare come, in tale caso, la V,. possa costruirsi entro R, .
Troviamo subito delle condizioni ~accessarie, che poi mostre-

remo essere anche 

Anzitutto, come abbiamo già notato, la caratteristica li di

’I ax ~li dovrà essere non superiore ad N ; questo è geometrica-
mente ovvio, mentre da un punto di vista analitico, la

condizione perchè, in RN, le equazioni

siano algebricameote eo7npatibili (66). Posto, come al n. 1 (vrd.
form. (2)), .

,.isltlta v &#x3E; N fra le dovranno dunque sussistere

’20132013LjL~20132013~ t l) relazioni indipendenti in termini iiniti, cheZ 
re az~on~ ~n ~pen entI ~n term~n~ tinltl, c e

si scrivono senza difficoltà. Indichiamo complessivamente con L,,, _,
queste condi~io~ai di cona~atib2’lità per le aa- ~ in termini finiti.

(Cfr. n. 11, nota (")). Esse risultano, naturalmente, comprese nel

gruppo L, n, ~, di (v - p’) ( ~ 2 ~ + 1 ~ e q uazioni es P rimenti che la ca-
ratteristica di è p. (o meglio, che essa non supera p,), quando
si aggiunga l’ipotesi esplicita Oltre ad esse dovremo

supporre che dalle siano verificate le condizioni 

ziali (138) n. 11, (o (166) n. 12), necessarie e sufficienti, con~e-
vedemmo, perchè a partire dalle aa~ ~ si possa univocamente co-

. struire un corrispondente calcolo assoluto generalizzato (pel quale
risulti D a«~ ~ = 0).

(m) 
’

Analogamente, nei riguardi delle si dovrà supporre
m

(t3~j) Cfr. LEVI, 2, p. 10.
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che siano soddisfatte le (86) n. 6. E nei riguardi delle
i

(9), (p~ ~ ~ + 1) dovranno valere le condizioni seguenti (conse-
Mt

guenza delle (78) n. 5 e (197)) :

i i

Per di più, gli enti ax~ ~ , 2 
= con rn , do-

’ 
m 

" 

m m

~-ran~io essere tali da soddisfare alle equazioni (203), (204), (205)
di GAUss, di CODAZZI e di KÜHXE generalizzate. Nei riguardi
delle eq~tazioni di GAuss possiamo notare che, da quanto si disse
alla fine del n. 1 _‘’, risulta che esse cor~alu~~endono in particolare

(166) b) e e), o le equivalenti (138) b) e c) ; inversamente,
tutte le relazioni fra le sole ottenibili dalle equazioni di
GAUss generalizzate si possono ricavare quali conseguenze lineari
delle (138). (Cfr. n.. 11 ).

Concludendo : le relazioni (138) a), (86) e (208), (203),
(204), (205) sono certo condixioni necessarie per 1’ esistenza di

una corrispondente V,, di ~jy.
Ma vediamo subito che esse sono pure cofuiixioni 

Cioè : se esse sono soddisfatte, è possibile trovare un sistema

del sistema.

(ove 1 ~ h ~ m, ed è una qualunque combinazione
con ripetizione della classe h di 12... n),
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soddisfacenti alle

Intatti : l’ipotesi che sussistano le relazioni L,,, , porta an-

zitutto che è ~, e ~V. (In caso contrario le (201) e (202), conie le

e (212), non avrebbero significato). In secondo luogo: se, nelle
ipotesi dette sopra, i vettori Pa soddisfano alle (201), tenute
presenti le (75; e (79) ricaviamo che e

cioè: tutte le (209), ~11’ infuori del primo gruppo

rientrano fra le conseguenze algebriche, anzi liueari, delle (201).
Le condizioni d’integrabilità delle (214) in forza delle (201)
sono senz’altro soddisfatte.

° Inoltre : le co/~~rM~~ del siste~~ia 

dalle (210), (211), (212) i~a forxa delle (201) e (202) (e delle
(138)) rientrafao nel sisterna stesso : la verifica di questa è
agevole. Dunque per un sistema integrale delle (201) e (202)
le (210), (211), (212) saranno soddisfatte identicamente se lo

.’rono i~a un pünto inixiaie Po , = u ; .
Essendo p. la caratteristica della matrice Pèi i delle (210)

soltanto,

sono indipendenti (cfr. 2, p. 10); le (211), (212), come
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d... 
o . 

P ~ i .. 

d. eon lZ10~ll pei vettor~ ~X ed _~.’, sono poi 111 Illltllel’0 di vp 1 2
infiipendeiiti, cusicchè con1plessivan1ente le (210), (211), (212)

sono ‘/ - ~ ) + ~ 1 ~ 1 ) condizioni o. ~n d . ~pen d. ent~ per gli l

i 

~ 

.

~~ettori P,,, X di RN8 Il più generale sisterla di vet-
tori che soddisfi ad esse nel = dipenderà (la

parametri 
. 

al’bitrari. Resta poi, come e "t na ura 1 e, del L

tutto arbitrario il punto della V,, corrispondente a nr = 1’;;, 
il sistema di iniziali delle x A

Tenendo presente infine che le condizioni cl’ integTabilitÙ
delle (20 l), (2(i2) sono, come già s’è notato, le equazioni (20~;),
(204), 205) di GAus.9 di CODAZZI e di KÜHNE generalizzate; ve-

diamo che risulta stabilito qnanto avevamo enunciato. Più pre-

cisamente, possiamo conciudere :
Dati l’ inte~~o ~1T e, in funxiorae di n variabili 

tertsore n~x ~ a due di classe tll, cioè, 

fórma di f féren~àale qttadratica d’ordine 1n, aa, ~ ~’n ~’’ 1(~

(Prx’ p~ 2cjt di funzioni scalari Aj, e un ,~i-
m

ste~na di vettori covarianti, a un indice di classe m -f- 1,
í

wz ( L, j 
= 1, 2,..., p ; p = 11~- Blo; ~,----caratteristica di ~: aa ~~~),

cOnd 2.v,20)te necessaria e sufficiente perchè e.sista una 

V,, di R N at%eote conte tensore fon~la»rentale di specie tii,

della connessione ~~tetrica fra ,gli 
m

à

ai (11. 13), i t’ettOl’L co»te co~jt~orae~ati del 
m

di ezcleriaraa di specie è ehe :

1) le ax, ~ soddisfinó alle co idizio ii L,i, ~ in 

e alle i-elazio i  dif~‘ére~a~ialz { 138) a) ll. 11 ;

2) le alle (86) 11. 6 ;
m

i

3) le OO~: oB;oddÙ;/ino alle (2Ù8) ;
m

4 :’.
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i i

4) le a« ~ , A,j,., wz = war soddisfino alle (203),’ i 
m m m

(204), (205) di GAUSS, di CODAZZ[ e di generr~li~x~cte.
Se tali condizioui soddis fatte, la V,, si costrui-

sce in R~, (insieme alle C4) le B~ con l’ inte-
. 

z «

,graxione delle (201) e (202), valendosi delle (210), Z 11 j, (2 ~ 2)
qzcalz condixio~ai inixiali, e le xÂ per qitadratiíre dalle (~14) ;

la varietà risulta deteroai~aata a di dello

spazio RN .

Questo risultato e gli altri esposti nella II Parte del pre-
sente lavoro non costituiscono che un inizio di trattazione gene-
rale ed uniforme per le geometrie riemanniane di specie supe-

riore-; però su~ciente, spero, a mostrare come coi procedimenti
di calcolo qui introdotti - pel caso normale in gran parte dovuti
al V lTAl.~ - tale teoria generale venga a ridursi ad t~na assai

naturale e non difficile estensione dell’ ordinaria teoria relativa

alle proprietà differenziali di 10 ordine, cioè, della classica geo-
metria riemanniana.



(67) Questo indice bibliografico comprende, oltre alle opere citate nel corao del presente
lavoro, le recenti pubblicazioni sul calcolo assoluto ge~nexa,lzxxato e la geomatr~ia differenziale nel-
l’ indirizzo del VITALI.
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