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NUOVA ESPOSIZIONE, SU BASI GEOMETRICHE,
DEL CALCOLO ASSOLUTO
GENERALIZZATO DEL VITALI,

E APPLICAZIONE ALLE GEOMETRIE RIEMANNIANE
DI SPECIE SUPERIORE.

di Exes Bortororri « Cagliar:

PARTE 1I1I1°*

LE GEOMETRIE RIEMANNIAN E' DI SPECIE SUPERIORE

Car. 19 - Geometria intrinseca di una 1", nel gruppo
delle applicabilita di specie .

10. - Applicabilita o deformazioni di specie ». Con-
dizioni per I’ applicabilita di specie . Veniamo ad appli-
care i risultati finora ottenuti allo studio delle proprieti metriche
i una varictd riemanniana in cui interviene, insieme ad un
punto generico, il suo intorno di ordine m sulla varieta, e pre-
cisamente, per ora, allo studio delle rericti riemanniane nel
yruppo delle applicabiliti (o deformazioni) ¢ specie m qualunque.

Rammentero che, secondo il Boapiaxt (¥, =i dicono defor-
maxioni di specie m di una varieta riemanniana T, in £y (e
(rasformasioni di questa  che lasciano invariali U elemento

(%) Ved. 11, 1916, p. 628, Ved. anche 7. 1914, 1. 131: 9, p. 1193,
12 . B09; 31, p. 38%: 15.
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lineare ¢ le enrcvature (assolute, ciog, relative all’ambiente Ry),
fino alla  {m -=1Y)y-esima inclusa, delle curve tracciate sulla
rarieta supposta.

Ebbene : condizione neecessaric e sufficiente perche due 1,
siano I wna suldl’ altra applicabili di specie m ¢ che esse pos-
sano riferirsi I’ una all’ altra in modo che, in punti corrispon-
denti, ¢ secondo elementi d’ordine m (k) (*¥) di due curre
corrispondenti che ne escano, in relazione ad nna (qualunque)
parametriiiazione comine delle due curve () risultino equnali
¢ rvalori delle forme fondamentali complete di specie m delle die
rarieta (n. prec.). In altre parole : che esista una trasformazione
(3) delle coordinate curvilinee tale che, essendo a, , ed a, , le
componenti, in relazione ai due sistemi coordinati (2" ed @),
dei tensori fondamentali di specie m delle due varieta (n. 2),
risulti

(130) =t 2%

a., »
2% «
UL TV R PR (e

~

(pou PR f";ﬂ P,:.é "') (3\\).

In effetto : anzitutto se sussistono le (130) per p,, ¢,
on”

(s &3 ==m, tenendo presente che — =0 per gy >0, (form.
ol

(6 del n. 1) abbbiamo subito che le (130) sussistono anche per
Pur Bsy By ps=<<h. con 1<<h<<m. Cosicché se le forme fon-

damentali complete di specie m, &, e & sono trastormabili
I’ una nell’ altra, lo stesso avviene (e mediante la stessa trasfor-
mazione) per tutte le forme fondamentali complete, @, e ®,. di
specie . con 1 =<k < . Ma conservandosi &, cio¢ il d¢* ~i
eonservano le lunghezze d’arco, e in relazione a una qualunque

(") Secondo Bourraxt (5, 1913, p. 395) dico cdewmento d ordive m, od I .
di nna carva in un punto ”insieme dr questo e deghi Ny, S, ..., S, ivi
o~calatori alla curva.

(**) Data upa curva ¢ un suo elemento d’ordine w in un punto, non
o corrispondentemente determinato il valore di @, che se =1 fissa per la
curva una perametrizzasione, cioe, se si riferiscono i punti della curva
valori di un parametro.

(Y Cfr.opel caso v —=2. Bovrrasi 11, pp. 630 e sey.
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parametrizzazione comune di due curve omologhe, si conservano
lungo queste d®s, d®s, ecc....: poicht inoltre si conserva ®@,,
che calcolata lungo una linea su cui s ¢ la lunghezza &’ aico,
ds

1 . 4
e?- ¢ la prima curvatura, vale —— - (d®sy, si conserva pure
1 M

—; conservandosi anche @, ne viene subito che pure la seconda
12

curvatura, ‘%2— non ¢ alterata dalla trasformazione supposta;
infine questa conserva tutte le curvature della linea supposta
fino alla (m — 1)-esima inclusa, e quindi ¢ una applicabilita
di specie m.

Viceversa, se una supposta trasformazione della varieta &
una applicabilita di specie m, due curve omologhe 7, 7 qualun-
que risultano fra loro riferite per uguaglianza d’arco, ed hanno
pure, in punti corrispondenti, eguali le curvature prime, secon-
de,..., (m—1)-esime, e (in generale) non le /m-esime. Allora
in punti corrispondenti e secondo direzioni corrispondenti risul-
tano eguali le forme @, ; preso (per semplicita) come parametro
su ciascuna delle due curve considerate la lunghezza d’arco,
secondo E, corrispondenti risultano eguali le forme ®,, e cosi
via, fino alle @, che risultano eguali, mentre cio in generale
non puo dirsi delle &, _,.

Dunque la forma fondamentale completa di specie s, b, ,
puo stare a base di una geometria intrinseca di specie m, geo-
metria delle proprieta invarianti per le applicabiliti di specie m:
come nel caso ben noto m=1 (¥). Tali proprieta potranno tutte
esprimersi mediante i coefficienti di ®,,, e viceversa, ogni pro-
prieta intrinseca della V, che ammetta una rappresentazione
analitica in cui figurino le sole a, 5 (p,, pg=m) (e loro deri-
vate) sara una proprieta intrinseca di specie .

Ma prima di venire ad occuparci di queste proprieta pre-
mettiamo alcune considerazioni circa la determinazione intrinseca
di una varieta nel gruppo delle applicabilitd di specie .

(*) Le applicabilita di specie 1 sono. naturalmente, le ordinarie applica-
bilita (metriche).
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E possibile, e manifestamente opportuno, cercare di sosti-
tuire alla forma @, ehe & d ordine m, delle forme differenziali
del 1V ordine. Precisamente, possiamo sostituire alla forma &®,,
le seguenti forme differenziali del primo ordine e dei gradi
2.4, ..., 2m (forme fondamentali semplici 13,23 .. m-esima)}:

i131)

ry =

" —— r N
Ty == ?,.’ Autdw

P P R )

vy == ?,ﬁ ro. 8,5, At du2durdu

o Py Pos 32181 A ® S
Po. =H, sy, AW du du'r...du

m

ove abbiamo pusto (ved. n. 5, form. (77),

(132,

E, ,=a, ,=P.XP,;

1"
E, ,=&% X% 2<hsm; g, p,=h).
»E i — 1

La forma %, danque coincide con @y, cioé col ds’; le 24, 765y Fa.
esprimono i quadrati dei moduli dei vettori

{135)

- = . . .
QO 3" 0t = @, doyt* = Qp py oy duvda’: L du™
h—. h 1 he=l

R=hm: p,=h).

/ " « —
ove per uniformita abbiamo posto du“(: 3, du' )= Su* =dgpu*.

Notaudo che le (115) danno, in particolare,

(134)

a P :J(h,,_l, ut Pz + Elﬁ:::’,u‘ Qirdi” (po<h—1)
he=1

potremo anche dire che la forma ¢y, esprime, per k<1, # qua-
drato scalare del componente normale a o,_, del vettore d*P.
In particolare per =2 si ritrova un risultato noto: giacché la ¢,
non & che la seconda forma fondamentale (del 4° grado), secondo



168

Bowriaxy, della V, in Iy (), ed & ovviv che questa in ciascun
punto e direzione vale appunto i quadrato della curcatura nor-
male (comune) delle curve uscenti dal punto considerato secondo
la supposta direzione.

Verifichiamo subito che se, in una trasformazione, si con-
serva la forma completa @, si conservano pure le forme di
1V ordine %, %,,..., ¥2.; € reciprocamente.

Infatti: si ha subito, per le (134), tacendone i quadrati
scalari e tenendo presenti le (128),

2 g2
Dy==a, Ayl vt -

8 4 g3 o .
b, == Ay, p..ll @ 1 d g 1 -y

a33) (.. oo

\ (g, < h, h=1,2,...,m);

tormule che esprimono semplicemente la relazione pitagorica fra
i moduli dei vettori d"P; k=2 3,....m, ¢ quelli dei loro
componenti secondo i s, e normali ai 5,. Sicecome, nota LOJN
il caleolo assoluto dei tensori a indici << m ¢ determinato, vediamo
bene che data @, risultano determinate le forme ¢,, Z4,.0.c %2, .
(l:] superfluo aggiungere che lo ¢ pure z, = &, =ds*. Viceversa,
date 16 Fay Tyoooy Tay © gid nota @, e poi, mediante le (135).
suceessivamente ricaviamo le espressioni delle forme ®,, ®;,..., P, .
Cid prova infine quanto volevamo,

Si noti in particolare che la forma <, del Boweiaxc per
una V, in Ry ha questo significato : essa, unita all’elemento
lineare ds*, determina la V, in Ry mel gruppo delle deforma-
siond di specie 2 (M),

(") Ved. 18, p. 1117 ¢ scg.

() Ta forma 3, & dunjue sufliciente, unita a %,, per esprimere le
proprieta (del 2% ordine) che fanno intervenire le prime curvature (scalari)
delle curve della varietd in un punto generico E invece non & sufficiente
ad esprimerc futte le proprieta del 2 ordine, nell’ enunciato delle quali
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Le K., ", . . sono componenti di tensori d ordine
PRAREEAZE NN & 2

2k (a indici di classe 1) simmetrici rispetto ad #»,75...7, € al
Ny ~p...8,. Ma nelle (131) a tali tensori conviene sostituire i
tensori ottenuti mischiando rispetto a tutti gli indici: le compo-
nenti di questi saranno da considerare come i coefficienti delle
corrispondenti forme z,,. Per individuare la ¥V, nel gruppo delle
applicabilita di specie » si dovranno dunque assegnare {in relu-
zione a un supposto sistema coordinato) tali coefficienti
DY Al —_
(136) {Vr, Pyl FLS Syl ¥, ’E‘(rl Py eeFhy SpNpecasp )t
4 g
w4 2m—1

in numero di
2m

). Pero se /h>1 tali coefficienti

i Fyee i 3y 5y, s, NONSL potranno assegnare tutti ad arbitrio,

perche fra di essi sussistono delle relazioni necessarie; conse-
guenza delle relazioni fra le aa‘g(p“,pﬁgm) di cui diremo
fra breve (n. seg.).

Abbiamo gia osservato (all’ inizio del n. 2) come i coeffi-
cienti a, 4 delle forme fondamentali complete pel caso (n=2)
delle superficie non differiscano che per la notazione dai sim-
boli 1., ;, i E. E. Levt (2, p. 8) o [hk k] del Bowpiani
(11, p. 629). Gia il Bouriaxt aveva osservato (11, p. 630 e seg.)
che una superficie pud individuarsi a meno di deformazioni di
specie » mediante i corrispondenti simboli |4k h k|| (**), e anzi,
appunto per effetto di certe relazioni che sussistono fra questi,
mediante 1’ assegnazione di alcuni soltanto di questi simboli, di
quelli che egli chiama i simboli fondamentali (11, p. 632). Di

possono intervenire. oltre ai moduli. anche le diresioni dei vettori di eur-
vatura normale. In questo senso va certamente intesa una affermazione del
Carray circa la forma ¢, (23, 1925, p. 46, cfr. p. 44).

(4?) Il Levr si vale invece dei ~imboh l///.-. 0k pel problema della de-

terminazione di una superficie di KBy nel gruppo dei movimenti di R y. Ma
questo problema non ¢, in sostanza, che un caso particolare di quello poi
studiato dal Bowrraxt e qui ripreso in considerazione: in quanto, per m
sufficientemente grande, le deformazioni di specie 2/ di una superficie (o
varietd) entro un ambiente euclideo di assegnata dimensione N si riducono
ai movimenti.
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questi ultimi egli si serve per formare un sistema di furme dif-
terenziali del 1° ordine e dei gradi 2, 4,..., 2m (“ forme fonda-
mentali di specie 1, 2,..., m,,); invarianti per deformazione i
specie mn ma non per trasformazione delle coordinate curvilinee.
In un secondo tempo (ved. 15, Nota 1, 1919, p. 256, il Bouprax:
ha sostituito a quello ora detto un altro sistema di forme diffe-
renziali, L}, L3, ...,L},, pure del 1¢ ordine e dei gradi 2, 4,...2m,
come le precedenti atte a individuare la superficie nel gruppo
delle applicabilita di specie m, ma invarianti anche pei muta-
menti delle coordinate curvilinee : appunto come le nostre
FPes Payeers Foue

E a priori prevedibile che fra le LZ, Ly, ..., 1% e le
P2y Pay--- P2, abbiano a sussistere semplici relazioni: in effetto
si ha

1 2
(137) L = (——) P

m!

come si vede, nel modo pitt semplice, paragonando il significato
geometrico (poco sopra notato) delle nostre 7, con quello indi-
cato dal Bowpiaxt per le forme L} (h=1,2,..., m) (¥).

11. - Condizioni necessarie per l'esistenza di una varieta,
della quale sia assegnata la m-esima forma fondamentale com-
pleta ®,. Torniamo al caso generale (» qualunque). Abbiamo
accennato, poco sopra, all’esistenza di relazioni necessarie fra i
coefficienti delle forme fondamentali semplici 7»,,, k=1, 2,..., m,
o della forma completa ®,: per effetto delle quali (come del
resto & a priori prevedibile) non & lecito assegnare le forme z,,
oppure ¢, in modo del tutto arbitrario.

Precisamente : perché una forma differenziale quadratica

d’ ordine m, @, =aa'a8’” u®*8" 2P | sia la m-esima forma fon-

(*¥) La forma L% esprime il quadrato della distanza di un punto della
superficie, preso nell’ intorno di ordine % di un punto P, dallo spazio (A—1)—o-
sculatore alla superficie in P.

Alle nostre @,, @, ..., ¥2. sono pure equivalenti quelle che WV. Maver
chiama ¢ die Formenquadrate,,: I,, I,...., I, (ved. 100, pp. 205 e 219, e
ulteriore hibliogr. a p. VI). Precisamente, si ha gen = ds? 1), .
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damentale eompleta di una V, ¢é rondixione necessaria che le
oy, 3 (00 03 = M) soddisfino alle sequenti relasioni differen-

sali (M) :

/ oW
) ;dﬁlz—-—a;*"xl-l_al.p}‘:o Pl.PpSiIl—l
d(ll ” aal %
) ot o F s Cr, as =0
(138) po=m—1; p,=m-—1
o d”‘d,-*', it aaxt’ . aaxr’ s aaxty né
v’ ou” o’ 3 u
aa"’" il 00y nr
J— — = 0 = —_— "l—'l (‘5).
du’ on' » Py =Pn

Infatti si esprime che @, 3(p,, pg<<m) & il tensore fondamen-
tale di specie m della varieta P= P (2!, 22 ..., ") scrivendo

a) P,XP,—a =0 Prs pp=m—1,
(139) { B PyaXPy—a; =0 p<m—1, p=m—1

€) P X Prg— 0y 7o=0 Px =pg =m—1L.

(*t) Cfr. (pel caso » =2) Levi, 2, pp. 11-17; Bowriasi, 11, pp. 630-
633; ove sono indicate relazioni che rientrano fra le (138) a) e b). Le
¢ condizioni di compatibiliti degli I in termini finiti,, del Levr (2, pp. 9-11)
non hanno qui riscontro, come & naturale, in quanto esse si presentano
soltanto quali condizioni perché i s, osculatori alla superficie abbiano un
numero assegnato di dimensioni (o in particolare, perché la superficie esista
in un ambiente euclideo di cui ¢ assegnato il numero delle dimensioni).
A queste condizioni avremo occasione d’accennare piu oltre : sono le
Lya, ~ del n. 15, esprimenti che la caratteristica della matrice lla a,ﬁ" non

supera un numero assegnato N.
(%) Le formmle (I38) sono riportate anche nella Nota preventiva 92:
sono in questa le (31) di p. 473, ove va corretto un evidente errore di

al luogo di J )
du”

stampa. (V’é fatto uso del simbolo di)_
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Ora: le (138) si hanno agevolmente guali conseguenze differen-
xiali delle (139), supposte soddisfatte.

Anche per altre vie si giunge alle equazioni (138), che
appaiono fondamentali nella presente teoria: otteniamo facilmen-
te le (138) ) e ¢) quali condixioni necessarie e sufficienti
percheé le espressioni dei simboli di CHRISTOFFEL generalizxati
Coox(p<m+1, p, < m) date dalle (82) e (84) n. 6, e corri-
spowdenti alle diverse permutazioni delle cifre di t, o di a,
siano tutle fra loro equiralent:.

Inoltre: le (138) a) h) e ¢) si ottengono pure eliminando,
dalle equazioni esprimenti il lemma di Ricci generalizzato ((101)
n. 7, od (80) n. 6y,

oa, . .
(140) T T Marp + Gy gr Pas b=,

tutti i simboli di Crristorrer. generalizzati mediante le loro
espressioni (81), (82), (84). Cosicché:

Dato il tensore covariante, a due indici di classe m, Ay
e definite mediante le (81), (82), (84) ¢ relativ: simboli di
Currstorre, O o, le (138) sono condiziont necessarie e suffi-
cienti perche detti simboli (e quindi anche, il corrispondente
calcolo assoluto) risultino univocamente determinati, e insieme
perche sussistano, pel supposto tensore a, g, le formule di
Ricct generalixxate, (140) o (101).

Infine, come vedremo al n. 15 (cfr. anche n. 12) le (138)
by e ¢) {0 le equivalenti equazioni invariantive (166) &) e ¢)
del n. 12) si ottengono come caso particolare delle equazioni di
(iatss generalizzate (le (203) del n. 15); anzi le (138) &) e ¢),
insieme a combinazioni lineari delle (138) a), sono tutte e
sole (*) le relazioni fra le sole a, g che si possono ricavare
dalle equazioni fondamentali (di Gauss, di Copazzi, di KinNe
generalizzate) esprimenti le condizioni necessarie e sufficienti per

(*, Civ se si fa astrazione dalle relazioni L, » in termini finiti gia
menzionate in una nota precedente, (*!). (Ved. n. 15).



I'esistenza di una varieta di [y per la quale il tensore a,
i
e certi altri enti (4,,, w : ved. n. 15) siano assegnati.
m m
Concluadendo, le (138) si presentano quali condizioni neces-
surie e sufficienti perché sul tensore a, g SI possa basare un
k) .

calcolo differenziale assoluto, del tipo generale che abbiamo stu-
diato nella Parte I: e quali condizioni almeno necessarie per-
ch¢ tale tensore (come tensore tondamentale di specie m) e tale
calcolo assoluto séano suscettibili di una effettiva reali:zaxione
yeometrica, su di una corrispondente V,, immersa in uno spa-
zio euclideo a un numero convenientemente grande di dimensioni.
{0, se si vuole, nello spasio hilbertiano).

L’ interesse delle (138) aumenterebbe assai se si potesse af-
fermare che esse sono pure condizioni sufficients per 1 esistenza
di una V,_ su cui aa’;,‘sia il tensore fondamentale di specie w,

entro uno spazio euclideo a un numero convenientemente grande
di dimensioni : di questa proprieta, pel caso generale, non pos-
seggo fino ad ora una dimostrazione soddisfacente.

Vi & un caso assai particolare, ma non del tutto privo d’in-
teresse, in cui il teorema certo sussiste: il caso (n=1) delle
curve (Y). In questo caso le (138) b) e ¢) si riducono ad iden-
tita ; e modificate opportunamente le notazioni con lo scri-
vere u al luogo di ', e (cfr. 40, p. 1204) Py, al luogo di

o' P
ou®
(138) @) prendono la seguente forma :

Py = (@< m), apgu per Puo X Py, (a0, b m), le

da, , .
(141) “’#‘:a[c—{—l.dr‘i’alc,d{-l]y (c,d==m—1).

Ora: se sono assegnate a priori le a4, (2,6<<m), le (141)
sono condizioni necessarie e sufficienti perché possa costruirsi
in Ry, N=m, una corrispondente curva sulla quale a, 4 sia
il tensore fondamentale di specie e, si abbia cio¢

(**) Allo studio metrico differcnziale delle curve di /x5 mediante il cal-
colo assoluto generalizzato del Viraur ¢ dedicata una ricerca di ALIPRANDI
(40). Ved. anche ViraLi, 65, pp. 214-222,

12 1
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(142) Py X Py =ap,y, (a, b=<"1n).

La dimostrazione & agevole. Posto a4 () = af, 5, essendo
N>m —1 in infiniti modi possiamo determinare in Ry m — 1

vettori Pﬂ}, P?g],..., P?m_u pei quali si abbia

(143) Py Pl =ap, o, ed=m—1;
ricaviamo poi dalle

(144) Py XX Py = Qpa, my am,

risolte rispetto a Py, un sistema differenziale d’ordine m in
P(u); la soluzione di questo sistema che soddisfa alle condi-
zioni iniziali

(145)  P(u)=P°, Pu(o)=Ply,--., Pom)(t) = Py,

(ove P* & un punto arbitrario di Rj) soddisfa anche a tutte
le (142).

Ho accennato alle lihee di questa dimostrazione, relativa al
caso assai elementare n =1, m qualunque, perché penso che
una opportuna generalizzazione di questo procedimento dimostra-
tivo e ad un tempo di quello analogo, seguito per 1’altro caso
particolare m =1, » qualunque (cioe, pel cosi detto teorema di
ScaLarLi) dal Janer (ved. 28, 1926; cfr. Carrax, 30, 1927)
possa forse condurre a stabilire in generale la sufficienza delle
(138) per I’esistenza di una varieta corrispondente a un asse-

gnato tensore a, g.

Una dimostrazione di questo tipo, soggetta veramente «
certe restrizioni (), ho potuto ottenere pel caso n =2, m=2.
Se m=2 le (138) si serivono

(48) Anche nella dimostrazione di Jaxer appaiono restrizioni analoghe
(28, p. 42); che perd sono inessenziali, e in effetto possono togliersi. (Ved.
Cartax, 30). E presumibile che lo stesso possa dirsi per le restrizioni qui
sopra accennate,
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/ da
s, 1
a) ) au,~ - asr. t ah', C=O$
b) .a_g"_'p —a — aa“'p —a p— 8____a"'9 —a
out rs, pt — ou” stypr T FYYd tr, ps )

(146) ¢

rs, py —l—
%) ou' T ot ' out out
aart. Pq aar:, pt 0
ou’ ou? ’

se poi anche n=2, le (146) ¢) si riducono ad identita; le (146)
@) sono sei relazioni fra le a, g, da cui si possono ricavare,
espresse per le a,,, in termini finiti tutte le a,, (come del
resto & ben naturale, trattandosi degli usuali simboli di Caristor-
FEL di prima specie) :

1 da 1 oa
au,x=? Wl]l, Qis,1 o=

T2 =37 2 “ou
(147) s .
a
G2 =5 B:L: v Gus= au"’ ’
da, 1 oda,,
\ M= e T T e

le (146) b) in forza delle (146) a) e delle loro conseguenze dif-
ferenziali si riducono a una sola relazione fra le a,, ed a) s,
@512 (che corrisponde alla classica equazione di Gauss):

aeal'g l 32 a].l 1 a’a2,2
(148) Gnee—0ee = 70— 5 5 (e®)? T2 ()?”

Le (139) poi nel caso attuale si scrivono
(149) P, X P,=a,,; P.XP,=a,,; P, XP,=0a,,,
s tpg=1,2.
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Ora: tenute presenti le (147) e (148), dalle (149) e dalle
loro conseguenze ditferenziali possiamo ricavare successivamente
einque gruppi di equazioni, che per brevitd non staremo a scri-
vere, ma che indicheremo semplicemente con A, B, C, D, F:
esprimenti i prodotti scalari rispettivamente a fianco indicati (in
A4, B, per le a, 4 e loro derivate soltanto; in C, D, F anche
per derivate di I’, le quali in C sono, rispetto ad % d’ ordine
non superiore al 1°; in D, d’ordine non superiore al 2°; in L
d’ordine non saperiore al 39):

| 4= 1) PPy

| 2) P Pr, Pux Py

B -1 PXPy, PPy, Pux P, PuXP.
2) Py Py Pa> Py Pu><Pa, P> Pu:

.

C PIX1)227 P2><P22v I)IIXP221 PIQX])T.‘V

(150)
])22><])22y ])IIIXP”Y Pll?XP227 PllllXI,‘Z.':
1) 1)l><1)2221 P2><P222) P]IX”?‘.‘?ﬂ Plﬂxl):’i?*

P22><1)2'.’21 Pll] XI)”Zy PII?X[)Hsy Pllll XP‘."Z;“

| E ],IXPM‘H IJ!XPQ‘ZES'l P]lxpm» P12XP22221
". P> Py Pri>XPamy Pis>Possy P> P

Diamo nelle 4, B, C, D un valore iniziale u§ ad «*: siano
A% B, ¢, D', le equazioni cosi ottenute. Dalle 4° 2), consi-
derate come equazioni differenziali nella funzione P(u', ug), as-
sunta la 4" 1) come condizione iniziaie (per #'==ug) possiamo rica-
vare, in infiniti modi purché sia N™>2, la rappresentazione para-
metrica P= P°(x'), di una linea y tale che il vettore tangente

p . oF?
Pyt = 5,7 insieme al suo vettore derivato Py, (u') = vk

) ot . . .
% (') == — , soddisfi a tutte le A°: otteniamo anche corrispon-

EI
. - oP}
denti espressioni per Pf; = —

FIRRRTEE Dalle B° poste pei vet-



tori P}, P},.... le espressioni ora dette, se N =8, almeno
nelle ipotest piie gencrals circa le a, 5 (soltanto soddisfacenti
’

alle (147), (148)) & possibile ricavare due vettori Pj (u'), P, (¢')

. . . o} -
di Ry tali che sia P (1) = Za ® quindi anche P,.....
In generale i sette vettori P}, P;, Py, Py, P, Ph, Plia
di Ry risulteranno lungo y indipendenti, e si potra, fatte le sosti-
tuzioni, e sempre nell’ipotesi che sia .N =8, ricavare Py (u')
dalle C°. Ancora: in generale questo vettore Pp e i sette detti
sopra formeranno in Ry (NZ==8) un gruppo di otto rettori indi-
pendenti, e si potra ricavare dalle D un vettore 3, (w'); dalle
k. analogamente, un sistema differenziale del 4¢ ordine. risolu-
bile rispetto alle componenti di Py, (2!, #°), per la funzione
incognita P(«', «?). La soluzione di questo sistema che soddisfa
alle condizioni iniziali -

(151) PQd, wl)y= P'(u'), Py(ad, 1ul) = Py(u'),

Py (U, 15) = Pgy(46'),  DPaga{td, t6d) = Py (2d")
< .

soddisfa a tutte le (149). Dunque: almeno quando non si facciano
ulteriori ipotesi circa le a, 5{p,, pp==2) le (147) e (148) resud-
tano condixions (oltreché necessarie) sufficienli perché, in umno
spasio euclideo ad almeno 8 dimensioni possa effettivramente
costruirse una superficie per la quale a, g sta il tensore fonda-
mentale di 2" specie.

[n altre parole: wna superficie generica di Ry euclideo
(.V comunque grande) ¢ rappresentabile per applicabilita di 2*
specte (cioé, con conservazione delle lunghezze d’arco e delle
prime carvature} su di wno spaxio euclideo ad S dimensioni
(cioé: su di una conveniente superficie di Ry).

E probabile che ulteriori ipotesi circa le a, , portino sol-

tanto, eventualmente, ad abbassare il numero (8) di dimensioni
di questo ambiente euclideo minimo. (Che in casi particolari,
assai facilmente costruibili, vi sia effettivo abbassamento, & ovvio).
Su questo argomento mi propongo di tornare (e spero, con
risultati pitt completi e conclusivi) in altro prossimo lavoro.

12%
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12. — Proprietd intrinseche di specie » di una V,
riemanniana (geometria intrinseca tangenziale). - Ripren-
diamo il caso generale (n, m qualunque). Da quanto s§’& visto
ai nn. prec. (10, 11) ricaviamo che la geometria intrinseca di
specie m di una V, & determinata quando di questa sia asse-
gnato il tensore fondamentale di specie 2, tensore simmetrico
a, g di o,, le cui componenti soddisfano alle condizioni (138).

Da un punto di vista analitico, tale geometria é la teoria degli
invarianti della m—esima forma fondamentale completa, e il
corrispondente calcolo assoluto, che ha come operatori differen-

ziali dgny e D, (nn. 5, 7), ne & il naturale strumento di ricerca.
(m)

Y

Rammentiamo che esso & determinuto dalla conoscenza delle
a, g, pel fatto, a suo tempo stabilito (n. 6), che queste determi-

nano i valori dei simboli C; , (o, <<m + 1, p,<<m).

Per bene intendere la vera essenza di questa geometria
intrinsecn di specie m (che diremo, quando occorra distinguerla
dalla geometria intrinseca normale considerata al n. seg., geo-
metria intrinseca tangenziale di speeie m per la V,) conviene
riprendere per un momento in esame il caso classico m = 1.

Data una X, , cioé¢ una varieta n-dimensionale, indipenden-
temente da ogni ipotesi sull’esistenza di un ambiente euclideo
Ry in cui l]a X, sia immersa, & lecito interpretare geometrica-
mente il fatto analitico, che una qualunque trasformazione sulle
eoordinate curvilinee »” induce una trasformazione lineare sui
differenziali du", riguardando U’intorno del primo ordine di un
punio generico P della X, come appartenente ad wuno spazio

affine: lo spaxio affine tangente in P alla X,, E, (CaRrTax).
P

I vettori (controvarianti o covarianti) della X, in P sono allora
tutti e soli i vettori di E,; le componenti §" di un vettore con-
P

trovariante £ della X, in. P sono le coordinate cartesiane del
punto Q=P di E, nel sistema che ha P come origine, e
i vettori di componenti 10...0, 01...0,..... ,00...1 come
rettore fondamentali degli n assi. In questo sistema le du” sono
le coordinate cartesiane del punto P* della X, , nell’intorno del
1° ordine di P, avente le coordinate curvilinee u” - du’.
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Se alla X, si dia una metricn riemanniana, cio¢, se ne fa
una V,, assegnando un (arbitrario) tensore simmetrico a,,, tale
soltanto che sia |a,,|4 0, come tensore fondamentale, ossia una
forma differenziale quadratica (non specializzata) del 1° ordine,
@, =a, ,du"du, come espressione del ds’, si fa anche di cia-
scuno spazio affine tangente }1:7,, uno spazio euclideo, f,,, e in-

sieme, si viene a determinare, mediante il trasporto per equipol-
lenza di Levi-Civita subordinato a @,, un raccordo metrico
lcioe, una rappresentazione congruente) fra gli spazi euclidei tan-
genti in punti infinitamente vicini. Si pud anche dire, secondo
Cartay, che alla varieta ¢ data una connessione euclidea (che
chiameremo : di prima specie).

Ogni trasformazione puntuale fra due V, muta gli spazi
euclidei tangenti all’una negli spazi euclidei tangenti all’altra:
fra di esse le applicabilita (di specie 1) sono caratterizzate dal
fatto che esse subordimano delle rappresentaxioni congruent: fra
spaxi affini tangenti in punti omologhi. Tali rappresentazioni
conservano U equipollenza (di prima specie); questa perd non &
una proprieta caratteristica per esse.

Non & difficile ora passare dal caso m =1 al caso generale
(m qualunque). Si osservera anzitutto che una trasformazione
sulle 2" induce anche sui differenziali [-esimi di Pascai,

BuMp, <l; 1=2, 3,..., m; ved. n. 9, form. (121) o (124))

. . . .. eut
una trasformazione lineare, di coefficienti atp Py Pp= D).
174

Di piu; se, scritto per uniformita &'u" per du”, completiamo
i sistemi &' #* (p, << 1), facendone dei sistemi a un indice di
classe m, 8' u* (p,<<m) col porre & u* =38 ut, (ciod 8'u*=0
per {<p,<<m (cfr. n. 8)), abbiamo anche, piu in generale, che
tutte le &' »n*, per 1<<!<m, e quindi anche le quantita

1 1
(152) zn):aua_*_ ?6’““—*—....,.—{— 1n! 6mzta

subiscono una stessa trasformazione lineare, di coefficienti
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o«
—%( Pay P3=m). Se la X, esiste in un Ry euclideo, per le

(120) le £7 sono, nello spazio o, (m-osculatore alla V, nel
punto P generico) o,—componenti controvarianti del vettore

P¥—P =dP+ % aP+...+ —"%—d“' P, e quindi anche, sono

le coordinate cartesiane (in o,) del punto P* (che ¢ un qualun-
que punto della varietd nell’intorno di ordine » di P) in un
sistema cartesiano di origine P e avente i vettori P, (p, <<m)

come vettori fondamentali dei v assi (*). )
Ma indipendentemente dall’esistenza dell’ambiente euclideo,

la proprieta sopra notata a proposito delle o © sufficiente a
permetterci di riguardare U’ intorno dell’ordine m del punto
generico P sulla X, come appartenente ad nno spaiio affine,
che diremo : spaxzio affine m-osculatore alla X, in P, e che

indicheremo ancora con s,,. In questo spazio le &zn) S0N0 COOI-

dinate cartesiane del punto (della X,) di coordinate curvilinee

1
m!

d”w . Un qualunque sistema

w4 de 4 —g—d’n—}— +

controvariante a un indice di classe s, 7%, pud considerarsi
costituito dalle componenti cartesiane di un vettore v di quello
spazio, e le 1* possono pure interpretarsi come coordinate car-
tesiane, in o, del punto P 7. Se si assegna un tensore sim-
metrico a, ¢ a due indici di classe e, tale che le sue compo-
nenti soddisfino alle (138), e per la caratteristica p. di |a, 4! si
n-—+m
m
tensore fondamentale di una metrica, si fa di ciascuno spazio

abbia nﬁp(év:( )—-1), e del resto arbitrario, come

(*) Intendiamo qui ‘‘sistema cartesiano,, in un significato pitt ampio
di quello usuale, in quanto i v assi possono non essere indipendenti. Essendo
P I’origine, e, i vettori fondamentali dei v assi, a coordinate di un punto ()

si lovranno assumere v numeri z% tali che sia P 4 z%* e, = (. Un punto

avra dungue infiniti sistemsi dé coordinate se i v assi sono linearmente le-
gati; ci0 non porta inconvenienti, ma va tenuto presente.
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affine m-osculatore alla varieta uno spazio euclideo a p dimen-
sioni (e insieme, anche degli spazi l-osculatori, 1 <<!<Cm, degli
spazi euclidei, e della varietd stessa, una varieta riemanniana).

IY altra parte al tensore a & suberdinato un trasporto (per

2, §
equipollenza) dei vettori di 5,., e mediante questo trasporto ri-
sulta definito un raccordo metrico (congruente) fra i o, relativi
a due punti infinitamente vicini della varieta; si puo dire dllora
che a questa & data wna connessione euclidea di specie m.

Ogni trasformazione puntuale fra due V, muta gli spazi
aftini m-osculatori all’una negli spazi affini m-osculatori all’al-
tra; cido equivale a dire che la trasformazione muta 1’intorno
d'ordine m di un punto nell’intorno d’ordine i del punto
omologo, e sotto questo aspetto la cosa & evidente. Fra le
trasformazioni puntuali le applicabilita di specie m sono caratte-
rizzate dal fatto che esse subordinano delle rappresentaxioni con-
gruentt fra gli spaxe m—osculatort in punti omcloghi. Tali rap-
presentazioni conservano I’ equipullenza di specie m (proprieta
non caratteristica’.

In particolare la nozione di equipollenza (o di parallelismo)
di specie m (e ovviamente, anche quelle di equipollenza o paral-
lelismo di specie /, 1 <CI<Cm) sono nezioni invarianti per appli-
cabilita di specie m, cioé, appartengono alla geometria intrinseca
di specie e ; nataralmente nello sviluppo di questa avranno
quel ruolo fondamentale che nel caso classico (m ==1) & tenuto
dal parallelismo di Levi-Civira. .

Non c¢i restringeremo, nel seguito, a considerazioni rigoro-
samente intrinseche di specie w : cioe torneremo a supporre, in
generale, anche ove questa ipotesi non sia essenziale, I’esisten:u
dr un ambiente euclideo Ry in cui la V, sia immersa.

Curvature di specie m - Nuorve leggi di trasporto per le
direxioni e ¢ rvettor:. Oltre alle nozioni, gia piu volte e anche
poco sopra accennate, di equipollenza e parallelismo di specie
m, molte altre nozioni e risultati relativi al caso generale, della
geometria intrinseca di specie m qualunque, possono ricavarsi
quali agevoli estensioni di nozioni e risultati della geometria
intrinseca usuale (di specie 1). Ad es.: Data una serie di vet-
tori £(s) di o,,, applicati ai punti di una curva v di V,, di cui
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s & la lunghezza d’arco, si potra definire la curvatura (tan-
genxiale) di specie m della serie §(s) nel seguente modo :

/

1 ¢ d,.5* d,, &
(153 = mod %l | o, B LS <

e anche questa sara invariante per applicabilita di specie m. Se
analogamente chiamiamo curvatura normale di specie m della
serte §(s) la quantita

M

1 o du” _ / . ‘,du’ duw
150) o mod (8,6 GO =)/ B et e G

TR 1 L d
e indichiamo con " la (13) curvatura ordinaria in Ry, modd—f,
| ;

si ha la relazione pitagorica

1\ 1\2 1)\?
155 —) =7 =] »
(159) (Pn) (P[m]) +(P[m])

e sussistono interpretazioni geometriche analoghe a quelle note

1

pel caso m=1 (*). Ad es. i indica lo scostarsi della serie
]

di vettori §(s), nel punto P considerato, dalle serie dei loro

componenti secondo il o, osculatore a ¥V, in P. Si noti che la
curvatura normale di specie m di una serie di vettori di o, (e
non di 6,_,) non é un elemento intrinseco di specie m, ma lo é di
specie m - 1: tale & dunque anche la curvatura ordinaria (in Ry)
della serie, che per una serie di vettori di o, coincide con la
curvatura tangenziale di specie m -+ 1.

. 1 L1 1
In particolare & sempre —;— = 0, cioé — = ——, per vet-
Prog P Py

tori di o,_, o, a maggior ragione, di o, 1<h<<m—1. Per
una curve di V,, ciod pel caso in cui la serie £(s) & la serie

"y

1

(%) Per vettori E(s) di V.., . ¢ la curratura associata, secondo
113

Biaxcui.
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dei vettori unitari tangenti a 7, la curvatura p—,- & quella ordina-
12]

. .1 . .
ria, e cosi tutte le successive ‘7-—(h>2). Se i vettori £(s) sono
]

di 5,(1<<h<m) la curvatura p} & invariante per applicabilita
L}

di specie = h.
St pud introdurre come prima normale principale, relativa
. . ) . Y-
a 3,, associata alla serie di vettori £(s) la direzione di N PR

giungere a costruire, se il g, osculatore ha z dimensioni, un si-
stema prineipale di % direzioni due a due ortogonali associate
alla serie £(s) in ciascun punto di 7, e »—1 curvature, e otte-
nere infine un gruppo di formule di Frexer generalizzate, tutti
gli elementi introdotti essendo invarianti per applicabilita di
specie = h. :

Il parallelismo di specie m o (m:, 1)-parallelismo, porta vet-
wri di 5, in vettori di o,,; non porta perd, generalmente, vet-
tori di o, in vettori di o,, per k< m; e in particolare, se m >1,
non porta vettori di o, (cioé, tangenti a V) in vettori di o,: cio
pud accadere soltanto per particolari vettori, e in particolari
classi di varieta, che probabilmente presentano un certo interesse.

Ma si possono definire altre specie di trasporto dei vettori
che portano invece sempre vettori di 6, in vettori di o,, o pilt in
generale, vettori di s, in vettori di o, (1 <<h<m), pure essendo
inrariants per le deformaszioni di specie m e non per tutte le
deformaxioni di specie m -1 ; in particolare, non per tutte le
deformazioni di specie k, se h<Tm.

Diciamo parallelismo di ordine m, o (I, m)-parallelismo,
o anche m--parallelismo, la legge di trasporto di un vettore §(s)
di P, lungo una curva ¥, P = P(s), definita dalla condizione
che I’ m—estma normale principale (assoluta, cioé relativa ad
R, ) associata alla serie &(s) lungo | sia, tn ciascun punto di
gnesta curva, normale a o,, ciod alla varieta. Se di piu nel
trasporto si conserva il modulo del vettore trasportato, si dira
che questo varia per (1, m)—equipollenza, o equipollenxa di or-
dine m.
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Prima di venire alla rappresentazione analitica di questa
legge di trasporto per parallelismo (v equipollenza) di ordine w
mostriamo con semplici considerazioni geometriche come una
serie di vettori £(s) che varino lungo una curva 7 di V, se-
condo la legge ora detta risulti in effetto determinata quando
siano assegnati, in un punto P iniziale di v, (s =s,), m vettori
arbitrari (indipendenti) di 5, quali vettore iniziale della serie e
vettori derivati: primo, secondo,..., (m-—1)-esimo di £(s) nel
punto supposto :

-y a . ar d: Zim—1 d_“l__—lé
(lab) ';u:C(su); S = ("i.)s::.\'ﬂ’.“’ S0 : =( ) =S',‘

d g -1

Per questv premettiamo che, chiamando S, osculatore associato
a una serie di vettori §(s, di Ry uscenti dai punti di una
curva 7, in un punto P di 7, IS, di appartenenza del vettore
della serie uscente da P e dei vettori derivato primo, secon-
do,..., (B —1)—esimo, si pud facilmente dimostrare (*') che lo
spazio d’appartenenza degli §,., osculatori associati, in un punto
P di 7, alle serie di vettori di V, uscenti dai punti della data
carva 7 e aventi in P a comune gli spazi N, {cioe¢: il vettore
iniziale), S;, S;,..., N, osculatori associati (0 brevemente: aventi
in P a comune un elemento Ej d’ordine 2- 1) ¢ in generale
un N, ,,, contenente I’ £y comune-e I'S, tangente in P a T .
Tale S, si potra dire (k- 1, h)~ osculatore ulla V,, lungo «,
secondo I’ K, supposto (*).

Cid premesso : data dunque la curva (direttrice) 7 sulla 17,
e in un punto iniziale P di 7 un elemento E,, della serie &(s)
da costruire (in modo che, lungo ¥, &(s) vari secondo la legge
dell’ m-parallelismo}, la m-esima normale principale associata in
P alla serie da costruire ¢ determinata quale intersezione del-
I'R,_, normale in Ry a V, in P, e dell’ B, intersezione del-
I'R, . (m- 1, m)-osculatore lungo 7 in P alla ¥V, secondo

"

(*!) Con considerazioni analoghe a quelle seguite dal Boumpiant pel caso
degli .S), 41 osculatori a una curva (cioe, pel caso in cui i vettori £(~) siano
i vettori unitari tangenti a y). Ved. 5, 1913, pp. 395-396.

(%?) Cfr. Bomriaxi, 5, p. 402. (La corrispondente notazione del Boxpi vt
6 S(h4-1, k).
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I' &, supposto, e dell’ Ry_, normale all’ E, medesimo. Tali spazi
Ry_, ed R, sintersecano in effetto (genéralmente) lungo una
retta, giacendo entrambi nell’ Ry_;, normale alla direzione iniziale
’Z,) assegnata per i(s) in P. la quale sta nel o, tangente ivi a I7,.

Il fatto che, assegnato un elemento E. della serie &(s) in
un punte di 7, risulta ivi determinata la mw-esima normale prin-
cipale associata e quindi 1'elemento E) . ¢ ovviamente, suffi-
ciente ad assicurarci che quelle condizioni iniziali determinano
la serie &(s).

Considerazioni analoghe (non le stesse) servonc a dimostrare
che esiste una ¢ una sola curva ' awtoparallela per m-paralle-
lismo, o m-geodetica, di V', uscente da un punto secondc un
I, assegnato. Tali curve m-geodetiche sono state introdotte dal
Boweiaxt (31, 1927, p. 388); il quale pel caso (v =2) delle
superticie ne ha anche indicato (ibid., p. 388 e seg.) le proprieta piu
essenziali: in particolare, I’ invarianza per deformazioni di specie .

Veniamo a dare, pit in gencrale, dell’ m-parallelismo (e
insieme, anche dell’ w-equipollenza) delle rappresentazioni ana-
litiche, il che in particolare ci portera appunto a stabilirne il
carattere nrariante per deformazioni di specie m.

Le equazioni dell’ m—parallelismo si serivono assai facilmente
in forma vettoriale. Basta esprimere che 'R, dei vettori &,
Agy...,d™& & normale a ciascuno degli R, determinati dai
0P
oun”
ste condizioni si scrivono, ricordando la formula per I’angolo di
due (m 4 1)-vettori; nel modo seguente :

vettori P, =

[ed

\

ydi L dTYE D per r==1, 2,0, n Que-

EX P, diX P, ...... d"iX P,
3 EXE 3 G - A e X g
(157) Ll iwd: dixdE ... L. A7 ExXdi | =0, (¥

XA TG dEX A e L dn g

(>3) Si confronti con le equazioni date dal Boweiast per le curve h—goo-
detiche di una superficie : 31, 1927, p. 389.
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Ora: tenendo presenti le formule (111) -~ (116) (n. 8), ve-

diamo subito che le {157) si possono anche scrivere nella forma
seguente :

(158)
End, 2% dS, E%s.. At g% ) ) _ =0
@ s Cg& ity s T

..........................

g2 g
d(m) &1',' e a {m) &

A

intendendo, come al n. 8, che la somma rispetto ad a,(k=1,...,m)
sia estesa agli stati di «, pei quali p,, <h. Nelle (158) non figu-
rano che element: invarianti per deformaxioni di specie w ;
cid prova quanto volevamo. Le (157), (158) sono equazioni dif-
ferenziali d’ordine me, lineari nelle derivate m-esime, come era
facilmente prevedibile.

Le formule (157) e (158) bhanno forma invariante per una
trasformazione §* =\, con A funzione scalare arbitraria del punto
variabile su V,: dunque esse sono propriamente atte a definire
I’ m~parallelismo, cio¢ il trasporto delle direzioni, ed & sempre
lecito aggiungere ad esse la condizione della conservazione dei
moduli, ottenendo cosi la rappresentazione della m-—equipollen:a.

Non possiamo soffermarci piit a lungo su questo trasporto
delle direzioni e dei vettori di V,. Aggiungiamo soltanto che le
leggi di trasporto che abbiamo chiamato (m, 1)-equipollenza
(pei vettori di 6,,) ed (1, m)-equipollenxa (pei vettori di s,) sono
i casi estremi di una serie di trasporti, relativi a V,, dei vet-
tori dei suoi spazi osculatori, tutti invarianit per applicabilita
di specie m. 1l caso generale & costituito dalla legge di trasporto,
relativa a V, e a o, dei vettori di o,(k=1,2,..., m) per la
quale la (m — h--1)-esima normale principale associata (rela-
tiva all’ambiente Ry) ¢ normale al o, osculatore,; e si conser-
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vano i moduli dei vettori trasportati. Una serie di vettori §(s)
che varino lungo una curva 7 di V, secondo questa legge — che
potra dirsi: (k, m —h+1)-equipollenza (*) - & determinata
dall’ elemento E._,,, d’ordine m—~% in un punto iniziale P
di 7. Non presenta difficolta lo scrivere anche per questo tra-
sporto pitt generale equazioni del tipo (157) o (158), che risul-
tano d’ordine m — % -}-1, e lineari nelle derivate di questo or-
dine massimo. Su questa e su altre possibili, ulteriori generaliz-
zazioni non aggiungeremo altro nel presente lavoro.

Curvatura riemanniana (tangenziale) di specie m. I tra-
sporti dei vettori e delle direzioni di cui ora (e al n. 4) si &
parlato non sono ancora che elementi per uma costruzione della
geometria intrinseca di specie m di una varieta riemanniana. E
anzi si comprende come sia veramente essenziale per questo la
sola (m, 1)-equipollenza, che ha d’altra parte la rappresentazione
analitica piu semplice.

Come nell’ordinaria geometria riemanniana (intrinseca di
prima specie) si ricava, secondo Levi-Crvita, Scrourer, PErEs,
quell’invariante fondamentale che & il tensore di curvatura rie-
manniana, o di RizmManN-CHRISTOFFEL, avente per componenti i
simboli di Riexaxn, cosi ora, piu in generale, il trasporto ciclico
di un vettore di o, secondo la legge della (m, 1)-equipollenza
da luogo, in modo perfettamente analogo, a un tensore a due
indici di classe 1 e due indici di classe m, che chiameremo ¢l

" tensore di curvatura riemanniana di specie m. Precisamente
si hanno (anche nel caso attuale), pel divario fra i valori iniziali
e finali delle componenti (ad es., covarianti) di un vettore £ di
6, trasportato per equipollenza, relativa a V,, di specie m
lango il contorno del parallelegrammo infinitesimo di vertici

1
P, P1=P+d1Pr P1,=P,,=P1+d,P+d,P+ ?dxdzp.
P, =P d, P, le note formule
(159) D¢, = (.Zt—Z(M)(—il(m) —d, ‘,.)Ez(m)) §y = — R;’ s'.‘f &B d,w dae,
(Pos P3=<=m)

(**) Si noti dunque: 1 (k, k)—equipollenza & invariante per deforma-
xioni di specie h + k—1. Cfr. Bonprasi, 31, p. 388.
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ove

(“;0) R:'su#= 6du‘ Cir— on” C" + CZ: pjs_(’:s C-;;r
morTe m m mi m

Queste sono le componenti del tensore di curvatura riemanniana
di specie m, o secondo il Viraut e la Sig.”* Sacmorro (che le
hanno introdotte, con altra notazione, pel caso normale) 7 sim-
boli di Riemaxx generali::ate di 2* specie e di clausse m (ved.
65, p. 202 e seg.; 50, 51, 98).

Volendo far uso anche di elementi non intrinseci di specie
m alla varieta, e precisamente, del tensore di curvatura euleriana
di specie m (n. 5), si pud agevolmente ricavare dalle (159) una
espressione interessante per le componenti totalmente covarianti

E . ottenuta per altra via (pel caso normale) dal Virawn
mls S5 %9

(34, p.- 394, caso m=1; 65, p. 202}. Abbiamo

(o @1y — Qi @) € = Aoy (16X Py ) — iy (do6X Py )=
= d € X dyy Py—dy6 X dy,, Py =
=(d(m Py X Qs Py — dy,,, Py Xdy) P&, (pg, pg=m),
o_infine, per la (1Y),

(161 B by dyutty =

m

=(D, P, D, Py — D, Pa,\D Py)dyuwdyu 8
(m) - (m) (m)

e quindi

(162) R o =D.Px Dby — D.P,X DTy

mr 5% B (m) (m) (m)

= S”{ar < ﬁﬁs_ Sﬁasx '?Br'
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Questa ¢ |’espressione cui accennavo. Ritroveremo pill innanzi
(n. 15) le formule ora ottenute sotto altro aspetto, come equa-
sioni di Gauss generalizzate.

Dalle (160), (45}, (101) agevolmente si hanno per R, .., g
queste altre espressioni, ben note pel caso m=1 (ved. 51, p. 217):
" 5 :acz,._g_acm,ﬁ_
x5 a, s r
(163) m on o0

—:Y’ : (Caryy Cos, 8= Cus.y Cor. 8)y oy Py By P5 =1

E interessante notare che le (163) danno in particolare :

(]_6.‘:) R, aal,.’p . Ba;wf m

P = a = Ay, e o
m:,.s,)..p ou’ ou” + AS, pr Ar, ps

per g, py= m—1;

R _ L aa}.t, ps aa).s, nr aalr, nié
ALH Al pn 2 ou" - out du’

(165) . aals, wto aa).r, ps aa}.t, pr)
ou” dut 0w’

per py =p,=m—1.

Dunque alle (138) a), b), ¢) del n. 11 possiamo dare questa
forma invariantiva semplicissima :

< a) D.a =0 Prs pp=m—1
»
(166) ¢ b) Iml;.’s’.x_lé() p<m—1, g, =m—1
( ) Ii',",;xt’,t#() Py =fp=m —1.

Su questo avremo occasione di torpare (n. 15).

Si presentano molti problemi interessanti, ma debbo per ora
limitarmi ad enunciarne qualcuno: ad es. lo studio delle va-
rietd in cui s annulla il tensore di curvatura riemanniana di

13
13
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specie m (m=2, 3,...); lo studio delle relazioni fra questo in-
variante' di curvatura per deformazioni di specie m e certe
espressioni pure invarianti introdotte dal Boweiaxi (15); la deter-
minazione di un sistema completo di invarianti differenziali di
una V, per le deformazioni medesime.

18. - Cenno sulla geometria intrinseca normale di spe-
cie m. 11 tensore di curvatura riemanniana normale di spe-
cie m. Abbiamo definito, al n. 4, il trasporio per equipollen:a,
relativo a V,, dei vettori normali ai suoi o, osculatori, e ne
abbiamo dato, al n. 5, la rappresentazione analitica (61), cio¢

(167) E(,,ﬂ&,: D,.e"dl(r =d£i—Atj,.&jdltr == 0.
(m) m

E evidente che questo trasporto, o gli operatori differenziali D,
m

e dm che ad esso corrispondono, determinano, per 1’ente costi-

tuito dalla V, e dagli spazi normali, nei suoi punti, ai rispettivi

6, osculatori, una sorta di geomelria a connessione metrica

(euclidea) nel senso piti generale, di parametri A,,. (Cfr. Koxic,
L.

CartaN, ScHoutes : 17, 24, 27. Ved. anche 90, 91). Tale geome-
tria si dird geometria intrinseca normale di specie m per la 1, .
(Cfr., pel caso m =1, Carrax, 23, p. 46 e seg.).

Una tale geometria, intesa in un senso un po’ piu generale,
si pud definire per una ¥V, anche indipendentemente da ogni
ipotesi sull’esistenza della ¥V, in un ambiente euclideo R,. Ba-
stera associare (cfr. 90) al punto generico della V, un E, pas-
sante per essa, indi assegnare una metrica euclidea non specia-
lizzata, e del resto arbitraria, e arbitrariamente variabile da
punto a punto della V,, per gli E,, facendone cosi degli spazi
euclidei R,; infine, assegnare un sistema di quantita Ay, sod-
disfacenti alle condizioni (86) n. 6 e del resto arbitrarie; le
quali rispetto a un sistema di p-uple unitarie e ortogonali di
vettori e¥ (', u%..., u"), 4,5, h=1,2,..., p, prese sugli R,
come elementi di riferimento, potranno interpretarsi come para-
metri di una connessione metrica fra gli R, associati a punti
di V, infinitamente vicini; ciod, di un trasporto per equipol-
lenza, rappresentato da formule del tipo (167).
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Ma anche qui (cfr. n. prec.). supporremo invece senz’altro,
per semplicita, la V, esistente in R, euclideo.

Se diciamo, per analogia col caso della geometria intrinseca
vera e propria (geometria tangenziale), applicabilita normale d
specie m fra due varietda di V, una trasformazione che muti i
punti della prima nei punti della seconda, e insieme, i vettori
normali al s, del punto generico della prima nei vettori nor-
mali al 5, nel punto omologo della seconda, in modo da conser-
vare le lunghezze e gli angoli (cioe, la metrica) negli spazi nor-
mali ai 6,, e il trasporto per equipollenza di specie m, relativo
a V,, dei vettori normali ai 6, , potremo anche dire che la geo-
metria intrinseca normale di specie m é lo studio delle pro-
prietd invariants per applicabilita normali di specie m.

Sia le applicabilita normali di specie m che la corrispon-
dente teoria invariantiva, anche nel caso m =1, non sono state,
finora, oggetto di studio, se si escludono alcune osservazioni del
CartaN (¥) relative appunto al caso m=1, e riguardanti il
tensore di curvatura riemanniana normale (intrinseca). Tale ten-
sore 6 finora 1’unico ente di questa geometria intrinseca normale
che, se non altro perch® si presenta necessariamente anche in
altre ricerche (sulle V, in relazione con 1 ambiente) sia stato
preso in considerazione (*). Analogamente anche nell’ attuale
caso piu generale (m qualunque) ci limiteremo ad introdurre
quello che chiameremo il fensore di curvatura riemanniane
normale di specte m. Esso ha un ruolo e un’espressione ana-

litica affatto analoghi a quelli del tensore R;';; 3 (che si dira,

m’ S
ove occorra evitare confusioni, tensore di curvatura riemanniana
tangenziale di specie m). Precisamente: pel trasporto ciclico per
equipollenza di specie m relativa a ¥V, di un vettore § normale
a 6,, di componenti (s,-ortogonali) &, lungo il parallelogrammo
infinitesimo di vertici P, P,, Py, P;, (ved. n. prec.) si ha

(168) D&C = ((72(“:) E(lnz) - Jl(m) 32(,,1)) é‘ = RZ;; 67 &J dl u" dg u® »

(55) 23, 1925, pp. 47-49.

(3%) AlD’ infuori del trasporto per equipollenza relativo a 1, dei vettork
normali ai o, , qul definito per m qualunque (n. 4), ma pel caso m=1
gia introdotto da me in un lavoro del 1925 (37).
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ove

0 a0
> 0"
(109) h.-,s; = .8—_1 o Aﬁ,» - 5‘—, A(;; -+ Aikr Akjs - Aik: Alzjr .
m Cm w m mo om om om
Queste sono appunto le componenti del tensore di curvatura
riemanniana normale di specie m, che naturalmente risulta inva-
riante per applicabilita normali di specie m.

Car. 20 — Proprietd q’ ordine » di una varieta 17
in relazione con I’ ambiente R, .

14. - Significato del tensore di curvatura euleriana
di specie m ; sistemi quasi-coniugati, linee quasi-asinto-
tiche ; forma angolare di specie ». Veniamo infine a una
rapida scorsa sullo studio delle proprieta di ordine w di una
V. che sono legate all’ esistenza di questa in un ambiente eu-
clideo R, (d"un assegnato numero di dimensioni). Mentre delle
geometrie intrinseche, tangenziale e normale (di specie m qua-
lunque) stanno a base i trasperti per equipollenza di specie w
dei vettori (di o, e normali ai ¢,), le relazioni con I’ambiente
sono riassunte dal tensore di curvatura euleriana di specie m,
mediante il quale, come abbiamo visto (n. 5;, si completa, per
unr campo vettoriale qualunque di Ry definite su ¥, il diffe-
renziale d§ quando si conoscano quelli assoluti, di specie i,
dei rispettivi componenti secondo 5, e normale a o, .

A questo tensore abbiamo gid avuto eecasione d’accennare

pilt velte. Abbiamo visto (n. 5, form. (77)) ehe i vettori Qur. i
m

quali ne danno una rappresentazione parzialmente scalare, pos-
sono cost ottenersi -

(170) Q.= [:,. pP,, (g =< m)-

abbiamo notato che le Qur sono tutte nulle per p,<m, il che
m

porta (65, p. 197) che, sostituendo all’ indice composto a (g, = ne}

le sue cifre 7 7y...7,, le ., . , si possono rigmardare
m
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come le componenti di un tensore ad w -1 indici di covarianza
di classe 1. E abbiamo visto infine che, se & & un vettore
ds3 e

(171) Qor gz du”

"

il componente normale @ 3, del differenziale d& (calcolato in
R,); il suo modulo & quella che abbiamo chiamato la curvatura
normale di specie m della serie &(s). In particolare, ¢

. r r, r, I
(172) !2,.‘ Fy o g r AT A2 AU d

»n

il componente normale a s, di d“*'P. Se ¢ & un vettore nor-
male a 5, &

(173) —a® 39 X Edu - P,

n

il componente tangenziale a o, del vettore di d§.

In sostanza il tensore di curvatura euleriana (di specie m)
esprime il dicario fra i trasporte per equipollenza : ordinaria
(in Ry) e di specie m (tangenziale ¢ normale) relatica o V.
(Cfr. 18, pp. 1114, 1116-1117). L’annullarsi di Q«r esprime che

m

i due trasporti per equipollenza su V, coincidono.

Mediante il tensore di curvatura euleriana possiamo ottenere
una rappresentazione analitica dei sistemi di linee guasi-coniugati
%, .1 ()5 cosi chiamando un doppio sistema di linee (I', M)
di P, tali che in ciascun punto di una linea I' lo spazio
(# - 1)-osculatore associato, in Ry, alla serie delle direzioni
delle linee M che ne escono giaccia nello spazio m-osculatore

(>*) Ho studiato in un precedente lavoro (25. 1925) i sistemi quasi—co-
niugati %1, w—1 Su di una superficie, estendendo ad essi alcune proprieta date
dal BoMpraxt per le linee quasi-asintotiche vy, ., -1 (10, 1916). In generale
seéstemi quasi—consugati «,, ¢ s1 poiranno dire quei doppi sistemi di linee (even-
tuali) della V', tali che vi sia una incidenza particolare fra 1'S, osculatore
associato alla serie di direzioni delle linee di uno dei due sistemi che escono
dai punti di ciascuna linea dell’altro e lo spazio p—osculatore alla varieti.
Un’altra estensione della nozione di sistemi conmiugati ¢ stata data dal Bowm-
pianI (19).

13 %
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in quel punto alla ¥V, (cioé: giaccia in s, la m-esima normale
principale associata, in Ry, a quella serie). Tenendo presente la
(115), indicato con £ (o, in o,, fx=28 ¢, p,<<m) il vettore
unitario tangente alla linea I' generica e con du” un sistema di
differenziali presi lungo la generica linea A, abbiamo subito per
gli eventuali sistemi quasi-coniugati «, .., di V, in Ry la se-
guente rappresentazione analitica :

(174) ‘ Qo Ao E2dw =0, fo = M,
cio®
(174)* Qryryrar€tdu’. . du"du = 0.

- m

Si vede di qui che, nel solo caso in cui la dimensione del
S, osculatore a V, super: di n—1 quella del s, , dato comun-
que il sistema di linee M esiste, ed & determinato 7% modo uni-
voco, un corrispondente sistema I' ; non perd viceversa.

In particolare se diciamo, secondo Bowprant (%), linee quasi-
asintotiche v,, .., le (eventuali) linee della V, che sono quasi-
coniugate x,, ... a s& stesse, tali cioé che in ogni punto di ciascuna
di esse 1’8, ., osculatore giaccia nel o, ivi osculatore alla varieta
(ossia : vi giaccia la m-esima normale principale), avremo che
queste linee saranno rappresentate dall’equazione vettoriale

(175) ‘ Qar d oy u* duw” =0, pa=m,
m

cioé anche

(175) Gror corprdutdu.  duadu” =0.

Per m =1 si ritrova un risultato notissimo; per » =2 si hanno
sotto forma lievemente diversa i risultati notati dal VrraLr (¥
Un altro interessante problema delle relazioni fra varieta
ed ambiente & quello dell’angolo fra due o, osculatori in punti
infinitamente vicini della varieta (*). Per calcolare questo angolo

(%8) Ved. 4, 1912; ved. anche 5, 6, 8, 10, 14, 15, 16, 22, 31.
(3%) 34, p. 428. .
(%) Ved., pel caso m=1, 91, n. 7, nota (*).
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¢i conviene tener presente che esso & uguale a quello degli
spazi rispettivamente normali ai due 6,. E immediata 1’ osser-
vazione che se v(s) & una serie di r-vettori (r=1, 2, 3,...)
di Ry applicati ai punti di una linea 7, P=P(s), di V,, la
parte principale del quadrato dell’ angolo d’inclinazione fra gli
r-vettori uscenti dai due punti infinitamente vicini P, P-}-dP

di 7 & il quadrato scalare di dv(s):

(176) db® =dv Xdyv.

Nel nostro caso si tratta dei p-vettori (unitari, normali ai o) ;
1 2 P

(177) v=p! X~ X~...~ X, p=N—y,
m " m

ove — @&, secondo ScHouteN, il simbolo della moltiplicazione
alternata. Dunque si ha

p 1 2 i—1 i il »
(178) =I5 X~ X~ ~X~dX X~ X)
m m m m m m

ora di qui si ricava subito, ricordando la formula pel prodotto
scalare di due p-vettori,

? i i 7
de* =2,(dX)}*—23(dX X X)*
1 m (¢5)
Y essendo estesa alle combinazioni semplici ¢j della classe 2
(O] ‘
di 1, 2,..., p. Ma per le (68), (62) si ha

i i j
(180) dX=(._.(:w.z¢,ﬁPp +:4;“J,)J()du", Poy Pp=m.

Sostituendo si ottiene la formula semplicissima

(181) do*::a»ﬂga,.xgasdwdw,
ossia
(132) a6 =a*? éa,«:ps du dw .

La forma differenziale quadratica del 1° ordine data dalla (181)
o (182) si potrd chiamare forma angolare di specie m. Essa nel
caso molto particolare in cui sia N=3, n=2, m=1 si ri-
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duce alla ter:a forma fondamentale di Gavss di una super-
ficie dello spaxio ordinario (ds* dell’ immagine sferica).

15. - Condizioni per la subordinazione di una geo-
metria riemanniana intrinseca di specie m alla geome-
tria di un ambiente euclideo di dimensione assegnata ;
equazioni di Hravary, di Gauss, di Copazzi, di Kiave gene-
ralizzate. Affrontiamo infine il problema fondamentale delle
relazioni fra varieta ed ambiente: il problema della subordina-
zione di una assegnata geometria riemanniana intrinseca (tan-
genziale e normale) di specie m alla geometria di un ambiente
euclideo (di assegnata. dimensione). Anche gui la trattazione puod
svolgersi come pel caso m:=1: mi limitero ad aceennare le
linee essenziali dell’ estensione dal caso 2 =1 al caso generale (*).

Sia, come al-n. 3 (fine), §(P) un campo di vettori di Ry
applicati ai panti P di V, e comunque diretti; siano &', §" i
componenti del -vettore § generico secondo 6, ¢ nermale a 6 ,:
onde si avrd per § la decomposizione espressa dalla form. (38)
n. 3, e analoga decomposizione, la (68% n. 5, avremo per d&.
La (68) pud anche scriversi nel modo seguente :

ag = (_"tm) g . Pa + Qar &% du —
m

(183) ~ ,.
— % Xeﬁa’ﬂpa’l“"" & X.

Introduciamo (cfr. n. 5) il riterimento cartesiano ortogonale .= in
Ry(4, B, C, D,... =1,2,..., N); indichiamo ancora (cfr. (73)) con B’:

le Ry—componenti dei vettori P. e con Q;‘,‘.‘l quelle dei vettori
m

(%) Mi riferisco, pel caso m=1, alla trattazione da me data in un la-
voro recente (9t), ove studio, pit in generale, le varieta a connessione «f-
fine subordinate ad altre varieta della stessa natura.

Gli sviluppi yui sopra esposti (n. 15) hanne qualche punto di centatto
con lo studio, pure condott con assai diverso metodo e da diverso punto di
vista, del ‘‘ Formenproblem ,, per le varieti di uno spazio euclideo, o rieman-
niano a curvatura costante, quale & esposto da W, MAykr in un recente trat-
trato (100, pp. 201-232; bibliogr. a p. VI). Di questa pubblicazione sono venuto
a conoscenza troppo tardi per potere svolgere qui 1’ interessante raffronto.
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Q,,, cio¢, del tensore di curvatura euleriana di specie m ; ana-
m

logamente, con Cf indichiamo le Ry—componenti dei vettori

L]
X (®). Rammentiamo che

(184) Q,,=D.P,, cios Q-4 =D, C4; .

m (m) m* (m)

poniamo analogamente

J
(185) - W,=D.X (% cioe M4 =p CA.
w (m) mJ” my J

Di qui segue, tenute presenti le (62), (60)
j___ o -4 04 - P .
(186) M, X X=0 eiot I Cj =0, t,j=1,2,.,p;

ossia ¢ vettori L, giacciono nel s, (cfr. le (76) n. 5). Piu pre-
cisamente : in eonseguenza delle relazioni

: j
(187) Py X=0 (B;:(,;“zo) py=m; j =12, p
si ha

i i
{%%) Seriviame C;} al luogo di C* od X+ perché vogliamo temer pre-
sente il carntlere lemsoriale di queste quantita anche nei riguardi dell’ in-

i .
dice ¢ (s’ intende : per trasformazione ortogonale sui p vettori X). Maggiore
precisione di notazioni potrebbe ottenersi facendo uso, secende SciiouTEN,
(ved. 91, n. 2, nota (")) dei vettori fondamentali (Vassvektoren) relativi ai
singoli sistemi di riferimento (in V,, in g, , nell' R, normale al s,) e

2
della ¢ {bdrosseluny ., degli indici. Ad es. si ha Ct=r¢ X4, se con
i

. ) . J . . ’
e/ (= 3y) indichiamo le compenenti, nel sistema X, degli stessi vettori X
J
di riferimento.

J
(¥) Qui X ¢é censiderato formalmente, nei riguardi dell’ indice j, come
un sistema covariante; in questo senso & ad esso applicato I’ operatore D, .
m

Cosi nelle (202). Cfr. n. 5.
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J
(188) @, X X+I,XxP,=0 (@i +I; By =0),
onde

: J
= —a® . A _ _ e p pdo..BeB
(189) I, =—a%PQ, x X.P, (x4 =—a%FB; Q:5C).
Cid posto, dalle (183) (v anche direttamente dalle (38) n. 3;
abbiamo : '

38 D&la BA-}—Q AE'“'ﬂAa'—I—D&:' CA

(190) e L

Ora : queste possono riguardarsi come equaxiioni differenziali
nelle t4 (cfr. 91, n. 2, fine) considerandovi le Bf, C;i e le

Q;.'rA , ﬂ;.'rA (date queste dalle (184), (185)) come funzioni rote

delle 7" ; & agevole ottenere le condixioni d’integrabilita. Deri-
viamo rispetto ad «*, indi alterniamo rispetto agli indici 7, s;
tenute presenti le (159 (168) abbiamo

R:---8pd L p, o4 __p Q-4)¢>
(r"“ +(m)m°“ ()m) +

(191) .,
+(R, ;ij Of + D ILA — D )e

(m) w!"

Perchs le (190) siano completamente integrabili occorre e basta
che queste equazioni (191) valgano per qualunque campo di
vettori £(P); cioe, che sia

4 .ppd D, 4 __p @-4\g* 1 BB
) ( rasa Oy +1m) Rar m) m )2 B+
(192)
+(R,”jo -|-D11A D, I ) =0,
(m) n!” (m) w?S

(*) Qui I’ operatore D, (ved. n. 7, form. (100)) deve intendersi applicato
ad Qig‘* considerando o ed s come due indiet distints, delle classi m ed 1.
m

La stessa (o analoga) interpretazione & da darsi al simbolo D, nelle (192),
(193), (194) e nelle (204) (ove 7 & riguardato come un indice ordinale).
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« in forma vettoriale

P Py (R Py D@y, — D 0y) +

n m?‘..‘l.’& (m) m
(193) i j
+ X (R;’ys,"iaj‘“Y + Dl Hir - 'D" Il*') = 0.

(m) m (m) m

Queste sono le cercate condizioni d’integrabilita. Per m =1
esse si riducono alle equazioni date (in forma assai diversa, e
in ipotesi pilt generali circa la varieta, piu particolari circa i
riferimenti) da V. Huavary (®). I primi membri delle (193)
per ciascun sistema di valori di », s sono forme bilinear: alter-
nate di vetlori di R, cioe somme di bivettori (bivettori gene-
rali, secondo ScHOUTEX ; sistemi di bivettori, secondo CARTAX).
Alle (192) o (193) si puo arrivare anche per altra via, che
meglio pone in luce il loro significato. Calcoliamo le condizioni
d"integrabilita delle (184), considerate come equazioni differen-

c e v . .
ziali nelle B, . In conseguenza delle (159) esse si scrivono

semplicemente

(194) D, Q;A —D,Q4A_FR-- -bpd

S or r.s;a B

Analogamente le condizioni d’integrabilitt delle (185), quali
equazioni nelle C:.' , Sono

- A WA _ g od
(195) DA — DN =R, Cl.

Ora: tenendo presente che

(196) %P BA Bg’-}- CAcB=3,, (=1se A=B; =0se A+B)

(%) Loc. cit. in 91, nota (). Cfr. le form. (19} dello stesso lav. 91, n, 2.



200

dalle (194) e (195) moltiplicando per z“'?’ Bf e per Cf, rispet-
tivamente, e sommando, otteniamo appunto le (192). Viceversa,
da queste moltiplicando per Bf, oppure per C'f_", e sommando,
ricaviamo le (194) e (195). Le (192) dunque riasswmono le con-
dizioni d’ integrabilita delle (184), (185). Ma esse, e cosi pure
le (194), (195), presentano questo inconveniente: d¢ contenere
le funxioni incognite B;1 e C;.i. Vediamo perd come alle (192),
o alle equivalenti (194), (195) si possano sostituire delle equa-
zioni in cui non figurano piu le B‘: e 02.1. Anzitutto ricordiamo
(n. 5, form. (69), (67) e (77)) che, posto

(197) o =9, X X =01 ¢
" m m
si ha
. 48 A
(w‘?’) 53”. = Wgy Ci )
»n m

onde anche, per le (184), (185),

(199) o =—10, x P, =— ;" By,
m m "

i
(200) 4= —a%?aw, Bl
* mt’ m -m 3

Possiamo dunque scrivere le (184), (185) nel modo seguente :

i
X, cioe D, B

ar

(201) D.P, -

58 -

i ) 1
(202) D,X=—a%Pa, Py, ciot D .Ci=_qnuby B
ar £8 % 3
(m) m m (m)

D’altra parte dalle (194) moltiplicando per Bj{ft , oppure per 0;.{,
¢ sommando otteniamo, in forza delle (198) e delle (201), (202):
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YY) ’

(203) Oy Oy = Oy 003 = Rr P AR
mo om m om m

cioé

203 )* O ) J— ) — .
(203) QL Xy — @ X Gy =R,
m w wi m m* T

e
’ i J 7

(204) Do, —D. .oy, =0;.4,, —ws, 4.
m mn m m m  om

Le (203) poussono dirsi, per ovvie ragioni (cfr. 91, n. 4) equa-
stons di GAvss generaliszale ; le abbiamo gia trovate per altra
via al n. 12 (form. (162)). Le (204) sono generalizzazioni delle
classiche equasioni o Copazzl.

Dalle (195) moltiplicando per B:(i e sommando si ritrovano

ancora le equazioni (204) di Copazzi; moltiplicando invece per
l.’;“‘ e sommando si hanno le equaxioni di Kinxe generali:zate :

1 k i I3
20 = ax£, —_ 7/
(205) a*® (a)w. Wge—— W, ‘”ﬁr) =R, . .
n m m m

m m

E agevole verificare che le (203), (204), (205) ecostituiscono in-
sieme le condizioni o’ integrabilita delle (201), (202): il che del
resto puo dednrsi da quanto sopra si & esposto.

Quanto precede presuppone sempre che sia 1.<N; ma non
oreorre, in realtd, escludere il caso g = N, cio¢ p =0, bastando

sostituire ovun-

1
allora nelle precedenti equazioni alle 4,,, ®,,
m

m
ique lo zero.

Supponiamo ora che vengano assegnati a priori: 2/ numero,
N, Adi dimensioni dello spaxio enclideo ambiente, Ry; la forma
b, , ciot (quali funzioni delle «") le Uyt © infine, detta p la
caratterisiica di ||a, ;|| (onde occorrera supporre N=>yp,), quando
sin. N>, posto p=N—p ed 7,)=1,2,...,p, 7 parame-

tri 4y, e 9l sistema di vettort o (pr<<m +1: p,, pg<<m).

m

Siamo in grado di precisare delle condizioni necessarie e sufti-
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cienti perché, in relazione a sistemi di riferimento opportuna-
mente scelti, quegli enti corrispondano ad una effettiva V, di
Ry; e indicare come, in tale caso, la ¥, possa costruirsi entro R,.

Troviamo subito delle condizioni nrecessarie, che poi mostre-
remo essere anche sufficient:.

Anzitutto, come abbiamo gid notato, la caratteristica p. di
||@s, 3| dovra essere non superiore ad N; questo ¢ geometrica-
mente ovvio, mentre da un punto di vista analitico, p<<N & la
condizione perche, in Ry, le equazioni

(206) Pﬂ. X PB = aa,B cioé B; Bg = aa’p

siano algebricamente compatibili (*). Posto, come al n. 1 (ved.
form. (2)),

(207) v=("+”‘)_1,

m

se risulta v>N fra le a, 3 dovranno dunque sussistere
(=N 6 —N+1)
2

relazioni indipendenti in termini finiti, che

si scrivono senza difficolta. Indichiamo complessivamente con L,
queste condizions di compatibilita per le a, g in termini finiti.
(Cfr. n. 11, nota (*)). Esse risultano, naturalmente, comprese nel

gruppo L, , di O —p (V2— bt equazioni esprimenti che la ca-

ratteristica di “ @y B" & p (o meglio, che essa non supera p), quando

si aggiunga Dipotesi esplicita N=p. Oltre ad esse dovremo
supporre che dalle a, g siano verificate le condizioni differen-

xtalz (138) n. 11, (o (166) n. 12), necessarie e sufficienti, come
vedemmo, perché a partire dalle @, g si possa univocamente co-

struire un corrispondente calcolo assoluto generalizzato (pel quale
risulti Da, 5= 0).
m

Analogamente, nei riguardi delle Ay., si dovra supporre
m

(65) Cfr. Lev1, 2, p. 10.
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che siano soddisfatte le (86) n. 6. E nei riguardi delle

i
o (p. << m + 1) dovranno valere le condizioni seguenti (conse-
m

guenza delle (78) n. 5 e (197)) :

(208) o, =0, per p.<<m.

Per di pin, gli enti a, 5, Ay, (:)1 = c:)a,., con p,<<m, do-
m m m

vranno essere tali da soddisfare alle equazioni (203), (204), (205)
di Gauss, di Copazzi e di Kimve generalizzate. Nei riguardi
delle equazioni di Gauss possiamo notare che, da quanto si disse
alla fine del n. 12, risulta che esse comprendono in particolare
le (166) b) e ¢c), o le equivalenti (138) b) e c); inversamente,
tutte le relazioni fra le sole a, g ottenibili dalle equazioni di
Gauss generalizzate si possono ricavare quali conseguenze lineari
delle (138). (Cfr. n. 11).

Concludendo : le relazioni L, 5, (138) a), (86) e (208), (203),
(204), (205) sono certo condixioni necessarie per 1’ esistenza di
una corrispondente V, di Ry.

Ma vediamo subito che esse sono pure condixioni sufficienti.
Cioé: se esse sono soddisfatte, ¢ possibile trovare un sistema

i

di soluzioni P (v, u?,..., u"), Pa(u', u’,..,u"), X (u', 1., u"),
cioe A (2, ..., u"), B;‘ (0, u?, ..., u), O;‘l (w2, ..., u)
del sistema.

*P x4
(209) ————— =P, .n (————— = B4 )

ou ... o oun... ou™ 71 Fgeee

(ove 1<<h<<m, ed r,7r;...r, & una qualunque combinazione
con ripetizione della classe 2 di 12... n),

[3 [ [
(201) D.P,= w, X D.Bl=w, 0;-‘)
(m) m (m) m
(202) D,X=—a%%w, Py (D.Ct=—a%Pu, B
(m) m m (m) m m
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soddisfacenti alle

— A \
(210) P“XPB ——(l“.;j (B" I;},’—(la.;‘}
(211) P,xX=0 (Bici=v,
i j
(212) XxX=3, (Cict=s,.

Infatti: 1’ipotesi che sussistano le relazioni L, , porta an-
zitutto che & p.<< N. (In caso contrario le (201) e (202), come le
211) e (212), non avrebbero significato). In secondo luogo: se, nelle
ipotesi dette sopra, i vettori Py soddistano alle (201), tenute
presenti le (75) e (79) ricaviamo che ¢

(213) -5;? = Py, FG =D

-"
0B
31”).__ ( N J) plgm-—l

cio¢: tutte le (209), all’infuori del primo gruppo
] oP or4 1
(214) s =P, (E?" = Br)
rientrano fra le conseguenze algebriche, anzi linear:, delle (201).
Le condizioni d’integrabilita delle (214) in forza delle (201)
sono senz’altro soddisfatte.

Inoltre : le consequen:e differenxiali del sistema formato
dalle (210), (211), (212) n forza delle (201) e (202) (e delle
(138)) rientrano mel sistema stesso: la verifica di questo &
agevole. Dunque per un sistema integrale delle (201) e (202)
le (210), (211), (212) saranno soddisfatte identicamente se lo
sono in un punto iniziale Py, u"= uj.

Essendo p. la caratteristica della matrice | a, g, delle (210)
soltanto

p2y—p+1)
{215) 5

sono indipendenti (cfr. Levi, 2, p. 10); le (211), (212), come
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pp+1)
2
indipendenti, cosicché complessivamente le (210), (211), (212)
N(V41)
4

<

i
condizioni pei vettori Pxed X, sono poi in numero di vp+

sono N (v—u) + condizioni indipendenti per gli
L' .

N+v—u vettori Px, X di Ry. Il piu generale sistema di vet-

tori che soddisfi ad esse nel punto iniziale w” = wuy dipendera da

N(N—1)

9
=

parametri arbitrari. Resta poi, come & naturale, del

tutto arbitrario il punto della V, corrispondente a #" =1, cio¢,

il sistema di valori iniziali delle z4.

Tenendo presente infine che le condizioni d’integrabilita
delle {201), (202) sono, come gia s’& notato, le equazioni (203),
(204), 205) di Gatss di Copazzi e di Kinne generalizzate; ve-
diamo che risulta stabilito quanto avevamo enunciato. Piu pre-
cisamente, possiamo concludere :

Datz Uintero N e, in funxione di n variabili ', i,..., u",
un lensore simmetrico a, g a due z'ndici di classe m, cioé, una

o0 Sy, 3
a’35 u* 8" u
(Pas p3==m), un sistema di  funxioni scalari A, e un si-

m

forma differenxiale quadratica d’ ordine m, ®,=a

stema di vettori covarianti, a¢ wun indice di classe m + 1,
i

ot (b J=1, 2y, p; p= N—p; p=caratleristica di |§aa B”)’
m ‘ ?

condizione necessaria e sufficiente perché esista wuna variet
V, di Ry avente a, 3 come tensore fondamentale di specie m,

le A, come parametri della connessione metrica fra gli I!,
m

i
normale ai s, (n. 13), ¢ vetlor: wr come componenti del tensore
m

di curvatura euleriana di specie m, ¢ che:

1) le a, 3 soddisfino alle condixtoni L, y in termini finili
e alle relazioni differenxialy (138) a) n. 11;
2) le Ay, soddisfino alle (86) n. 6 ;
m

3) le ws: soddisfino alle (208)
m

13
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i i
4) le a5, A, w;=w,, soddisfinoalle equazioni (203),
m m m

(204), (205) di Gauss, di Copazzt e di KimNe generalizzate.
Se tali condizioni sono soddisfatte, la V, si costrui-

sce in Ry determinando (insieme alle Cfl ) le Bf con U inte-

graxione delle (201) e (202), valendosi delle (210), (211), (212)
quali condizions inixiali, e poi le x4 per quadrature dalle (214);
cost la variela risulta determinata a meno di movimenti dello
spaxio Ry.

Questo risultato e gli altri esposti nella II Parte del pre-
sente lavoro non costituiscono che un inizio di trattazione gene-
rale ed uniforme per le geometrie riemanniane di specie supe-
riore; perd sufficiente, spero, a mostrare come coi procedimenti
di calcolo qui introdotti - pel caso normale in gran parte dovuti
al Vitaur - tale teoria generale venga a ridursi ad una assai
naturale e non difficile estensione dell’ordinaria teoria relativa
alle proprieta differenziali di 19 ordine, cio2, della classica geo-
metria riemanniana.
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