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RÉSUMÉ

Nous nous intéressons à l’estimation non paramétrique de la fonction d’intensité d’un
processus de Poisson doublement stochastique. Une méthode de sélection du paramètre de
lissage basée sur la minimisation d’un critère local de validation croisée est proposée, ainsi
qu’une application à un problème météorologique.
Mots-clés : Intensité, Processus de Cox, Estimation non paramétrique, Degré de lissage,
Données météorologiques.

ABSTRACT

This paper deals with the nonparametric estimation of the intensity function of a doubly
stochastic Poisson process. A data-driven smoothing parameter based on the minimization of
a local cross-validation criterion is proposed, as well as an application to meteorological data.

Keywords : Intensity, Cox processes, Nonparametric estimation, Bandwidth choice, Meteoro-
logical data.

1. Introduction

Le travail présenté ici porte sur l’estimation non paramétrique de la fonction
d’intensité d’un processus ponctuel. Le point de départ de cette étude est un problème
météorologique concernant les phénomènes de formation des gouttes dans les nuages.
Ainsi, on est amené à déterminer l’évolution de la concentration des particules d’eau
dans un nuage afin d’analyser son effet sur les développements des précipitations et
les propriétés radiatives de ce nuage. Pour cela, on analyse les mesures effectuées dans
ce nuage avec des instruments embarqués sur avion. Plus précisément, on dispose, à
l’intérieur d’un même nuage, d’une série de temps d’arrivée de gouttes d’eau dans
un spectromètre permettant de compter et de dimensionner les particules le long de
la trajectoire de l’avion. On veut donc décrire un phénomène aléatoire pour lequel
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plusieurs hypothèses sur ses propriétés statistiques sont posées. Le comptage des
. gouttes est supposé être un processus de Poisson non homogène de fonction d’intensité

À. Bien que l’indépendance du nombre de gouttes dans deux régions disjointes du
nuage semble plausible, une étude ultérieure serait souhaitable pour confirmer ou
infirmer cette hypothèse. Généralement, lorsque la trajectoire de l’avion dans le nuage
est suffisament longue pour avoir un grand nombre de particules, on suppose que les
variations observées de la concentration de ces particules ne dependent pas de la
trajectoire : la nature aléatoire du comptage est ainsi gommée. Cependant, depuis
quelques années, on s’intéresse à des régions du nuage de plus en plus petites et donc
on doit considérer que l’intensité 03BB est elle-même aléatoire. Les données dont on

dispose sont ainsi supposées être la réalisation d’un processus de Poisson doublement
stochastique (encore appelé processus de Cox : cf section 2).

Déterminer la concentration en eau du nuage revient à estimer la fonction À,
et on est en particulier intéressé à la détection d’éventuelles ruptures dans l’intensité
de la concentration en eau. Toutefois, dans la méthode d’estimation choisie pour
la fonction d’intensité on ne fait pas à priori d’hypothèse sur l’existence de telles
ruptures. On ne fait donc, au départ, aucune hypothèse sur la forme de la fonction À,
et l’estimateur utilisé est un estimateur non paramétrique, au sens où il ne suppose
pas l’appartenance de la fonction d’intensité à une classe de fonctions indexée par
un nombre fini de paramètres réels. Nous utilisons ici l’estimateur à noyau défini
dans la section suivante. Il présente l’intérêt d’une mise en oeuvre très rapide par
rapport à des méthodes alternatives de type paramétrique (reposant par exemple sur un
estimateur de maximum de vraisemblance) qui nécessitent par ailleurs des hypothèses
supplémentaires dans le modèle général.

Dans la pratique, l’utilisation d’un estimateur non paramétrique conduit, entre
autres, au problème de choix d’un paramètre de lissage. Les premiers résultats établis
par Diggle (1985) puis Diggle et Marron (1988) concernant des expressions d’erreurs
quadratiques montrent que le problème du choix du paramètre de lissage est crucial
dans la qualité de l’estimateur à noyau. Ces résultats sont rappelés dans la section 2.
La bibliographie en matière de choix de paramètre de lissage sera présentée dans la
section 3 dans laquelle une nouvelle méthode, basée sur les idées de validation croisée
locale, sera présentée. La mise en oeuvre sur les données météorologiques présentées
ci-dessus fait l’objet de la section 4.

2. Le modèle de Cox et l’estimateur à noyau

On dispose de N points Xi sur un intervalle [0, T]. On veut déterminer
«l’intensité locale» 03BB(x) de ces points au voisinage de tout point x de [0, T]. Le modèle
introduit consiste à supposer que ces points constituent une réalisation partielle d’un
processus de Cox stationnaire, de processus d’intensité {^(x), x E RI. Ces processus
sont également appelés «processus de Poisson doublement stochastiques» (Cox et
Isham, 1980). Ainsi les deux conditions suivantes sont supposées être vérifiées :

2022 1 A (x), x e RI est un processus aléatoire réel stationnaire, à valeurs positives,
de moyenne J-l et on notera
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2022 conditionnellement à la réalisation À (x) de 1B(x), les points Xi sont générés
selon un processus de Poisson non homogène, de fonction d’intensité 03BB(x).

Le cadre choisi pour estimer l’intensité 03BB est celui de l’estimation non pa-
ramétrique : aucune hypothèse n’est faite concernant l’appartenance de la fonction À
à une classe paramétrée de fonctions. Un estimateur non paramétrique de l’intensité
03BB(x), du type estimateur à noyau (Rosenblatt, 1956, Diggle, 1985), est alors donné
par

où h est un paramètre de lissage strictement positif, encore appelé largeur de fenêtre,
et bh(.) = h-103B4(./h), 03B4 étant une densité de probabilité symétrique encore appelée
noyau. Des résultats théoriques concernant l’estimateur à noyau d’une fonction
d’intensité sont obtenus par Ramlau-Hansen (1983) et Diggle (1985). On se rapportera
aussi à Crétois (1994) pour une bibliographie plus large sur ces estimateurs ainsi que
pour des méthodes alternatives.

Le comportement de l’estimateur présenté en (2.1) est en particulier lié au choix
du paramètre de lissage h. Plus on prend h grand plus le biais de l’estimateur augmente
avec pour conséquence un surlissage, tandis que si l’on utilise h trop petit c’est la
variance qui se détériore. Cet effet de largeur de fenêtre est bien connu dans tous les
problèmes d’estimation fonctionnelle. Ici il apparaît à la fois dans les expressions
asymptotiques d’erreurs d’estimation (voir par exemple (2.5) ci-dessous) et dans
l’étude réelle qui nous intéresse (voir figures 1,3 et 4). Si l’on considère l’erreur
quadratique moyenne (EQM) comme une mesure de la qualité de l’estimateur

alors la meilleure largeur de fenêtre ho est définie de la manière suivante

Le problème du choix de la largeur de fenêtre revient donc à estimer ho. Diggle (1985)
établit sous des conditions générales que

avec

et
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Dans le cas particulier d’une fonction v de la forme v(x) = 03BC2v0(x) et sous
des hypothèses de dérivabilité de v, Diggle et Marron (1988) précisent l’expression
(2.4) et obtiennent

On obtient ainsi la décomposition classique de EQM(h) en un terme lié à
la variance et un terme de biais au carré. Des expressions du type (2.4) et (2.5)
permettent d’avoir une expression simple de la fenêtre optimale ho définie en (2.3).
Malheureusement ho dépend de quantités inconnues. La section 3 est centrée sur la
question de choix optimaux et automatiques de fenêtre. Malgré l’importance de la
question, la bibliographie sur ce sujet est peu abondante, bien moins en tout cas que
dans d’autres problèmes d’estimation fonctionnelle. Dans la section 3, nous nous
attarderons plus particulièrement sur la méthode de validation croisée (Brooks et
Marron, 1990), et nous en proposerons une version nouvelle qui permet de faire
évoluer ce paramètre de lissage avec le temps.

3. Méthode de validation croisée

Les techniques de validation croisée sont couramment utilisées pour les ques-
tions de choix d’estimateurs non paramétriques (voir Marron, 1988, Vieu, 1993, et
Broniatowsky, 1993, pour des revues bibliographiques). Ces techniques sont sur-
tout développées en estimation de régression ou de densité, et elles ont été adaptées
récemment par Brooks et Marron (1990) à notre problème. En se fixant comme ob-
jectif la minimisation de l’erreur quadratique intégrée,

ces auteurs proposent d’estimer la fenêtre optimale

hl = Argmin EQI(h),
h

en utilisant le critère suivant,

La fenêtre sélectionnée par validation croisée est celle qui minimise ce critère :
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De manière intuitive, ce critère se justifie par le fait que chacun de ses termes est
un estimateur des deux premiers termes que l’on obtient en développant l’expression
de EQI(h) (le troisième terme de EQI(h) ne dépendant pas de h). Plus précisément,
des résultats d’optimalité asymptotique du paramètre sont obtenus par Brooks et
Marron (1990) pour un processus de Poisson non homogène à intensité multiplicative
03BB(x) = c· 03B1(x) où c est une constante positive et a une fonction déterministe. Dans
ce cadre, Brooks et Marron ont en effet démontré que :

Des résultats concernant la vitesse de convergence dans (3.5) sont également obtenus
par Grégoire (1993) dans un cadre légèrement différent. Concernant le modèle de Cox
qui nous intéresse ici, Diggle et Marron (1988) ont montré (dans le cas particulier
d’un noyau uniforme) l’équivalence entre ce critère et un estimateur direct de l’EQM
construit à partir de l’expression (2.4) et d’estimateurs dey et K8. Nous renvoyons à
Diggle (1985) pour des détails sur cet estimateur de l’EQM.

Ce paramètre hCV est un paramètre global. Il minimise (du moins asymptoti-
quement) l’erreur globale EQI(h) et il est le même en tout point de [0, T]. On peut
cependant envisager de choisir une largeur de fenêtre locale, c’est-à-dire dépendant
du point x où la courbe À est estimée. En effet, en un point x où la courbe présente
une forte pente (par exemple près d’une rupture), un choix de fenêtre «petite» devrait
conduire à une meilleure estimation alors qu’une fenêtre plus large serait préférable
dans une zone où la courbe est plus «plate». On cherche ainsi à minimiser en chaque
point x de [0, T] une version locale de EQI(h)

où 03B5 (dépendant de N) est un réel positif fixé. Ici aussi, EQIx (h) dépendant de
l’intensité réelle A, ces paramètres locaux (c’est-à-dire hl (x) minimisant EQIx(h))
sont impossibles à calculer. L’idée est donc d’utiliser dans l’ estimateur à noyau des
paramètres locaux choisis comme minimisant un estimateur des termes de EQIx(h)
dépendant de h. La fonction de validation croisée locale est alors construite sur le
même principe que le critère (3.3)

En chaque point x, nous proposons de choisir un paramètre local défini par
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Le critère (3.7) est analogue à celui introduit par Mielniczuk et al. (1989) en
estimation de densité. Dans la pratique, l’utilisation de CVx (h) impose le choix de 03B5
(qui fixe un intervalle autour du point x, dans lequel le critère de validation croisée est
calculé). Hall et Schucany (1989) discutent, également pour l’estimateur à noyau de
la densité (avec un noyau uniforme), le choix de c . Ces auteurs montrent à l’aide de
simulations que le choix de E n’est pas un problème critique (en regard du problème
du choix de la largeur de fenêtre) et suggèrent qu’un choix pertinent serait celui d’une
largeur de fenêtre «pilote».

4. Application

4.1. Présentation de l’étude

L’application pratique concerne le traitement des données décrites dans l’intro-
duction et qui nous ont été fournies par le centre météorologique de Toulouse (voir
Brenguier, 1993, pour une description détaillée). On s’intéresse ici à une portion de la
trajectoire (rectiligne) de l’avion : on dispose ainsi dans l’intervalle [46940, 47100]
d’une série (Xi)i=i,...,10229 représentant la position de 10229 gouttes (l’échelle étant
exprimée en mm). D’après ce qui a été vu en introduction, (Xi)i=1,...,10229 est
considérée comme étant la réalisation partielle d’un processus de Cox. La concentra-
tion en eau est mesurée à l’aide de l’intensité À(x) de ce processus.

Nous avons utilisé pour estimer 03BB(x), l’estimateur à noyau présenté à la section 2
en sélectionnant le paramètre de lissage par la méthode de validation croisée introduite
dans la section précédente. L’idée d’utiliser l’estimateur Àh se justifie par la simplicité
de son écriture ainsi que par le grand nombre de données dont on dispose (puisque les
méthodes non paramétriques à cause de leur caractère local nécessitent généralement
des échantillons importants). Par ailleurs, n’ayant pas d’information a priori sur
la forme de l’intensité À, il est naturel de l’estimer en ne posant pas d’hypothèses
restrictives sur celle-ci.

Bien que les résultats de type (2.5) montrent que la forme du noyau influe moins
que le paramètre h sur la qualité de l’ estimateur (du moins asymptotiquement), il serait
intéressant dans un futur travail d’en étudier les effets sur des échantillons finis. Ici
nous avons utilisé pour des commodités de calcul le noyau uniforme largement utilisé
dans la littérature

4.2. Construction d’un estimateur globalement optimal

Nous avons tout d’abord utilisé un paramètre de lissage global, obtenu par la
méthode de validation croisée définie par (3.3) et (3.4). La minimisation dans (3.4)
est effectuée en considérant 80 valeurs de h comprises entre 0 et 5. La fonction de
validation croisée CV(h) représente un estimateur de l’erreur quadratique intégrée
EQI(h). On remarque bien sur son tracé (figure 1) que CV(h) augmente quand h prend
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des valeurs trop petites, et que CV (h) croît également quand h prend des valeurs trop
grandes.

FIGURE 1 :

Fonction de validation croisée globale (pour h variant de 0 à 5.)

Ceci est conforme aux expressions asymptotiques précédentes (voir (2.5) par
exemple). On sélectionne donc comme valeur de h celle pour laquelle la fonction CV
atteint son minimum : 1,335.

L’estimateur optimal de l’intensité sera donc Ai.335. La figure 2 en est le tracé.

FIGURE 2 :

Fonction d’intensité estimée (h = 1.335)
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L’importance du choix de h, qui apparaissait nettement sur l’expression de
l’erreur quadratique moyenne en (2.5) ainsi que sur la courbe de la fonction de
validation croisée, peut aussi être directement observée sur les figures 3 et 4 qui
représentent l’estimateur Xh pour deux autres valeurs du paramètre h. On remarque
en effet de grands changements dans l’allure de l’estimateur pour des valeurs de h
très différentes. Comme on le voit sur la figure 3, pour une grande valeur de h (ici
h = 20) la fonction Àh est lisse et les variations importantes de l’intensité observées
sur la figure 2 ont été gommées. A l’inverse, pour une petite valeur de h ( h = 0,1),
la courbe 4 oscille beaucoup trop. Le bon choix du paramètre h doit permettre de
trouver un «compromis» entre ces deux phénomènes : la courbe de l’estimateur doit
être suffisamment lisse aux endroits où l’intensité réelle varie peu, sans pour autant
faire disparaître les changements d’intensité plus importants qui peuvent être les
ruptures qui nous intéressent.

FIGURE 3 :

Fonction d’intensité estimée (h = 20)
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FIGURE 4 :

Fonction d’intensité estimée (h = 0.1)

Sur la figure 2, représentant le tracé de l’estimateur optimal, on observe, au
niveau des points d’abscisses 46995 à 47015, de brusques changements dans la
valeur de l’intensité estimée qui semblent révéler une rupture dans l’intensité réelle.
On passerait d’un endroit du nuage fortement concentré en eau, à un endroit où la
concentration est très faible, avant de revenir à une concentration plus importante.
Ailleurs, les valeurs sont beaucoup moins changeantes, les variations ont moins
d’amplitude, ce qui laisse supposer une plus grande constance de l’intensité de la
concentration en eau dans les autres endroits du nuage. L’étude de cette courbe soulève
tout de même des questions : si une rupture assez nette dans l’intensité est détectée
au niveau des points d’abscisses 46995 à 47015, qu’en est-il au niveau des points
d’abscisses 47045 et 47082 ? Ces deux «pics» sont-ils dûs seulement à du bruit, ou
bien représentent-ils de réelles variations de l’intensité? On peut alors se demander
si le choix de fenêtres locales permettrait une meilleure précision de l’estimateur à
ces endroits-là.

4.3. Construction d’un estimateur localement optimal

Le tracé de l’ estimateur Ah utilisant un paramètre h variant localement a été
réalisé sur la figure 5. Les différentes valeurs du paramètre ont été sélectionnées par
la méthode de validation croisée locale définie en (3.7). Comme nous l’avons vu plus
haut, la valeur de c influe peu sur la qualité de l’estimateur ah (voir Hall et Schucany,
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1989). Nous avons pris pour 6- une valeur de l’ordre de la fenêtre globale obtenue par
validation croisée : 03B5 = 1, 5. L’allure de cette courbe est très similaire à celle obtenue
pour le paramètre h global (figure 2). La présence d’une rupture au niveau des points
d’abscisses 46995 à 47015 est confirmée. Le peu de différence entre les courbes 2 et
5 tient ici essentiellement au fait que le nombre de données est très grand.

FIGURE 5 :

Fonction d’intensité estimée (fenêtres locales) (03B5 = 1, 5)

5. Conclusion

Cette étude a permis de mettre en évidence le bon comportement des techniques
de validation croisée pour le choix d’estimateurs non paramétriques de fonctions
d’intensité. Bien sûr, ce bon comportement est lié au nombre important de données
dont nous disposons. Par ailleurs, la nature même du problème physique qui nous
intéresse dans cette étude a mis en relief la nécessité de développer des méthodes non
paramétriqùes de détection de rupture. Dans le cadre d’estimation d’intensité nous
ne connaissons aucun travail sur ce sujet, mais les méthodes récentes développées
dans d’autres contextes (nous pensons en particulier au travail de Wu et Chu 1993, en
régression) devraient pouvoir inspirer de futurs développements dans cette direction.
Il est clair que les méthodes locales développées dans ce papier devraient constituer
un outil intéressant pour l’étude de ruptures.
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Par ailleurs cela nous a permis de faire le point sur les divers résultats
mathématiques existant dans le domaine, et de mettre en évidence la nécessité
d’apporter des réponses théoriques à certains problèmes importants non encore
résolus. En particulier, dans un premier temps il serait intéressant de s’attacher à
démontrer des résultats de type (3.5) pour des mesures de pertes locales dans le cadre
du processus de Cox.
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