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RESUME

Dans cet article nous nous intéressons a 1’estimation par les moindres carrés et sous
contraintes lin€aires des paramétres d’un modele d’association. Nous généralisons pour cela
un algorithme développé par . BOCKENHOLT & U. BOCKENHOLT (1990) dans le contexte
du modele de corrélation. Une application 2 une table de contingence multiple est ensuite
présentée.

Mots-clés : Décomposition en valeurs singuliéres, Contraintes linéaires, Estimation par les
moindres carrés, Modéle d’association.

ABSTRACT

In this paper we consider the least square estimation under some linear constraints on the
parameters of an association model. For this purpose, we generalize an algorithm developed
by I. BOCKENHOLT & U. BOCKENHOLT (1990) in the context of the correlation model.
An application of this algorithm to a multi-way contingency table is given.

Keywords : Singular value decomposition, Linear constraints, Least Squares estimation,
Association model.

1. Introduction

Dans I’analyse d’une table de contingence par le modele de corrélation ou
par le modele d’association, I’introduction de contraintes permet la prise en compte
d’informations additionnelles. Ces informations peuvent simplifier I’analyse de 1’as-
sociation entre les variables concernées et rendre ’interprétation d’une telle analyse
plus aisée. Cette démarche peut aussi étre appliquée dans un but de confirmation
lorsque les données sont supposées suivre un modele log-linéaire hiérarchique sous-
jacent (BECKER, 1992, HEIJIDEN, 1987 et FALGUEROLLES et al. 1992b). Ce
probleéme a été étudié par GILULA & HABERMAN (1988) pour les modeles de
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corrélation et d’association en utilisant des algorithmes d’estimation par maximum
de vraisemblance. Plus récemment, . BOCKENHOLT & U. BOCKENHOLT (1990)
ont proposé un algorithme d’estimation par moindres carrés dans le contexte du
modele de corrélation. TAKANE et al. (1991a) ont passé en revue un certain nombre
de situations d’estimation sous contraintes linéaires dont celle de 1. BOCKENHOLT
& U. BOCKENHOLT (1990) relative a I’analyse des correspondances encore appelée
modele de corrélation. En fait, les idées de base de ces derniers articles, tout comme
le travail présenté ici, se trouvent dans RAO (1964). Ces idées ont été reprises dans
le cadre géométrique par SABATIER (1987) et BONIFAS et al. (1984). D’ autres tra-
vaux li€s a ce sujet, utilisant d’autres types de contraintes, se trouvent dans CAZES
et al. (1988), CAZES & MOREAU (1990), DENIS (1991), TAKANE & SHIBAYA
(1991b) et RITOV & GILULA (1993).

Dans cet article, nous nous intéressons plus particulierement a I’estimation par
les moindres carrés et sous contraintes linéaires des parameétres du modele R x C
d’association. La motivation principale de ce travail est le probleme de convergence
que I’on rencontre lorsque la table de contingence analysée est de dimension grande
et lorsque le nombre de contraintes est assez élevé. Le présent travail est une extension
de celui présenté par . BOCKENHOLT & U. BOCKENHOLT (1990) dans le cadre
du modele de corrélation.

Le paragraphe 2 est consacré a quelques rappels sur le modele R x C d’as-
sociation. Le paragraphe 3 traite le probléme d’estimation des parametres sous des
contraintes linéaires et finalement, une application a une table de contingence multiple
est proposée dans le paragraphe 4.

2. Modgele R x C d’association de GOODMAN

Considérons deux variables qualitatives multinomiales X et Y ayant respec-
J

tivement I et J modalités. Soient p;; = P(X = 3,Y = j), piy = Zpij et
j=1
I
DPyj = Z psj les probabilités conjointes et marginales. Soient fi;, fi+ et fi; les
i=1
fréquenées relatives conjointes et marginales associées.
Le modele d’association d’ordre M (GOODMAN, 1979, 1985, 1986 et 1991,
BECKER & CLOGG, 1989) consiste a écrire la probabilité p;; sous la forme

M
Pij = Yo 3; exp (Z wmﬂiml/jm> ¢))]

m=1

avec 1 < M < min(I — 1,J — 1). Les scores lignes fi;,, les scores colonnes v,
et les effets lignes et colonnes «; et §; satisfont les contraintes d’identification et
d’orthogonalité suivantes :
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a; >0, B; >0, )

Zw; loga; = ng' logB3; =0,
i J

D Wittim = > wivim =0, ( 2)
i J

nguimﬂim’ = nglyjmyjm’ = Omm’
i J J

ou § désigne le symbole de KRONECKER et les termes w; et w/ définissent
respectivement les poids des lignes et les poids des colonnes. Les cfloix les plus
fréquents de ces poids consistent & prendre (w] = 1, w} = 1) ou (w] = piy., wj =
p+;) par analogie avec I’analyse des correspondances. D’autres choix possibles sont
discutés dans BECKER & CLOGG, 1989 et dans BACCINI et al. (1991). Les
parametres ,,, dits d’association intrinséque, vérifient la propriété suivante :

Zzwﬁwé'uimvjm log pij = om pour m=1,..., M.
I |

Si maintenant on définit \;; par

Aij =0ij — Oy — 015+ 044

ou oij = lngij, 9i+ = Zw;-'(),-j, 0+j = Zwé@ij et 0++ = Z Zwéw;.'é’,-j, on
- ” 7

j :
peut montrer que,
1 J
> uta = g =0
i=1 i=1
M
et Xij =log(pij/(Y0uB5)) = Y PmbimVim.

m=1

Remarquons que la matrice {);;} n’est autre que la matrice {6;;} double-centrée
relativement aux poids des lignes {w;}; et aux poids des colonnes {wj '} ;. On notera

dans la suite \; ; le terme obtenu en remplagant dans 1’expression de A;; la probabilité
pi; par la fréquence relative observée f;;.

L’estimation des parametres du modele d’association peut &tre effectuée par les
deux approches classiques suivantes :

1. approche maximum de vraisemblance (MV) considérée par ANDERSEN
(1990), BECKER (1990), BECKER & CLOGG (1989), FALGUEROLLES
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& FRANCIS (1992a), GILULA & HABERMAN (1986, 1988) et GOODMAN
(1979, 1985, 1986, 1991).

2. approche moindres carrés (MC) considérée par BACCINI & KHOUDRAIJI
(1992a,b), BACCINI et al. (1993), ESCOUFIER & JUNCA (1986), ESCOU-
FIER (1988), GOODMAN (1991) et TSUJITANI (1992).

Si I’on considere I’approche moindres carrés, le critere quadratique usuel a
minimiser s’écrit :

Q= Z Z 'w: w;-'[log fij - lngij]2
i g

ol p;; satisfait (1) et les contraintes d’identification et d’orthogonalité (2).
En remplagant dans Q) les parametres -y, « et 3 par les estimations

log7 =Y > wjwjlog fij,
i

log@; = Y w] log fi; —logA
J

et log Ej = Z w; log fi; — log7,
i

la partie bilinéaire du modele est alors estimée en minimisant le critére
Q=Y wiw/j =Y mpimVim]?
i Jj m

avec \;; = log f;; — logy — log@; — logB; et on montre (voir par exemple
ESCOUFIER & JUNCA, 1986, BACCINI & KHOUDRAUII, 1992a,b ou TSUJITANI,
1992) que les triplets (¢m, fim, Vjm) qui réalisent le minimum de @’ sont obtenus
par décomposition en valeurs singulie¢res généralisée (nous la notons DVSG et I’on
pourra se reporter 8 GREENACRE, 1984, pour sa déﬁniti(ln et ses propriétés) du
triplet (A , Dy, D.) ol A est la matrice de terme général {);;};; et D, (resp. D.)
la matrice diagonale de termes diagonaux {w;}; (resp. {w}};) pour 1 < i < Iet
1 < j < J. On peut réaliser cette DVSG en écrivant

DY2ADY? =UStV

ol U est une matrice de dimension I x M avec M = min(I—1, J—1), S matrice dia-

gonale de dimension M dont les éléments diagonaux donnent les coefficients d’asso-
ciation intrins€éque et V matrice de dimension J x M. On pose ensuite U* = D, 12y
etV* =D, Y2y Les colonnes des matrices U* (resp. V*) donnent les scores des

lignes (resp. des colonnes). On peut noter que, compte tenu de ce que Z ngij =

2
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E w;’/\,-j = 0, les contraintes de centrage Z Wi i, = z 'w;’ Vjm = 0 sont auto-

J i Jj
matiquement vérifiées par la solution obtenue, sans qu’on ait besoin d’imposer ces
contraintes.

Remarque 1:

En prenant des poids égaux aux marges (w; = fi+, w; = f1;),le minimumde
Q' peut aussi &tre réalisé a partir de I’analyse des correspondances (AFC) du tableau
R de dimension I x J etde terme général r;; = f;y f;(1+ ;) avec les pondérations
D, et D, (voir CAZES et al. 1988 pour plus de détail).
Remarque 2 :

L’ajustement du modele d’ association par les moindres carrés pose un probléme
du fait des fréquences nulles. Pour surmonter cette difficulté, on ajoute une petite
quantité a chaque fréquence par case. GOODMAN (1970) a recommandé la valeur
0,5. Dans BISHOP et al. (1975, chap. 12), on trouve d’autres propositions, notamment
de remplacer la table initiale (n;;)i=1,...,1;j = 1,...,J par la table de terme

général
n n_,J n N4 Ty
n+k(n)+n+k( n? )

ol n désigne I'effectif total | n = Z z n;; | et k une constante dont la valeur est
i

2 2
=320
i 7
Nt Ny \2
i+ 7047
2.2 (ma - =
i g

Une autre approche du probleme consiste a faire appel a des techniques de
lissage (voir par exemple SIMONOFF, 1983 ou BURMAN, 1987).

3. Estimation des paramétres sous contraintes linéaires

On considére a nouveau le modele d’association d’ordre M

M
pij = Yai Bj exp (Z Pm Hhim ij>

m=1
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vérifiant les contraintes d’identification et d’orthogonalité décrites au paragraphe 2.
On suppose en plus que les scores des lignes et des colonnes sont tels que

I
Vk::l,...,S: Zgikmﬂimzoa
i=1

J
et VE=1,...,T: ) hjkm Vjm =0
7=1

pulmEMetlMLminI-S-1, J—T-1), SetT étant les
nombres de contraintes sur les scores des lignes et sur les scores des colonnes. En
termes matriciels, ces contraintes s’écrivent :

'GU* =0 et ‘HV* =0,
ou encore (*GD;Y)D,U* =0 et (*HD;')D.V* =0.

Les scores des lignes (resp. des colonnes) doivent donc appartenir au sous-
espace H, (resp. H.) orthogonal pour la métrique D, (resp. D.) au sous-espace
engendré par les colonnes de D !G (resp. D;'H). Si ’on note P, (resp. P.)
I’opérateur de projection D,. (resp. D.) orthogonal sur H, (resp. H;),ona:

P.=1I.-G(GD 'G)"1'GD L,
P.=I.—-HCHD;'H)'*HD;?,
ot I, et I, désignent les matrices identité d’ordre I et J. En utilisant les résultats
obtenus par TAKANE et al. (1991a) ou CAZES et al. (1988) dans le cadre de I’analyse
des correspondances ou du modele de corrélation, on montre que les solutions de ce
probléme d’estimation par MC sous contraintes linéaires sont obtenues par DVSG
relativement aux matrices diagonales D, et D, de la matrice

D;'P.D. AD/!P.D;' = 'P, AP,

qui peut s’écrire sous une forme proche de celle donnée dans I. BOCKENHOLT et
U. BOCKENHOLT (1990) :

D:l/z{Ir _ D;1/2G(tGD:1G)—-1 tGD:l/2}
A {Ic _ Dc—l/2H(tHDc—1H)—l tHDc—l/2}Dc—l/2

avec A = D/ A DY/?. Cette DVSG se réalise en écrivant

{Ir _ DT—1/2G(tGDT—10)—1 tGD;-l/Z}
A{l,— D;Y?H(HD;'H)"**HD;/?} = US'V

et en posant ensuite U* = D; /2U et V* = D72V
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On a vu a la fin du paragraphe 2 dans I’analyse du modele d’association sans
contraintes supplémentaires que les contraintes de centrage étaient automatiquement
vérifiées, si donc on impose ces contraintes (ce qui revient a prendre G = D, 1; et
H = D.1; ot 1; et 1; désignent les vecteurs de longueur I et J et dont toutes
les coordonnées valent 1), on obtient les mémes résultats que dans 1’analyse sans
contraintes. Ici, dans le cas ou I’on impose des contraintes supplémentaires, il faut
rajouter a ces contraintes, les contraintes de centrage afin que ces dernieres soient
vérifiées. On a alors P.D,.1; = P.D.1; = 0.

Remarque 3 :

Sila encore on choisit des poids égaux aux marges, la recherche de I’estimation
par MC des paramétres du modele d’association sous contraintes linéaires reviendra
a effectuer I’analyse des correspondances du tableau S(I x J) de terme général :

sij = fir F+i{1 + ('Pr A Po)ij}

Une telle analyse a déja été proposée dans le cadre de 1’analyse des correspon-
dances usuelles, avec des contraintes linéaires particulieres par CAZES et al. (1988).

4. Exemple d’application

Nous proposons, dans ce paragraphe, un exemple d’application pour illustrer
notre approche. Cet exemple a déja fait 1’objet de plusieurs études sous contraintes
linéaires (voir . BOCKENHOLT & U. BOCKENHOLT, 1990, FALGUEROLLES et
al., 1992b et GILULA & HABERMAN, 1988). Nous le retraitons donc par 1’approche
MC en reprenant les contraintes utilisées dans GILULA & HABERMAN (1988).
Notons qu’on prendra des poids égaux 1 afin de pouvoir comparer nos résultats avec
ceux obtenus en utilisant le programme d’estimation par MV réalisé par GILULA &
HABERMAN (1986).

Les données considérées dans cet exemple sont reproduites en annexe. Elles
concernent une enquéte sur l’attitude des chrétiens de race blanche vis-a-vis de
I’avortement entre 1972 et 1974 aux Etats-Unis. Les variables prises en compte sont :

R religion : protestant du nord, protestant du sud et catholique.
E nombre d’années d’éducation : < §8,9-12 et > 13
A attitude vis-a-vis de ’avortement : positive, neutre et négative.
11 s’agit donc d’une table de contingence multiple a trois entrées que I’on
transforme en une table de contingence simple en croisant la variable interactive R*E

(produit des variables explicatives Religion R et Education E) et la variable réponse
Attitude A.

Si I’on s’intéresse a I’analyse de cette table de contingence, le modele d’asso-
ciation peut s’écrire comme suit :
M
p(ir, iz, §) = ya(ir,i2)B(5)exp | Y @mptm (i1, i2)vm(5) 3)

m=1
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avec des contraintes d’identification et d’orthogonalité similaires & celles définies
dans le paragraphe 2.

Dans leur analyse de cette table de contingence par le modele d’association
d’ordre 1, GILULA & HABERMAN (1988) constatent d’une part que pour chaque
niveau de la varjable religion (R) les scores 1 (i1,i2) sont approximativement équi-
distants et d’autre part que pour les deux groupes de protestants, les écarts entre les
scores f1(%1,%2) pour les niveaux 1 et 2 de la variable éducation sont approximati-
vement égaux. La prise en compte de ces informations conduit a I’introduction des
contraintes linéaires suivantes :

p1(1,1) = p1(1,2) = pa(1,2) — (1, 3),
p1(2,1) — p1(2,2) = pa(2,2) — (2, 3),
p1(3,1) = p1(3,2) = p1(3,2) — (3, 3),
p1(L,1) — pa(1,2) = pa(2,1) — pa(2,2).

Ces contraintes se traduisent dans notre algorithme par les matrices
G = (D.1;|Gx) et H = D.1; avec

( 1 0 O 1\
-2 0 0 -
1 0 0 O
0 1 0 -1
G* = 0 -2 0 1
0 1 0 O
0 0 1 O
0 0 -2 0
k 0 0 1 0)

L’ordre des lignes étant donné dans le tableau des résultats (a savoir (1,1);
(1,2); (1,3); (2,1); etc. avec (1,1) = Ry, Eq; (1,2) = Ry, Es; (1,3) = Ry, Es;
(2,1) = Ry, Eq;ete.).

Le tableau qui suit présente les estimations des parametres sous contraintes par
MC etpar MV (M = 1) obtenues en utilisant des poids égaux a2 1(w; = 1, w;-’ =1).
Les deux approches donnent des résultats proches. Ce tableau donne outre les
estimations sous contraintes, les estimations sans contraintes supplémentaires, les
valeurs de la statistique du khi-deux correspondant aux estimations par MV et
a titre indicatif, celles correspondant aux estimations par M C calculées a partir

C_F2

de "ZZ -g”—,\—f—’—a)—, fij étant calculé selon la formule (1) en utilisant les
i g ij

estimations par M C données dans ces deux tableaux. Les degrés de liberté étant

calculés 2 partir des formules ( — M —1)(J-M —1)ou (I - M —-1)(J - M —

1)+ S+ T selon que I’on prenne en compte des contraintes linéaires supplémentaires

ou non (voir GILULA & HABERMAN, 1986 et 1988).
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Tableau des résultats sur I’estimation des parametres du modele d’association
d’ordre 1 appliqué aux données de 1’exemple :

sans contraintes sous contraintes
parMV  parMC parMV par MC

Coefficients

intrinséques 1,6413 1,6581 1,5311 1,6404
Scores lignes p(i1,12)

a,n —0,2231 -0,2229 —-0,2799 —0,2590
1,2) 0,1796 0,1798 0,1608  0,1685
(1,3) 0,5467 0,5428 0,6015 0,5961
2,1) —0,4999 -0,4720 -0,4341 -0,4248
2,2) 0,0445 0,0268 0,0066  0,0028
2,3) 0,4521 0,4536  0,4473  0,4303
3,1 —-0,3902 —-0,4346 —0,3424 —0,3899
3,2) -0,1024 -0,0730 -0,1674 -0,1713
3,3) -0,0073 -0,0005 0,0076 0,0473
Scores colonnes v(j)

1 0,7828 0,7935 0,7759 0,7911
2 -0,1904 -0,2300 -0,1678 —0,2207
3 —-0,5924 -0,5635 -0,6081 —0,5704
Khi-deux 11,946 14,703 15907 20,218
Degrés de liberté 7 11

5. Conclusion

L’approche moindres carrés est largement utilisée pour I’estimation de pa-
rametres sous contraintes linéaires (voir par exemple CAZES et al., 1988, DENIS,
1991 et TAKANE et al., 1991). Le présent travail propose une utilisation un peu moins
classique en considérant une transformation logarithmique. D’autres transformations
sont encore possibles.
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Annexe : Données traitées dans I’exemple

Attitude vis-a-vis de
I’avortement
Nombres d’années | Positive Neutre Négative
Religion d’éducation
Protestant du nord | < 8 49 46 115
9-12 293 140 277
>13 244 66 100
Protestantdusud | <8 27 34 117
9-12 134 98 167
=13 138 38 73
Catholique <8 25 40 88
9-12 172 103 312
=213 93 57 135




