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MODELE LOG-LINEAIRE ET
MODELE DE COX DANS L'ANALYSE
D'UNE TABLE DE CONTINGENCE

S. IM

Laboratoire de Biométrie,
INRA, BP 27, 31326 Castanet Tolosan

RESUME

Dans cet article, le modele log-linéaire et le modéle a risques proportionnels sont utilisés
pour analyser une table de contingence a trois dimensions. On considére qu’une réponse discréte,
obtenue par partition d’une variable continue, est observée sur les combinaisons des niveaux de
deux factuers. La méthode d’estimation et de test utilisée est celle du maximum de vraisemblance.
Les deux modeles sont comparés sur un exemple d’application.

ABSTRACT

In this paper the log-linear model and the proportional hazards model are used to analyse
a three-dimensional contingency table obtained when a response is observed for each treatment
combination of two factors. The response variable is obtained by partition of a continuous
variable. The estimation and test procedure is derived by maximizing likelihoods. The two models
are compared on an example.

Mots clés : Modéle de Cox, Modé¢le log-linéaire, Table de contingence,
Maximum de vraisemblance, Interaction multiplicative.

Key words : Cox model, Log linear model, Contingency table, Maximum
likelihood, Multiplicative interaction.

I. INTRODUCTION

On considére I’analyse d’une grande table de contingence a trois
dimensions dans le cas ou une variable réponse est observée sur les
combinaisons des niveaux de deux facteurs. La variable réponse ordinale est
obtenue par discrétisation d’une variable continue positive. L’analyse d’une
telle table de contingence a pour but d’étudier I'influence des facteurs sur la
distribution de la variable réponse.

On se propose de comparer, a 'aide d’'un exemple, deux modéles
d’analyse de ce type de table de contingence : modéle log-linéaire et modéle
multiplicatif de Cox.

On trouve maintenant une littérature abondante sur le modéle log-
linéaire : BISHOP, FIENBERG and HOLLAND (1975), HABERMAN
(1974), PLACKETT (1981) et UPTON (1978). Ici, on met l’accent sur
I'interprétation des paramétres et sur les difficultés numériques dans ’analyse
d’une grande table de contingence.
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Le modéle multiplicatif de Cox (COX, 1972), modéle a risques pro-
portionnels, est souvent utilis¢é dans I’analyse des données de survie.
Lorsqu’on l’applique a I’analyse des données groupées I’estimation des
paramétres de ce modéle par la méthode du maximum de vraisemblance peut
se ramener a un probléme d’estimation d’un modele linéaire généralisé. De
bons logiciels existants, GLIM et GENSTAT, peuvent étre utilisés pour
résoudre ce probléme. Cependant, le grand nombre de paramétres ne permet
pas de réaliser matériellement le test de non-interaction entre les facteurs. On
adopte une solution qui consiste @ modéliser 'interaction comme étant
proportionnelle au produit des termes des effets principaux.

2. DONNEES

On a discrétisé en périodes une variable continue positive, délai de
retour en chaleur aprés insémination. On veut étudier les effets de deux
facteurs, taureau (F) et inséminateur (G), sur la répartition des retours en
chaleur. Pour chaque couple (taureau, inséminateur), on dispose de fré-
quences observées de retour en chaleur aprés insémination dans différentes
périodes. D’un fichier volumineux communiqué par J.B. DENIS et P.
HUMBLOT, on a extrait les données pour les taureaux de la race 2 (26
taureaux et 60 inséminateurs).

Les données sont, en petite partie, représentées dans le tableau 1.
L’examen de ce tableau montre qu’il n’est pas raisonnable de supposer que
la distribution du délai de retour en chaleur est normale.

Les traitements sont les couples (i, j) constitués d’un niveau i de F et
d’un niveau j et G. La distribution de la réponse R connaissant le traitement
(i, ]) est exprimée par :

pr(R=k; F=1i, G=j) = pi
i=1,.,I, j=1,.,J; k=1,.,K)

Pour le traitement (i,j), on a expérimenté n; vaches, et X;x est la
fréquence de I’événement R = k (le délai de retour est dans la période k).
Pour chaque (i, j), les variables aléatoires {X;x} suivent conjointement une
distribution multinomiale de paramétres n; et {p;c}. La distribution des
variables aléatoires {Xix, i =1,..,1;j=1,.,J; k = 1,..., K} est un produit
de distributions multinomiales.

L’espérance mathématique de X est :
Mmijx = Njj Pijk
Les problémes que I’on cherche a résoudre sont :

— test d’absence d’effet d’un des facteurs,
— test d’absence d’interaction entre les deux facteurs.
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TABLEAU 1
Répartition des retours en chaleur aprés insémination

Facteurs Période (¥)
F1 F2 1 2 3 4 5 6 7 Totaux
1 1 3 1 3 7 8 1 61 94
1 2 19 y 3 5 1 52 85
1 3 0 17 5 8 6 104 142
1 y 0 10 5 3 N 57 81
2 1 0 0 0 0 2 4y 9
2 2 1 0 0 0 1
2 3 1 2 0 0 11 14
26 57 0 3 1 1 1 1 7 14
26 58 0 0 0 0 0 0
26 59 0 0 0 0 0 2
26 60 1 8 2 0 0 0 14 25

(*¥) Période 1 : inférieur a 18 jours
: entre 18 et 24 jours
: entre 25 et 35 jours
: entre 36 et U8 jours
: entre 49 et 89 jours

: entre 90 et 400 jours

~N O =W N

: plus de 400 jours (non retour).

3. MODELE LOG-LINEAIRE

Un modéle log-linéaire spécifie une relation linéaire entre le logarithme
de la fréquence espérée, mj;, et des paramétres inconnues; par exemple, le
modeéle log-linéaire saturé s’écrit :

Mo : Log my, = u® + u! + v/ + uj + uf? + ul + uf} + uif

On imposera aux paramétres les mémes contraintes que celles utilisées
dans GLIM et GENSTAT, a savoir :
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1 2 3
ug = ujf = uj = 0;
R
u? =ul =uf =ulf = uf = uif =0;
123 123 123
Ui = Ujik = Uik = 0.

On a une table de contingence en présence de deux facteurs, tout modéle
log-linéaire considéré doit contenir les paramétres u', u?, u'?. Cette précaution
étant prise, on peut analyser cette table de contingence comme si les variables
aléatoires {Xx} suivaient indépendamment les lois de Poisson de paramétres
{my;} (HABERMAN (1974), NELDER et WEDDERBURN (1972)).

3.1. Interprétation des paramétres

Ona:

K
Pk = My /My, avec mi,+ = Z m;jx
k=1

Ici, on mesure I'effet du traitement (i, j) sur la distribution de la réponse
R par les parameétres
Nk = LOg (pijk /pijl) k=2 geeesy K.

C’est la définition de PLACKETT (1981) avec p;;; a la place de pix pour
conduire a un traitement plus simple compte tenu des contraintes que I’'on a
imposées aux paramétres.

Ona:
3 13 2
Mk = Uk + uf + uf + uP
Les paramétres u®, u'®, u” et u'” peuvent donc s’interpréter de la méme
maniére que les parameétres d’un modéle d’analyse de variance multivariable
(K — 1 variables) :

e u'® représente Ieffet principal du facteur F,
e u?® représente I'effet principal du facteur G,
e u'? représente Iinteraction entre les deux facteurs.

On s’intéresse au test des hypothéses :
Hp:u® =0 (ul# = 0 pour tout (i, j, k))
H :u? =0 et u® =0 (@} =uf = 0pour tout (i, ], k))
H, :u? =0 et uv? =0 (uf = uf} =0 pour tout (i, j, k)

On peut utiliser le test du rapport de vraisemblance.

3.2. Estimation des paramétres

La méthode la plus utilisée pour estimer les paramétres d’'un modeéle
log-linéaire est la méthode du maximum de vraisemblance. Le modéle log-
linéaire appartient a la classe des modéles linéaires généralisés définie par
NELDER et WEDDERBURN (1972), McCULLAGH et NELDER (1983). On
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peut, en principe, utiliser GLIM ou GENSTAT pour obtenir ’estimation des
paramétres et la matrice des variances-covariances estimée des estimateurs.
Mais, GLIM et GENSTAT sont basés sur un algorithme itératif qui implique
I’inversion de la matrice d’information dont la dimension est égale au nombre
de paramétres du modéele. Ici, tout modéle log-linéaire doit contenir les
parameétres u', u” et u'? et en conséquence il n’est pas possible d’utiliser GLIM
ou GENSTAT.

On utilise I’algorithme IPF (Iterative Proportional Fitting) décrit par
exemple dans BISHOP et al. (1975) et HABERMAN (1972). Cet algorithme
donne I’estimation du maximum de vraisemblance des fréquences espérées
{my« }. Lorsque la résolution des équations du maximum de vraisemblance est
possible analytiquement, la convergence est atteinte aprés une itération. Pour
une table a trois dimensions, seul le modéle de non interaction d’ordre 2 :

Log myx = u’ + u! + v/ + v} + uf? + ufd + u
nécessite des itérations.

L’inconvénient de cet algorithme est qu’il ne donne pas la matrice des
variances-covariances estimée des estimateurs. LEE (1977) donne les variances
asymptotiques des estimateurs pour les modeles dont la résolution est possible
analytiquement.

L’algorithme IPF est valable a la fois pour les tables de contingence
complétes et incomplétes.

Lorsque la table de contingence a analyser est incompléte, on doit en
tenir compte dans le calcul du nombre de degrés de liberté. On trouve dans
BISHOP et al. (1975) la régle de calcul du nombre de degrés de liberté d’un
modéle log-linéaire d’analyse d’une table incompléte.

4. MODELE MULTIPLICATIF DE COX

On applique le modeéle multiplicatif de COX, modéle a risques propor-
tionnels (COX, 1972), a la variable continue que I’on a discrétisée.

Pour chaque traitement (i, j), on a inséminé n;; vaches dont les délais de
retour en chaleur sont considérés comme réalisations indépendantes d’une
variable aléatoire T;; de fonction de répartition F;, de densité f;;.

La fonction de risque instantané h; associée a F;; est définie par :

. < - L=
hy(t) = lim prda<Ty<t+ At|T; =1
A0t At

fi(t)/[1 — Fj(t)]  pourtoutt > 0

Dans notre exemple, h;(t) est le risque ou taux instantané de retour a
I'instant t d’une vache ayant subi le traitement (i, j).
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On a la relation :

t
Fi = 1 - exp = [ by du)
0
Le modéle multiplicatif de COX s’écrit :

hij(t) = ho(t) exp (uy))
ou e ho(t) est une fonction (a priori inconnue) du temps;
e | est une combinaison linéaire des variables explicatives.

On trouve I'utilisation du modéle multiplicatif de COX pour les données
groupées dans ARANDA-ORDAZ (1983), BARTLETT (1978), THOMPSON
Jr. (1977).

Ici, on décompose w,; de fagon a faire apparaitre I’effet de chacun des
facteurs et 'interaction entre les deux facteurs,

wi = u + Bl + B + B,

avec les mémes contraintes sur les parameétres que celles adoptées dans GLIM
et GENSTAT.

Ce modéle est assez flexible dans la mesure ou la seule supposition faite
sur la fonction h,(t) est celle de son intégrabilité.

4.1. Estimation et test d’hypothéses

La méthode d’estimation et de test utilisée est celle du maximum de
vraisemblance.

On ne dispose pas des réalisations Tj;, mais de leurs fréquences x;x dans
les intervalles Jto, ti[, [ti, t2f, . . ., [tc—1, tk[, avec tp = O et tx = + oo.

Soit :
Tk = Pr (te—1 < Ty < ] Ty = toy)
njx =n; — Xjg + ... +xp) s k=1...., K-

Dans I’exemple, 7 est la probabilité conditionnelle qu’une vache, ayant
subi le traitement (i, j), ait un délai de retour dans [tc_1, ti[ sachant que ce délai
est supérieur a ti_i.

On a
o i = [Fij(t) — Fi(t-)I/[1 — Fyj(t-1)]

— 1 = expl— exp () f * ha(u) dul
tk—1

On pose
o Wi = Log (— Log (1 — ) = wy + v«

1
ou yx = Log fk h,(u) du
t

k—1
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La vraisemblance pour les observations {x;;} s’écrit :
I J K-l S
£ (x| ) = H H H [ﬂ:‘]‘ﬂk a- 71.‘ijk)nuk ijk]
i=1 j=1 k=1
On a ainsi un modéle linéaire généralisé standard dont la résolution
numérique peut se faire au moyen du logiciel GLIM ou GENSTAT.

On considere les hypothéses :

Hi; : Bi? = 0 pour tout (i, j)

H, :B}¥ = 0etB! = 0 pour tout (i, j)
H, : B} = 0 etB? = 0 pour tout (i, j)

Le test du rapport de vraisemblance de H,, contre non Hj, nécessite
I’estimation des paramétres de deux modeéles,

Mo : i = B + Bl + Bf + B + Bk
et
M g = B° + Bl + B + Bi
ou
B° = w + yi, Pt = yx — Vi pour satisfaire la contrainte p; = 0.

Il n’est pas matériellement possible d’obtenir I’estimation des paramétres
du modéle M, car l'interaction comporte (60-1) (26-1) = 1475 parameétres.

Remarque

On a considéré les probabilités conditionnelles {mi} pour résoudre le
probléme d’estimation et de test d’hypothéses. Cependant, on peut exprimer
les probabilités (non conditionnelles)

Pik = Pr(ti-1 = Tyj < t)
en fonction des probabilités conditionnelles i :
Piji = Tij
pix = Tk (1 — m)) (1 — ) ... (1 — mjx—1); k=2,..., K- 1.
On peut en déduire I’estimation du maximum de vraisemblance de pijx.

4.2, Interaction multiplicative

On a vu dans le paragraphe précédent que le test du rapport de vraisem-
blance de I’hypothése d’absence d’interaction entre les deux facteurs n’était
pas matériellement réalisable, au moins avec GLIM ou GENSTAT.

On se propose d’étudier I'interaction entre les deux facteurs en supposant
qu’elle est proportionnelle au produit des termes des effets principaux,
12 = y B! B? pour tout (i, j).
Dans le cadre du modéle linéaire, on trouve une étude de l'interaction

entre deux facteurs dans DENIS (1983). La notion d’interaction multiplicative
a été introduite par TUKEY (1949).
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Sous la supposition d’interaction multiplicative, I’absence d’interaction
entre les deux facteurs est traduite par ’hypothése Hy : y = 0.

Le test du rapport de vraisemblance de ’hypothése nulle Hy contre son
contraire nécessite I’estimation des paramétres sous chacune de ces deux
hypotheéses. Il est asymptotiquement équivalent au test basé sur les scores qui
n’exige que ’estimation des paramétres sous I’hypothése Ho. Ce dernier test est
donc préférable au test du rapport de vraisemblance; il est défini par exemple
dans COX et HINKLEY (1974) et MORAN (1970).

Le test des scores de I’hypothése H, contre son contraire est décrit en
annexe.

On a donc résolu le probléme de test de non interaction entre les deux
facteurs en supposant que l'interaction est proportionnelle au produit des
termes des effets principaux.

5. RESULTATS NUMERIQUES

Dans I’exemple considéré, 94 des traitements (i, j) ne sont pas expérimen-
tés. On en tient compte en analysant la table incompléte obtenue apres
¢limination de ces 94 traitements.

5.1. Modéle log-linéaire

Dans le cas d’une table incompléte, la régle de calcul du nombre de
degrés de liberté d’un modéle log-linéaire est donnée dans BISHOP et al.
(1975).

Soient :
z. le nombre de zéros dans la table espérée {mu} ;
12 le nombre de zéros dans la table marginale espérée {m;.} ;

713 le nombre de zéros dans la table marginale espérée {m;.«} ;
253 le nombre de zéros dans la table marginale espérée {m.j} ;

Le nombre de degrés de liberté du modéle :
M, :Logmy = u + ul + v} + ul + uf? + uf} + uf
est (I-1) J-1) (K-1) — z. + (zi2 + zi3 + 2z3); celui du modéle
M, :Logmi = u’ + ul + u} + ui + uf + uf
est [(J-1) (K-1) — ze + (z12 + zi3).
Le modéle
M; :Log myx = u’ + u! + u} + ui + uf? + uf
a (I-1) J (K-1) — z. + (z12 + z23) degrés de liberté.
Dans I’exemple, z. = 658, z;; = 94, z;3 = z,3 = 0.

Le tableau 2 donne la valeur de la déviance (moins deux fois le loga-
rithme du maximum de vraisemblance).
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TABLEAU 2

Modele D Degré de liberté
1 8065.59 8286
> 8600.70 8640
M 3 8608.60 8436

D =2 X {x Log (xi / thyx) ; my # 0}
ijk
et le nombre de degrés de liberté pour chacun des 3 modéles M;, M, et M.
La valeur de la statistique de test du rapport de vraisemblance de :

(i) M, contre My est de 8065.59 pour 8286 degrés de liberté;
(ii) M; contre M; est de 535.11 pour 354 degrés de liberté;
(iii) M3 contre M; est de 543.01 pour 150 degrés de liberté.

En utilisant I’"approximation d’une loi de ¥* a v (grand) degrés de liberté
par la loi normale de moyenne v et de variance 2v, le degré de signification du
test est 0.956 pour (i) et pratiquement nul pour (ii) et (iii).

Donc on peut conclure :

(i) il y a un effet significatif du taureau et de I’inséminateur;
(i) il n’y a pas interaction entre les deux facteurs.

L’effet du taureau semble étre plus important que celui de ’'inséminateur.

5.2. Modéle de Cox
On considére les modéles :
Mo: i = B + Bl + B} + BY + B
Mo pige = B° + Bl + B + v Bl B} + B2

Mi:tpg =B + B+ B + Bk
Mziuijk=Bo+Bil +Bi
M3 : Wik = BO + BJZ + Bi

Le test de M; contre M, n’est pas matériellement réalisable. On substitue
a M, le modéle Mj. La valeur de la statistique W, étant de 0.801, on accepte
I’hypothése Hy : y = 0. Ainsi, en admettant que I’interaction entre taureau et
inséminateur est proportionnelle au produit des termes des effets principaux,
on ne rejette pas I’hypothése d’absence d’interaction.

La déviance associée au modéle M, est 8616 pour 8637 degrés de liberté.
La qualité d’ajustement du modéle M,, mesurée par la probabilit¢é qu’une
variable aléatoire de loi de x> a 8637 degrés de liberté dépasse la valeur 8616,
est 0.563. Ce modéle M, est de bonne qualité.
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La valeur de la statistique du rapport de vraisemblance de
(i) M:; contre M; est de 176 pour 59 degrés de liberté;
(i) Ms contre M, est de 356 pour 25 degrés de liberté.

Les degrés de signification sont pratiquement nuls.

On aboutit donc aux mémes conclusions que dans le modéle log-linéaire.

6. DISCUSSION

Deux modéles, modéle log-linéaire et modéle de COX, sont considérés
pour étudier I'influence de deux facteurs sur une variable réponse obtenue
par discrétisation d’une variable continue. Le modéle log-linéaire nécessite
beaucoup plus de paramétres que le modéle de COX pour décrire I’influence
des facteurs sur la variable réponse. Entre deux modéles de bonne qualité
d’ajustement, selon ALTHAM (1984), on préfére celui qui a moins de
parameétres car il permet d’estimer toute fonction des probabilités des cellules
avec plus de précision. D’autre part, le modéle log-linéaire ne tient pas
compte du fait que la variable réponse est obtenue par discrétisation d’une
variable continue.

Cependant, lorsque les facteurs ont chacun un grand nombre de
niveaux, le modéle de COX ne permet pas d’étudier l'interaction sans
supposition supplémentaire. On a pu étudier I'interaction entre deux facteurs
en supposant qu’elle est proportionnelle au produit des termes des effets
principaux.

Le modéle log-linéaire permet d’étudier l'interaction entre les deux
facteurs au moyen de ’algorithme IPF. Mais on ne peut pas avoir la précision
de I’estimation des paramétres sous I’hypothése (acceptée) de non interaction
entre les deux facteurs. Alors que les écarts-types estimés des estimateurs des
parameétres sont obtenus dans le modéle de COX sans interaction.

Le modéle log-linéaire et le modele de COX sont deux modéles non
emboités. Théoriquement, il existe des techniques de tests permettant de
choisir entre deux modeles non emboités (GOURIEROUX et al., 1983). Mais
leur mise en ceuvre se heurte au grand nombre de paramétres qui existent
dans le modéle log linéaire et le modéle de COX.

Ainsi, il est difficile de choisir entre les deux modéles. Dans le
traitement des données, les deux modéles conduisent aux mémes conclu-
sions : il y a effet des deux facteurs et absence d’interaction entre les deux
facteurs.

On peut s’orienter vers un compromis. On utilise d’abord le modele
log-linéaire pour tester I’absence d’interaction entre les deux facteurs. On
applique ensuite, en cas de non interaction, le modele de COX pour tester
les effets principaux et estimer les probabilités des cellules.
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ANNEXE

Test des scores

Soient :
le B0+B1+BJ+\UﬁlBJ+B3
= (BO, BZ,---,BI’ BZ,“"BJa BL""B?(—‘)
9 = (¥, M)
1 J K-1
Lw,A) =2 2 X [xijLog mu + (nij — xi) Log (1 -]
i=1j=1 k=1
le logarithme de la vraisemblance

Ao ’estimation du maximum de vraisemblance de A sous ’hypothése H,
uh = wi (Ro)
n%k Tk (Ro)

U0=[—Ilp-0]}» Ao

1 - nl nl A A
5 G = i T o 0.9 B, B2

ijk nuk

[y emees

= 3 B exp uly) (1 - ) (B B3)°

ijk 1_|k
Wo= Ui/ I

Xve la valeur réelle qui est dépassée avec une probabilité a par une
variable aléatoire de loi de x* a v degrés de liberté.

Le test des scores, de niveau asymptotique o, de Ho contre non Hj est
défini par :

Rejet de H) <T————> W; > Y.
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