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LES TABLES

DE G.J. RESNIKOFF ET G.J. LIBERMAN

(loi de t décentrée)
LEUR APPLICATION

AU CONTRÔLE PAR MESURES

André VESSEREAU

1. Généralités

1.1. Position du problème
1.2. La loi de t décentrée
1.3. Les Tables de G.J. RESNIKOFF et G.J. LIBERMAN

2. La courbe d’efficacité lorsque n (effectif d’échantillon) et k (constante
d’acceptation) sont connus

3. Détermination des paramètres n et k au moyen de la table « probability
intégral of t »
3.1. Données (pi, 1 - a), (p2, P). Détermination de n et k

3.1. a n  25 (v  24)
3.1. b 25  n  50 (24  v  49)
3.1. c n &#x3E; 50 (v &#x3E; 49)

3.2. Données n et (pi, 1 - a). Détermination de k
3.3. Données n et (p2, P). Détermination de k

4. Détermination des paramètres n et k au moyen de la table « percentage points
of E »
4.1. Données (pi, 1 - a), (p2, 03B2). Détermination de n et k
4.2. Données n et (pi, 1 - a). Détermination de k
4.3. Données n et (p2, (3). Détermination de k

Tables donnant le coefficient d’acceptation k en fonction des couples (p, P)
et n = 3 [1] 25, 30, 35, 40, 45, 50

1. GÉNÉRALITÉS

1.1. Position du problème

Cette note traite du contrôle d’un lot par rapport à une seule limite de
tolérance, supérieure (Ts) pour fixer les idées. Une unité est défectueuse (ou
« non conforme ») si la mesure x obtenue sur celle-ci est supérieure à Ts (x
appartient à une loi normale de moyenne u. et écart-type a inconnus). La
proportion de défectueux dans le lot contrôlé est p.
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La condition d’acceptation du lot, à partir d’un échantillon d’effectif n
pour lequel la moyenne des Xi est X et l’écart-type estimé

est X  Ts - ks, k est la « constante d’acceptation ».
Le plan d’échantillonnage défini par (n, k) peut être obtenu de plusieurs

façons. On peut se donner :

a) le « point du risque fournisseur » défini par le couple (pi, 1 - a) et
le « point du risque client » défini par (p2, P); a est le risque du fournisseur
associé à p = pi, p est le risque du client associé à p = p2. A partir de ces
données on détermine n et k (plus généralement on se donne 2 points de la
courbe d’efficacité).

b) l’effectif d’échantillon et le « point du risque fournisseur » (pi,
1 - a). On détermine k (et éventuellement le « point du risque client » (p2 , P)).

c) l’effectif d’échantillon n et le « point du risque client » (p2, 0).
On détermine k (et éventuellement le « point du risque fournisseur »

(p 1 -a)).

Lorsque, à partir de l’une ou l’autre de ces conditions, n et k sont connus,
la courbe d’efficacité du plan d’échantillonnage, qui représente la probabilité
d’acceptation P en fonction de toute valeur de p (0  p  1), est entièrement
déterminée; elle passe en particulier par les points de coordonnées (pi,
P = 1 - a), (P2, P = B).

1.2. La loi de t décentrée

Lorsque l’écart-type a est connu, la solution des problèmes précédents
s’obtient aisèment à partir des Tables de la loi normale réduite.

Lorsque a est estimé par s, la solution est beaucoup moins aisée; elle fait
appel à la loi de la « variable t décentrée », que l’on désignera par T’ ; celle-ci
dépend de deux paramètres : v = nombre de degrés de liberté, et A = paramè-
tre de décentrement. La définition est la suivante (U est la variable normale,
réduite, X2 la variable de Pearson à v degrés de liberté) :

Si A = 0, on retrouve la. loi T de Student qui ne dépend que du nombre de
degrés de liberté.

Compte-tenu de la relation X2 Iv = s21 cr2, T’ s’écrit :

ou encore
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1.3. Les « Tables of the non-central t distribution » de G.J. RESNIKOFF et G.J.
LIBERMAN (1957)

L’emploi de ces Tables, qui sont les plus classiques et sans doute les plus
détaillées, présente plusieurs difficultés.

Elles utilisent des notations qui sont fort différentes de celles qui sont
adoptées à l’heure actuelle; ainsi (exemples parmi beaucoup d’autres) une
valeur particulière de la variable normale réduite est désignée par z, le fractile
d’ordre 1 - p de cette variable (notation actuelle u 1 - p) est désigné par Kp.

La fonction de répartition est tabulée sous deux formes. « Probability
intégral of t » (c’est-à-dire T’) : valeurs, en fonction de v et x, de Pr [T/v  x],
et « Percentage points of t » : valeurs de x telles que Pr [T/v  x] = e, en
fonction de v et d’une sélection de E de 0,05 à 0,995.

Le paramètre de décentrement est donné en fonction de v et Kp = Uj-p,
(A = /v + 1 ul-p), pour une sélection de valeurs de v et de p.

Le façon d’entrer dans les Tables (indexation des lignes et des colonnes)
nécessite beaucoup d’attention.

Les Tables sont fort volumineuses (389 pages).
Les difficultés qui viennent d’être énumérées ne doivent pas être interpré-

tées comme des critiques. Les auteurs (qu’on désignera dans ce qui suit par R
et L) ne disposaient pas en 1957 des moyens de calcul actuels et on ne peut leur
reprocher que les notations aient évolué. L’indexation par le paramètre de
décentrement à priori inattendu Õ = /f + 1 Kp (A = v + 1 ui-p) est expliqué
dans l’Introduction : « ... the development of these tables was motivated by the
necessity of using the non-central t - statistic for problems involving the
fraction of normally distributed random variables falling above and/or below
specified values. The solution of such problems involves Kp. The particular
values of p chosen coïncide with the Acceptable Quality Levels (AQL’s) of
Military Standard 105A, Sampling Procedures and Tables for Inspection by
Attributes (note : These same values of p will be the AQL’s of a new military
standard for sampling inspection by variables(’)) ».

Dans la présente note, on s’est efforcé, par une « traduction » des
symboles en notations actuelles, et par de nombreux exemples (souvent
empruntés à R et L) de rendre l’Introduction aux Tables et les Tables elles-
mêmes plus facilement utilisables par les lecteurs de l’année 1986, plus
spécialement par ceux qui s’intéressent au contrôle sur échantillon.

A cet égard on fera les remarques suivantes :
- la Table « Probability density of t ... » (pages 33 à 175) n’est guère

utile aux praticiens du contrôle,
- la Table « Probability Integral of t ... » (page 179 à 380) n’est utile que

pour le tracé des courbes d’efficacité,
- la Table « Percentage points of t ... » (7 pages seulement, 383 à 389)

est suffisante pour la plupart des applications au contrôle sur échan-
tillon.

( 1 ) Il s’agit du document MILSTD 414, devenu norme ISO 3951.
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2. LA COURBE D’EFFICACITÉ LORSQUE n (EFFECTIF D’ÉCHANTIL-
LON) ET k (CONSTANTE D’ACCEPTATION) SONT CONNUS

Il convient de remarquer que n et k ne sont jamais des données « à
priori » d’un plan d’échantillonnage. C’est à partir des conditions :
- (Pl, 1 - a), (p2, P) que n et k sont déterminés (§ 3/1 1 et 4/1)
- n, (Pl, 1 - a) que k est déterminé en complément de n (§ 3/2 et 4/2)
- n, (p2, P) que k est déterminé en complément de n (§ 3/3 et 4/3)

La condition d’acceptation X  Ts - ks peut s’écrire :

ou encore

p désignant la proportion d’unités dépassant Ts dans le lot, on a :

D’autre part n(x - 03BC) 03C3 = u (valeur de la variable normale réduite); la

condition (5) s’écrit donc :

Le rapprochement avec (3) montre que le premier membre n’est autre que
la variable t’ (t décentrée) avec v = n - 1 degrés de liberté, et le paramètre de
décentrement 11’0 Ul-p, fonction de p.

La condition (6) peut s’écrire sous les formes équivalentes :

La probabilité d’acceptation P s’exprime donc en fonction de p (courbe
d’efficacité) par :

ou, en posant, selon la notation de R et L,

La Table de « Probability Intégral of t » (pages 179 à 380) donne les
valeurs de x pour :
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Exemple 1 (emprunté à R et L)

Pour v = n - 1 = 9, et x = 1,813, on trouve, page 313 de R et L, après
interpolation linéaire entre x = 1,80 et x = 1,85 :

3. DÉTERMINATION DES PARAMÈTRES n ET k AU MOYEN DE LA
TABLE « PROBABILITY INTÉGRAL OF t » (page 179 à 380)

Cette Table convient au cas général (1 - a et P quelconques), les valeurs
de p étant limitées aux 10 valeurs ci-dessus.

3.1. Données (pi, 1 - a), (p2, B) - Détermination de n et k

3.1.a) n  25 (v  24)

Comme n est inconnu (c’est l’un des paramètres à déterminer) la condi-
tion 2  v  24 signifie que la solution peut être trouvée dans la partie des
Tables ou v prend toutes les valeurs de v = 2 (n = 3) à v = 24 (n = 25).

On recherche les degrés de liberté v et v’ = v + 1 pour lesquels on trouve
dans la 1 ère colonne de la Table une valeur x satisfaisant aux conditions
suivantes :

pour v 
si 

. 

p - PI cette valeur est &#x3E; a
p 1 si p - p2 cette valeur est 1 - P

pour 1 v + 1 si p = Pl cette valeur est a

si p - p2 cette valeur est &#x3E; 1 -

Revue de Statistiques Appliquees, 1986, vol XXXV, n° 3



10

On prend pour v la valeur v’, d’où n = v’ + 1; on obtient ensuite x par
interpolation linéaire donnant la valeur a dans la colonne référencée par la

valeur de pi, puis k = n 1 x. On obtient ainsi un ajustement à la

condition (pi, 1 - a); pour p = p2 on a 03B2’  p.

Exemple 2 (p 1 = 0,010, 1 - a = 0,99), (P2 = 0,15, 03B2 = 0,10)
(Exemple emprunté à R et L)

pour v = 16, x = 1,55 à Pl = 0,01 correspond a’ = 0,0104 &#x3E; a

p2 = 0,15 correspond 1 - P’ = 0,8936  1 -
pour v = 17, x = 1,55 à pi = 0,01 1 correspond a’ = 0,009  a

p2 - 0,15 correspond 1 Pl = 0,9022 &#x3E; 1 -
On adopte v = 17, d’où n = 18. Par interpolation linéaire la valeur de x

correspondant à a = 0,01 1 est :

1,55 + 0,05 0,0010 0,0051 = 1,56
La constante d’acceptation est

Les paramètres du plan sont (n = 18, k = 1,516).

3.I.b) 25  n  50 (24  v  49)

(A partir de v = 24, les valeurs de v dans la Table de R et L sont espacées
de 5 en 5 : v = 24 - 29 - 34 - 39 - 44 - 49, soit n = 25 - 30 - 35 -
40 - 45 - 50)

On détermine une valeur approchée de n par la formule

(on prend pour n’ la valeur entière immédiatement supérieure à la valeur
donnée par la formule).

On consulte la Table de R et L pour les deux valeurs v tabulées encadrant
n’ ; on en déduit les valeurs de v et x (d’où n et k) par une série d’interpolations
qui sont exposées dans l’exemple ci-après :

Exemple 3 (emprunté à R et L)

[P1 = 0,065, 1 - a = 0,99], [p2 = 0,25; P = 0,04]
La formule (10) donne n’ = 36 encadré par v- - 34, v+ - 39. Pour

v- - 34 et Pl = 0,065 on trouve, pour x = 1,00 et x = 1,05, les valeurs 0,0051 
et 0,0108 encadrant a = 0,01; d’où par interpolation, pour a = 0,01,
x = 1,043; pour x = 1,043 et p2 = 0,25 on trouve (par interpolation)
1 - 03B2 = 0,9507.

De la même façon, pour v+ - 39 et Pl = 0,065 on trouve, pour x = 1,05
et x = 1,10, les valeurs 0,0073 et 0,0155 encadrant a = 0,01, d’où par interpo-
lation, pour a = 0,01, x = 1,066 et 1 - P = 0,9698.
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Pour v = 36, par une nouvelle interpolation sur les deux paires

on obtient x = 1,052 1 - P = 0,9583.
On en déduit pour l’effectif d’échantillon n = v + 1 = 37 et pour la

constante d’acceptation k = 36 x 1,052 = 1,038.

La courbe d’efficacité du plan défini par ces valeurs (n = 37, k = 1,038)
passe par le « point du risque fournisseur » (pt = 0,065, 1 a = 0,99) et le
« point du risque client » (p2 = 0,25, P = 0,0417). Avec cependant une certaine
incertitude sur les dernières décimales, due à la suite d’interpolations linéaires
effectuées. 

3.1.c) Méthode pour n &#x3E; 50 (v &#x3E; 4 9)

Lorsque les méthodes décrites précédemment conduisent à v &#x3E; 49, on
utilise l’approximation classique ci-après :

La constante d’acceptation k est obtenue, en fonction des couples (pi,
1 - a), (p2, P), au moyen de la formule qui s’applique lorsque l’écart-type a
est connu :

L’effectif d’échantillon s’obtient en multipliant par 1 + k2/2 l’effectif conve-
nant au cas où o est connu, soit :

(arrondi à l’entier immédiatement supérieur).

Exemple 4 [p1 = 0,001, 1 - a = 0,95], [p2 = 0,0136, 03B2 = 0,10]

u1-p1 = 3,0902, u, _a = 1,6449, u1-p2 = 2,2089, u1-03B2 = 1,2816. Les formules
(11) et (12) donnent :

n = 49 k = 2,59
Le plan défini par ces conditions est le plan de lettre-code K,

AQL = 0,10, de ISO 3951, où l’on donne les valeurs très voisines n = 50,
k = 2,60 - Noter que pour n = 50 (v = 49) on est à la limite du domaine
couvert par la Table de R et L, ainsi que pour Pl = 0,001 - Mais p2 = 0,0136
obligerait à une interpolation bien hasardeuse entre 0,010 et 0,025.

3.2. Données n et (pi, 1 - a) - Détermination de k

On consulte la Table de R et L pour v = n - 1, et on obtient k au moyen
d’une interpolation très simple.
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Exemple 5

Avec

D’où par interpolation, pour

3.3. Données n et (P2, P) - Détermination de k

La méthode est la même qu’en 3.2.

Exemple 6 n = 16 (P2 = 0,04, 03B2 = 0,10)
Pour v = 15, on trouve :

pour x = 2,50 associé à p = 0,04 (1 - p)- = 0,8962
pour x = 2,55 associé à p = 0,04 (1 - 03B2)+ = 0,9058

D’où par interpolation, pour 1 - p = 0,90, x = 2,514 et

4. DÉTERMINATION DES PARAMÈTRES n ET k AU MOYEN DE LA
TABLE « PERCENTAGE POINTS OF e » (pages 383 à 389)

Cette table donne les valeurs de

pour les valeurs suivantes :

03BD(= n - 1) = 2 à 24 - 29 - 34 - 39 - 44 - 49
p 0,25 - 0,15 - 0,10 - 0,065 - 0,040 - 0,025 - 0,010 - 0,004 -

0,0025 - 0,001 
E (probabilité d’acceptation) = 0,995 - 0,99 - 0,95 - 0,75 - 0,50 -
0,25 - 0,10 - 0,05 - 0,01 - 0,005

Il nous paraît plus aisé, pour le praticien, d’indexer directement la Table
par l’effectif d’échantillon n ( = v + 1), et d’y inscrire les valeurs du coefficient
d’acceptation k. C’est ce que nous avons fait dans les Tables données en
annexe, avec les modifications et simplifications ci-après :
- la notation E est remplacé par la notation P (probabilité d’acceptation),
- les valeurs de P (= e) et p ont été exprimées en %,
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- on a supprimé la ligne p = 0,25 (25 %) et les colonnes P (= e) = 0,75
(75 %) et 0,25 (25 %) qui ont peu d’intérêt pratique.

4.1. Données (pi, 1 - a), (p2, P) - Détermination de n et k

On recherche les valeurs consécutives n - 1 et n telles que pour n - 1,
la valeur k lue pour (P = 1 - a, p = pi) est inférieure à celle lue pour (P = p,
p = p2) et que pour n cette condition est inversée (« supérieure » au lieu de
« inférieure »). C’est cette dernière valeur qui est adoptée. On obtient ainsi
l’ajustement au point (pi, 1 - a); pour p = p2 on a (3.

Exemple 7 (emprunté à R et L)
(p1 = 1 %, P = 1 - a = 99 %), (p2 = 15 %, P = P = 10 %).

pour n = 17, p - 1 %, P = 99 % on lit k = 1,499
p 15 %, P = 10 % on lit k = 1,519 &#x3E; 1,499

pour n = 18,p 1%,P=99%onlitk= 1,157
p 15 %, P = 10 % on lit k = 1,501  1,517

D’où n = 18 k = 1,517

4.2. Données n et (pt, 1 - a) - Détermination de k

La Table indexée par la valeur fixée pour n donne directement le

coefficient d’acceptation k à l’intersection des ligne et colonne p = pi,
P = 1 - a.

Exemple 8 n = 16, p1 = 1 % 1 - a = 95 %

La Table n = 16 donne directement k = 1,693.

4.3. Données n et (P2, P) - Détermination de k

La méthode est la même, en entrant dans la Table (n) aux ligne et colonne
P=P2,P=P.

Exemple 9 n = 8, P2 = 10% = 10 %
La Table n = 8 donne k = 2,219.
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