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COMPARAISONS PAR TRIPLETS EN
CLASSIFICATION AUTOMATIQUE

Said CHAH

Centre Scientifique IBM-France
36 Av. R. Poincaré 75116 PARIS

1. INTRODUCTION

En agrégation des similarités [7] (méthodes de classification sur des
données qualitatives) I'information utilisée en vue d’effectuer la classification
se présente sous forme de m tableaux des comparaisons par paires : pour
chaque paire {i, j} on retient le fait que les éléments i et j « se ressemblent ou
non » relativement a chacune des m variables qualitatives Vi (k = 1, m)
décrivant I’ensemble E.

En théorie d’agrégation des préordonnances (classification de donnés
hétérogénes) [2], les éléments de I’ensemble a classifier sont considérés par
quadruplés : pour chaque quadruplé (i, j, k, 1) on retient celle des pairs {i, j} et
{k, 1} dont les éléments « se ressemblent » le plus relativement a chacune des
variables de description. Partant de ce type d’informations les méthodes
d’agrégation des préordonnances permettent de classifier un ensemble décrit
par des variables hétérogénes.

Dans le cas d’'un ensemble E homogéne muni d’un indice de proximité
S (une distance ou un indice de similarité) I'information précédente s’écrit sous
la forme suivante : pour chaque quadruplé (i, j, k, 1) on retient le fait que les
éléments de la paire {i, j} sont plus ressemblants ou moins ressemblants, au sens
de 'indice S, que ceux de la paire {k, 1} .

Dans cette publication une nouvelle structure basée sur des comparai-
sons par triplets sera proposée. Elle peut étre décrite de la maniére suivante :
Pour chaque triplet (i, j, k) d’éléments de I’ensemble a classifier on connait celui
des éléments i et k qui « ressemble le plus » a I’élément j relativement a chacune
des variables de description. Généralement I'information dont on dispose est
constituée de m structures de ce type. Cette nouvelle approche permettra
d’introduire de nouveaux critéres de classification opérant soit sur des données
hétérogénes, si I’ensemble a classifier est décrit par des variables, soit sur des
tableaux de comparaisons par triplets lorsque les donnés se présentent direc-
tement sous cette forme.

Si I’ensemble a classifier est muni d’un indice de proximité S (S étant une
distance si les variables de description sont quantitatives ou un indice de
similarité si les variables sont qualitatives) cette information s’écrit tout
simplement sous la forme suivante : pour chaque triplet (i, j, k) on retient celui
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des éléments i et k qui ressemble le plus, au sens de Pindice S, a ’élément j. On
montrera que la connaissance de cette nouvelle structure, dite triordonnance
induite sur E par 'indice de similarité S, suffit pour établir une classification
sur un ensemble homogéne.

2. TYPOLOGIE SUR LES TRIORDONNANCES

2.1. Définition

Soit E un ensemble a n éléments, on désigne par F ’ensemble des paires
d’éléments de E et par G le sous ensemble de F x F suivant :

G = {{Ljh . kD I i,j,k € E}
Une triordonnance sur E est une relation de préordre partiel, définie sur F,

comparant uniquement des éléments de G. L’ensemble des triordonnances
définies sur E sera noté Q(E).

2.2, Codage d’une triordonnance

Pour représenter une triordonnance P, on utilisera le codage [T]

suivant :
1osi fi, j} > {j, k}
T(i,.]’ k)= 0 Si {I’J} =P{-i9 }
=1 si {i, i} <o {i, k}
On notera @ (E) '’ensemble des représentants, selon le codage précé-
dent, des éléments de Q(E).

2.3. Typologie sur les triordonnances

L’objet de ce paragraphe est d’introduire les notions de triordonnances
induites par, un indice de similarité, une relation binaire quelconque définie
sur E, ou une variable de description de nature quelconque.

2.3.1. Triordonnance induite par un indice de similarité

S étant un indice de similarité défini sur E x E, on appelle triordon-
nance induite sur E par I'indice de similarité S, notée P;, le préordre partiel
portant sur G suivant :

La variable T; représentant la triordonnance P; selon le codage [T:] s’écrit :
1 si SGj) > SG,k
-1 si S@G,j) <SG, k)

62 Revue de Statistiques Appliquées, 1986, vol. XXXIV, no 1



2.3.2. Triordonnance induite par une relation binaire

R étant une relation binaire définie sur E, on appelle triordonnance sur
E induite par la relation R le préordre partiel portant sur G suivant :

{i,j} Pr {i,k} < = > iRj et jRk (ex aequo si iRj et jRk ou iRj et jRk)

La variable Tr associée a la triordonnance Px selon le codage [T,] se présente
sous la forme suivante :

1 si iRj et jRk
Tr(@, j, k) = 0 si (iRj et jRKk) ou (iRj et jRk)
—1 si iRj et jRk
iRj désigne le fait que i n’est pas en relation avec j.

Remarque :
Tr(,j, k) = Y@, ) — Y(,k) = Sign(Y(i,)) — Y(, k)
. 1 si iRj
Y @) = { 0 sinon.

L’ensemble des triordonnances induites sur E par I’ensemble des
relations d’équivalence définies sur E (ou partitions de E) est un sous
ensemble de Q (E) que I'on notera .. Il lui correspond un sous ensemble
de @ (E) noté ®. (ensemble des représentants des triordonnances induites sur
E par I’ensemble des partitions de E).

2.3.3. Triordonnance induite par une variable qualitative

Il s’agit de la triordonnance associée a la relation d’équivalence induite
sur E par la variable qualitative V.

2.3.4. Triordonnances induites par une variable ordinale

A partir d’une variable ordinale V définie sur E, on peut extraire deux
types d’informations : une information relative & la ressemblance entre
éléments de E (si [r(i) — r(j)| < Ir(k) — r(j)| alors j est plus proche de i
que de k) ou r désigne I’application rang induite par V sur E, la seconde
information concerne le classement (préordre) induit par V sur E. De ce fait
a une variable ordinale V on peut associer deux triordonnances différentes,
la premiére définie sur E par :

{Lit P ik} < = > Ir@) — @)l < Ir() — rK)
contient une information concernant la ressemblance entre les éléments de
E. La variable T, correspondante est donnée par :

1 si @) —r(@G)! < Ir@) — rk)l

T.G, ). k) = 0 si Ir@)~r@l = Irg) — r®)!

-1 si [r(@) —r@G) > Ir@) — r&)|
La deuxiéme triordonnance est celle induite sur E par la relation de préordre
définie sur E par la variable V. Lors d’un probléme de recherche de partitions

c’est la premiére triordonnance que I’on retiendra comme information relative
a la ressemblance des éléments de I’ensemble a classifier extraite de la
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variable ordinale V. Dans le cas d’un probléme de recherche d’un ordre
optimale (agrégation d’ordres) c’est la deuxiéme triordonnance que I’on
retiendra.

2.3.5. Triordonnance induite par une variable quantitative

V étant une variable quantitative définie sur E, on appelle triordonnance
induite par V sur E le préordre partiel portant sur G suivant :
LiP i,k < =>1V(3E - VQGI < IV(G — VE)I

ou V(i) désigne la valeur prise par la variable V pour I’élément i de E. La
triordonnance P, induite par la variable quantitative V est représentée (cas du
codage T)) par la variable T, suivante :

{ 1 si V(@) - V(@) < 1V([) — VK)I
T.G,j, k) = 0

" »n

i IVA) - VG = 1V(E) — VE)I
—1 si VG = V@I > IVG) — V)|

Remarque :

n désigne le cardinal de E.

m désigne le nombre des variables de description.

N = }> 1 = n?: si 'on considére tous les couples (i, j).
i

N=J>1-= _n_%l : si ’on considére toutes les paires {i, j}.
i<j

N=3Y>1-= gnz_—ll : si ’on ne considére que les paires {i, j}1i+].
i<j

M= )33 1 = n’:silon considére tous les triplets (i, j, k).
ij ok

2.3.6. Remarque importante

Dans le cas d’un probléme ou les couples (i, j) et (j, i) ne jouent pas le
méme role (voir exemple 4 la fin de I’article) la triordonnance doit étre définie
comme une relation de préordre partiel définie sur I'’ensemble F des couples
d’éléments de E, comparant uniquement les éléments de I’ensemble G suivant :

G = {((,i).G, k) I i,j,k € E}
Cela revient a donner aux notations {i, j} utilisées dans cet article le sens de
couple et non de paire.

3. CRITERES D’ADEQUATION ENTRE TRIORDONNANCES

Deux approches différentes seront proposées en vu d’introduire des
mesures d’adéquation entre triordonnances. Une premiére approche; dite
corrélationnelle, permet de construire deux mesures d’adéquation : 'une
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induite par la covariance et I’autre par le coefficient de corrélation. La seconde
approche est contingentielle, elle permet d’associer & chaque critére de contin-
gence (2 x 2) une mesure d’adéquation entre Triordonnances.

3.1. Approche corrélationnelle du probléme

Etant données deux triordonnances P et Q, on désigne par T, et T, les
variables ternaires représentant P et Q (selon le codage T)), soit :

1 si {i,j} >5{i, k}
TP(isj9k)= { 0 si {l’.i} =P{j’k}

—1 si

-1 si

fi, 3t }

1 si {i,j} >q0, k}

Tq(i’ja k)= { 0 si {1 J} Q{j’ k}
{i, j} }

3.1.1. Ciritére d’adéquation induit par la covariance

La covariance induit une mesure d’adéquation sur ’ensemble [Q (E)P
notée W,y donnée par :

Z Z Z Tp(i3 j’ k) Tq(i9 j9 k)

Yoo (P, Q) = Cov(T,, Ty = M

3.1.2. Critére d’adéquation induit par le coefficient de corrélation

Au coefficient de corrélation correspond une mesure d’adéquation entre
triordonnances définie par :

Cov (T,, Ty)
YVar(T,) /Var (Ty)
_ 222 TG, k) Tal, j, k)
VZI2Z 2 TG00 VZ X X T 5, k)

Weor (P, Q) = Cor (T, Tg) =

3.2. Approche contingentielle du probléme

Pour construire des mesures d’adéquation entre triordonnances une
seconde approche de nature contingentielle peut étre utilisée. Elle consiste,
dans un premier temps, & considérer que les deux triordonnances P et Q ne
comportent pas d’ex-aequo, a construire la table de contingence (2 x 2)
croisant les modalités des variables binaires T, et T, (représentant les deux
triordonnances P et Q), et & mesurer I’adéquation entre les triordonnances P et
Q par I’assocation, au sens d’un critére de contingence (2 x 2), qui existe entre
les variables T, et T,. Ces mémes critéres seront utilisés pour mesurer ’adéqua-
tion entre deux triordonnances quelconques (avec ex-&quo). Pour ce faire, il
suffit de poser T, (i, j, K) =0 si {i, j} =, {j, k} et Tq(i, j, k)=0si {i, j} =4 {j, k}. Ce
qui revient 3 annuler P’effet des ex-®quo sur les critéres considérés.
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La table de contingence, en question, se présente comme suit :

T,
1 -1
7,11 My M-y .
-1 -1 n-1-1 oy,
n n-y M

En fonction des notations T, (i, j, k), Tq(i, j, k), les quantités n,;, n;.,
n,. ...etc, sont données par :

4n“ = ZZZ [1 + Tp(i,j, k) Tq(i,j, k)] = 4n_1_1

i j k
4n,_, = ZZZ [r- Tp(l’.l’k) Tq(l’j’k)] =4dn_,
i j k
n=n,=n_,=n, = %

Tout critére de contingence, défini sur le tableau précédent, donne lieu
a une mesure d’adéquation entre la triordonnance P et la triordonnance Q. De
sorte que, si I’on désigne par C un indice d’association quelconque sur une
table de contingence (2 x 2) : BELSON, PEARSON, RAND, JORDAN... etc.,
il lui correspond une mesure d’adéquation entre triordonnances notée ¥c et
définie par :
Yc(P, Q) = C(T,, Ty)

La formulation en fonction des notations T,(i,j, k) et Tq(i,j, k) des
critéres d’adéquation entre triordonnances obtenus par le biais de I’approche
contingentielle, ainsi que I’étude des équivalences entre ces critéres ont été
effectuées par I’auteur dans [3].

4. AGREGATION DES TRIORDONNANCES

Etant donné un ensemble de m triordonnances définies sur E, notées
P.(r = 1, m), le probléme d’agrégation des triordonnances consiste a calculer
parmi toutes les triordonnances d’un type donné noté € celles qui s’ajustent
le mieux, au sens d’une mesure d’adéquation entre triordonnances, a ’ensem-
ble des triordonnances P,(r = 1, m) données.

Si ’on désigne par ¥ une mesure d’adéquation entre triordonnances et
par @, I’ensemble des représentants selon le codage [T] des éléments de Q,, le
probléme général d’agrégation des triordonnances, au sens du critére ¥c,
s’écrit de la maniére suivante :

Max ) Wc(P,P) < = > Max ) C(T, T)
Pey r Ted P
ou C désigne soit la covariance ou le coefficient de corrélation dans le cas

de I'approche corrélationnelle soit un critére de contingence dans le cas de
I’approche contigentielle. Les triordonnances P, (r = 1, m) sont les données
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du probléme et P parcourt ’ensemble €, (donné). Il existe donc autant de
problémes d’agrégation de triordonnances que de critéres d’adéquation entre
triordonnances différents.

5. COMPARAISONS PAR TRIPLETS EN CLASSIFICATION DE DON-
NEES HOMOGENES

5.1. Probléme de classification

E étant un ensemble a n éléments décrits par m variables homogénes et
muni d’un indice de similarité noté S, le probléme que I’on se pose consiste a
effectuer une classification automatique (reconnaissance automatique d’une
structure de partition) sur E. Pour ce faire nous proposons la démarche
suivante.

On calculera parmi toutes les partitions possibles de E celles dont les
triordonnances associées s’ajustent le mieux, au sens d’un critére d’adéquation
entre triordonnances, a la triordonnance P;, induite par I'indice de proximité
S. S pouvant étre ou un indice de similarité si les variables de description sont
qualitatives ou une distance si les variables sont quantitatives.

Le modele proposé apparait comme une application particuliére du
probléme général d’agrégation des triordonnances : I’ensemble des triordon-
nances a ajuster est réduit a I'unique triordonnance P, celles que 1’on recher-
che sont du type Q.. Au sens d’un critére du type ¥c, le probléme d’optimisa-
tion associé a la recherche des partitions s’ajustant le mieux a la triordonnance
P, s’écrit de la maniére suivante :

I\Prgag: Yc(P, P)

De ce fait il existe, a priori, autant de critéres de classification, fondés sur
les triordonnances et opérant sur des données homogeénes, que de mesures
d’adéquation différentes entre triordonnances. Commengons par étudier le
probléme au sens des mesures Weov et Weor-

5.2. Critére induit par la covariance

Le probléme de la recherche des triordonnances du type Q. qui s’ajustent
le mieux, au sens de la mesure Wcov, 4 la triordonnance P; s’écrit :

Max Weo (P, P) < = > Max Cov (T, Ts)
PeQe Te®e

T, est une donnée du probléme et T parcourt ’ensemble @, (des représentants
des triordonnances induites par les partitions de E). Si I'on désigne par Y la
variable binaire représentant une partition R de E, alors :

MEM = 222 TG,5k = 22X [YG) — YG K] = 0.

" ij ok
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IME(T) = z%% T.Gi, 5, k) + z%% Te(k, j, i)
= 222 [TG 3, k) + To(k,j, )] = 0.

MCov(T,T) = Z?% TG, j, k) T.(,j, k) = z;% Y (i, j) T.(, j, k)
- Z??kj Y, k) Ts(i, 3. k) = Z?% Y (i, J) To(i, J, k)

ijok

P) [Z T.(,5, k) — 2 Tk, i,j)] Y@, J)-
i k k

Comme T parcourt I’ensemble des triordonnances induites par les partitions
de E, Y parcourt I’ensemble des partitions de E. Cela donne lieu a la
proposition suivante.

Proposition

Le probléme de la recherche des partitions s’ajustant le mieux, au sens
du critére W¢ov a la triordonnance P; est équivalent au programme linéaire
suivant :

Max I3 [3 TGio0 - I Tid] Y@
YGj) = YG.i)

Y@ + Y6k - YGk <1 i#j=+k
Y(,j) € {0, 1}

La résolution du programme ci-dessus reléve les mémes algorithmes
utilisés en agrégation des similarités [7].

5.2.1. Interprétation du critére obtenu

Corollaire
Le programme linéaire précédent s’écrit de la maniére suivante :
Max ¥ ¥ [B(,j) — B, Y(,J)

Y Partition
B(i,j) = 2G.J) + £G.J)
B(i,j) = 2b(@i,j) + f(, )

b(@i,j) = Card{klk € E et S(,j) > max{S(,k), SG, k)}}
BG,j) = Card{klk € E et S(,j) < min{SG,k), SG, K}
f(i,j) = Card{klk € E et S(,j) = max{S(, k), SG, k)}}
f(@,j) = Cardklk € E et S(i,j) = min{S(, k), S(, k)}}

Si I’on désigne par :

B; la boule (ouverte) de centre i et de diamétre la dissimilarité entre i et
j(d@,j) = 1-S(,j)). B; la boule (ouverte) de centre j et de diamétre la
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dissimilarité entre i et j. Fr (B; U B;) ’ensemble des éléments de E appartenant
ala fronti¢re de B; U B;. Fr (B; N B;) I’ensemble des éléments de E appartenant
a la fronti¢re de B; N B;

alors :
b(@i,j) = n — [card {B; U B;} + card {Fr(B; U Bj)}]
B(,j) = Card {B; N By}
f(@i,j) = Card {Fr(B: U B;)}
f(i,j) = Card {Fr(B; N B;)}
soit :

2222222
22222
2222

222222
22222
2222

222 222
22 22
2 2
22 22
222 ¥ 222
2222 I 2222
22222 22222
222222 222222

Autrement dit :

La contribution d’un observateur situé a I’extérieur des boules B; et B; est + 2.
La contribution d’un observateur situé sur la frontiére de (B; U B;) est + 1.
La contribution d’un observateur situé a I'intérieur de (B; N B;) est — 2.

La contribution d’un observateur situé sur la frontiére de (B; N B;) est — 1.
La contribution des autres éléments est nulle.

Notons enfin que les deux points N et N’ appartiennent a la fois a f (i, j) et £ (i, j)
par conséquent leurs contributions sont nulles.

5.2.2. Reégles des comparaisons par paires correspondantes

En I’absence de la contrainte linéaire « Y partition », la variable Y* qui
réalise le maximum de la fonction économique :

22 BG) - BGNY

inj
s’obtient par simple application de la régle des comparaisons par paires
suivante :

B(,j) > B(,j) alors Y*(,j) = 1.
A cause des effets du type effet Condorcet :
B@,j) > B(,j) et B(,k) > B(j,k) mais B(k,i) < B(k,1i)

la solution Y*, ainsi obtenue, n’est pas une partition, d’oi la nécessité
d’introduire la contrainte « Y partition ».
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S’il n’y a pas d’ex-aequo (f(i,j) = f(i,j) = 0), alors la régle des
comparaisons par paires précédente peut étre énoncée de la maniére suivante :

si
le nombre d’éléments de E situés a
Pextérieur des boules B; et B; est
supérieur au nombre d’éléments de

E contenus dans D’intersection des
boules B; et B;

alors

i et j sont réunis dans la partition
optimale

5.2.3. Sur quelques aspects du critére

La régle des comparaisons par paire qui découle du critére (5.2) fait des
¢léments de I’ensemble a classifier tant6t des observateurs (juges) tantot des
points observés (éléments soumis a un jugement). En effet ces mémes éléments
sont consultés chaque fois qu’il s’agit de classifier deux éléments i et j (la
question étant : i et j se ressemblent-ils « suffisamment » pour les réunir dans
la partition optimale). En d’autres termes le jury est constitué des éléments de
I’ensemble a classifier eux-mémes. Quant a la logique du jugement émis par
chacun des éléments consultés, elle s’explique clairement par le fait que le
jugement émis par un observateur dépend de sa position par rapport aux éléments
observés i et j. Un observateur k dont les distances qui le séparent des points
observés i et j sont supérieures a celle qui existe entre i et j est favorable au
classement de i avec j (puisqu’il se trouve éloigné aussi bien de i que de j).
Tandis qu’un observateur dont les distances qui le séparent des deux points
observés i et j sont inférieures a celle qui existe entre i et j est défavorable a ce
classement (puisqu’il se trouve « proche » aussi bien de i que de j). Enfin, la
faible contribution (1 ou —1 au lieu de 2 et —2) des éléments situés sur les
frontiéres (cas limites) s’explique par leur « impartialité ». Notre observateur
est d’autant plus siir de son jugement que la distance qui le sépare des éléments
observés i et j est grande (les critéres (5.2 et 5.2.1.) ne tiennent pas compte de
ce fait, dans (5.4) on construit un critére qui tient compte de 1’éloignement de
I’observateur). Si la somme des contributions des éléments favorables au
classement de i avec j est supérieure 4 la somme des contributions des éléments
non favorables a ce classement (aspect majoritaire du critére) alors i et j
devraient (sauf pour quelques exceptions dont on minimisera le nombre, qui
sont inévitables par suite des effets condorcet) étre réunis dans la partition
optimale.

Remarque :

Yo (P,Q) = 222 Sign[Y(.) — YG LISign[SG. ) — SG K

M
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5.3. Critére induit par le coefficient de corrélation

Au sens de 1a mesure W, le probléme du calcul des partitions s’ajustant
le mieux a la triordonnance P; s’écrit de la maniére suivante :

Max W¢, (P, P,) < = > Max Cor(T, T;)
PeQe Te®e

Proposition

La recherche des partitions s’ajustant le mieux a la triordonnance P;, au
sens de la mesure W, donne lieu au probléme d’optimisation suivant :

Max Z Z Z T(i’ j’ k) Ts(i, j, k)
Tede /> > > T2(1,j,k) VY X D T2(, j, k)

5.4. Critéres tenant compte de ’éloignement d’un observateur

5.4.1. Poids d’un observateur éloigné
Revenons sur le critére :

22 [BG, ) -~ BGDYG))

Dans (5.2.3) nous avons vu que pour classifier deux éléments i et j
(c’est-a-dire pour calculer Y* (i, j)) tout se passe comme si I’on scrutait I’opi-
nion d’un ensemble d’observateurs constitué par les éléments de E. Et que
I’opinion émise par chaque observateur consulté dépend de sa position par
rapport aux points observés i et j : 'opinion d’un observateur « éloigné » est
positive, tandis que celle d’un observateur « proche » est négative. L’observa-
teur est d’autant plus siir de son jugement que « la distance » qui le sépare des
points observés i et j est grande. Relativement au critére (5.3), deux observateurs
k et k' tels que k' est plus « éloigné » que k de la paire {i, j}, ont la méme
contribution. Autrement dit ce critére ne tient pas compte du degré d’éloigne-
ment d’un observateur.

Le probléme que 1’on se pose est de construire un nouveau critére qui
tienne compte du degré d’éloignement de chaque observateur. Pour ce faire il
suffit de pondérer le critére :

222 TG0,k TG, k)
par la quantité |S(i, j) — S(, k)|. Le critére résultant s’écrit :
222 18G) - 8Gk I TG,k TG, k)
montrons que le nouveau critére répond bien & nos espérances, pour cela

considérons deux observateurs k et k' tels que k’ est plus « éloigné » que k de
la paire observée {i, j}, alors :

SG,j) > SG,k) = > T(G,j,k) = 1 le coit étant égal a S@i, j) — SG, k)
SG,j) > SG,k) = > T(,j, k) = 1 le cot étant égal 4 S@i,j) — SG, k")
or :
SG,k) > SG, k) = > SG,j) — SG, k) > SG,j) — SG, k).

Ce qui montre que le coiit du triplet (i, j, k) pour la nouvelle fonction
économique est moins important que celui du triplet (i, j, k'), c’est-a-dire que,
relativement au nouveau critére, I’opinion de ’observateur k' a plus de poids
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que celle de I'observateur k. Alors que, relativement au critére initial les deux
observateurs k et k' possédent le méme poids.

5.4.2. Ciritéere correspondant

Proposition

. Le probléme d’optimisation relevant de la recherche des partitions de E
qui maximisent le critére :

est équivalent au programme linéaire suivant :
Max 2n 3§ {S(i,j) - [ﬁ(‘—%&zﬂ]} Y, j)
Y(@,J) = YG, 1)
YG,3) + Y(G, k) — Y, k) < 1 i#j#k
YG,j) € {0, 1}
8G,.) = 2SG0,Kk),S() = 2 Sk,j)
k k

6. COMPARAISONS PAR TRIPLETS EN CLASSIFICATION DE DON-
NEES HETEROGENES

6.1. Enoncé du probléme

L’objet de ce paragraphe est de montrer que le probléme général
d’agrégation des triordonnances peut servir de modéle pour classifier un
ensemble E décrit par m variables hétérogénes. Les variables de description
peuvent étre qualitatives, quantitatives ou ordinales. Pour ce faire nous
proposons la démarche suivante :

A chacune des variables de description Y, (r = 1, m), qu’elle soit qualita-
tive, quantitative ou ordinale, on associe la triordonnance P; induite par Y, sur
E. De méme a toute partition Y de E on associe la triordonnance P induite par
Y sur E. En vue de classifier E on cherchera parmi toutes les partitions
possibles de E celles dont les triordonnances induites sur E s’ajustent le mieux,
au sens d’une mesure d’adéquation entre triordonnances du type ¥, a I’en-
semble des triordonnances P;(r = 1, m).

Le modéle proposé apparait comme une application particuliére du
probléme général d’agrégation des triordonnances : I’ensemble des triordon-
nances a ajuster est constitué par les m triordonnances P, (r = 1, m), induites
par les m variables hétérogénes. Celles que I’on recherche sont du type Q.. Au
sens d’un critére du type ¥, le probléme d’optimisation qui en découle s’écrit :

Max z Y. (P,,P)

A chaque critére d’adéquation entre triordonnances correspond donc un critére
de classification, a priori différent, opérant sur des données hétérogénes. Dans
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un premier temps nous proposons d’étudier le probléme au sens des mesures
Weov €t Weor.

6.2. Critére hétérogéne induit par la covariance

Le probléme de la recherche des triordonnances du type Q. qui s’ajustent
le mieux, au sens de la mesure Wcov, & I'ensemble des triordonnances
P.(r = 1, m) s’écrit :

Ixyg?)): Zr: Yoo (P, Pr) < = > ITVE%)C( Zr: Cov (T, Tr)

T:(r = 1, m) sont les données du probléme et T parcourt ’ensemble ®. (des
représentants des triordonnances induites par les partitions de E).

Proposition
Le probléme de la recherche des partitions s’ajustant le mieux, au sens

du critére Wc,v, 2 I’ensemble des triordonnances P, (r = 1, m) est équivalent au
programme linéaire suivant :

iwj r Lk k
YG3) = YG D)
YG) + YK - YGRK <1 i=j-k
Y(,j) € {0, 1}

6.2.1. Interprétation du critére obtenu

Corollaire
Le programme linéaire précédent s’écrit de la maniére suivante :
Max > 5 [Z B.Gj) - 2 E(i,j)] YG@,J)
Y partition i%j T r
B:G,J) = 2b:G,)) + £:G,))
B:(i,j) = 2b.(i,)) + (i, ))
b.(i,j) = Card (kik € E et {ij} >.{i,k}, {i,j} > U, k}}
b.G,j) = Card {klk € E et {i,j} <.{i,k}, {i,j} <. {i, k}}
fi(,j) = Card fklk € B et [{i,j} =.{i,k} et {i,j} = {j, k]|
ou [{i:i} >f{i’ k} et {i’j} =r {ja k}]}
f.(i,j) = Card klk € E et [{i,j} = {i,k} et {i,j} <.{j,k]]
ou [fi,j} < {i,k} et fi,j} ={i K]}
b, correspond au nombre des configurations de ce type :
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Rappelons que la contribution de chaque élément k se trouvant dans cette
position est +2.

f(i, j) correspond au cardinal de la « frontiére » de I’ensemble constitué
par les éléments de la configuration précédente. La contribution de chaque
élément de cette frontiére est + 1.

b.(i, j) correspond au nombre des configurations de ce type :

La contribution d’un élément se trouvant dans cette position est — 2.

f(i,j) correspond au cardinal de la « frontiére » de I’ensemble des
éléments de la configuration précédente. La contribution des éléments de cette
frontiére étant — 1.

Remarque

Les programmes linéaires (6.2) et (6.2.1) restent valables dans le cas ou
le probléme étudié contient des données manquantes : il suffit, pour chaque
couple (i, j), de faire varier I'indice r sur les variables V. pour lesquelles V. (i)
et V,(j) sont données.

6.2.2. Calcul des contributions

Le coefficient X[B:(i, j) — B:(i,j)], colit de la fonction économique
(6.2.1), représente la somme des contributions de chacune des variables de
description (B: (i, j) — B:(i, j) est la contribution de la variable Y,). Bien siir on
peut se contenter de I’expression :

% Tr(i’ja k) - Z T,—(k, l,j)
k

pour calculer la contribution de la variable Y, au coiit de la fonction économi-
que (6.2.1), cependant il serait intéressant d’interpréter concrétement la contri-
bution de chaque type de variables. Pour ce faire supposons que E est décrit
par trois variables : Y; quantitative, Y, ordinale et Y; qualitative.

Cas d’une variable quantitative

La premiére variable Y, étant numérique, on ordonne les points a
classifier sur un axe selon leurs valeurs croissantes. La quantité
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IY1(i) — Yi(j)| peut servir de dissimilarité entre i et j. On repére I'intervalle
[t,t]1(d (i) = d(,j) = dG,t')):
] i~ —— - -
*J [t/ +l+2+2+2+2+2+2
La contribution d’un élément situé entre i et j est négative (—2) : ces éléments
ont une opinion négative quant au classement de i avec j. La contribution d’un
¢€lément situé sur la frontiére de I'intervalle [i, j] est aussi négative mais moins
faible (—1 au lieu de —2) que celle des éléments situés a I'intérieur de
I'intervalle. La contribution d’un élément situé a I’extérieur de I’intervalle [t, t']
est positive (+2) : ces éléments sont favorables au classement de i avec j. La
contribution d’un élément situé sur la frontiére du segment [t, t'] est aussi
positive mais plus faible (+1 au lieu de +2) que celle des éléments situés a
I’extérieur de I'intervalle. Enfin les autres éléments ont une contribution nulle.
De sorte que la contribution :
Bi(i,j) — Bi(i,))
de la variable Y; au coefficient B(i, j) — B’(i, j), cas de I’exemple ci-dessus,
s’écrit :
BiLj)-BGL)=Rx@+6)+0+D-2x3+ 1+ D]=14

Cas d’une variable ordinale

Le méme procédé peut étre utilisé pour expliciter le calcul de la contribu-
tion B2 (i, j) — B: (i, j) de la variable ordinale V; au coefficient B(i, j) — B(i, j),
il suffit pour cela de considérer comme dissimilarité entre i et j la quantité |r (i)
— r(§)| (r désigne I’application qui & un élément i de E fait correspondre son
rang dans I’ordre induit par la variable ordinale Y, sur E) :
e e i e | e L e e e et R

*j _____[t/ +l +2 +2 +2 +2
Dans le cas de I’exemple ci-dessus on a :
BiL,j) - B@L)=Rx@+4H+Q+1D)]-2x4+0+1]=28

Cas d’une variable qualitative

Pour la variable qualitative Y3 les choses se passent un peu différemment.
Supposons que la variable Y; posséde cing modalités et que i et j aient la méme
modalité. On considére la partition induite sur E par la variable Y3, soit :

)
®

818
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i et j étant dans la méme classe, tous les éléments de E ayant une modalité
différente de celle de i ont une contribution positive (+2) : ils sont favorables
au classement de i avec j, les autres ont une contribution nulle. Dans le cas de
I’exemple ci-dessus la contribution de la variable Y3 est donnée par :

B3(i,j) — Bs(i,j) = 2 x 16.
Cas ou les éléments i et j ne possédent pas la méme modalité :

Si i et j appartiennent 4 deux classes différentes alors I’opinion de tous
les éléments ayant la méme modalité que i ou j est négative (— 1). Les autres
¢éléments sont neutres, dans I’exemple ci-dessus on a :

B3(i,j) — Bs(i,j) = —8.
Dans ce cas b(i,j) = b(i,j) = 0,f(3,j)=n -8 =12 etf(i,j) = n = 20. Au
total le coefficient B: (i, j) — B (i, j) est égal a la somme des contributions
de toutes les variables de description, si I’on considére que les éléments i et j
ont des modalités différentes relativement a la variable qualitative alors :

> B(i,j) — Y B(G,j) =14 +8 —8 =14

6.2.3. Régle des comparaisons par paires correspondante

En I’absence de la contrainte « Y partition », la variable Y* qui réalise
le maximum de la fonction économique :

22 [2BGH - 2BGD| V6D

s’obtient par simple application de la régle des comparaisons par paires
suivante :

si Y B.(Gj)> Y BGj alors Y*G,j) =1.

A cause des effets du type effet Condorcet : la solution Y*, ainsi obtenue, n’est
pas une partition, d’ou la nécessité d’introduire la contrainte linéaire « Y
partition ».

6.2.4. Cas ou toutes les variables sont qualitatives

Proposition

Dans le cas ou toutes les variables de description sont qualitatives les
programmes linéaires (6.2) et (6.2.1.) s’écrivent tout simplement sous la forme
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suivante :
Mu2n§§{cmﬂ—-F&ﬁ%§&ﬂl}Y@D
Y(,j) = YG, 1)
YG,j) + YG, k) - Y4,k <1 i#=j#k
Y@G,j) € {0,1}
CG,j) = X GG, CGh) = 2 C(i), C()

= Z Cr(xj)’ Cr(la) = Z Cl‘(19 J)’ Cr(‘sj) = Z Cl‘(l9 j)

J
. 1 si Ve(i) = V.(j)
Cr(la .]) = { 0 si Vr(i) #* Vr(J)

Le critére (6.2), introduit a I’origine pour classifier des données hétérogé-
nes, équivaut au critére dérivé de Jordan [20] dans le cas ou toutes les variables
de description sont qualitatives. Si I’on désigne par ¢ et y deux variables
qualitatives, I’expression contingentielle du critére dérivé de Jordan telle
qu’elle a été donnée par F. Marcotorchino [20] s’écrit :

Ay =35 3 [“] [nm, M "-v]

u=] v=|] n n

6.3. Critére induit par le coefficient de corrélation

Au sens de la mesure Wc,, le probléme du calcul des partitions s’ajustant
le mieux a ’ensemble des triordonnances P;(r = 1, m) s’écrit de la maniére
suivante :

I;'Iz&( 2 Weur(P,Pr) < = > IT\'I%x Y. Cor(T, Tr)
€ T €@ . . o .
< o > Mok 233 TG0 T k)

M L ST TG0 TS S L TR

7. APPLICATION EN RECONNAISSANCE DE LA PAROLE

Les techniques des comparaisons par triplets ont été utilisées en vue de
classifier un ensemble de 38 phonémes connaissant la matrice des confusions
entre phonémes notée Mc. 11 s’agit d’'une matrice non symétrique croisant les
phonémes et ou Mc(l, j) représente le nombre de fois ou ’on reconnait le
phonéme i alors que c’est le phonéme j qui a été prononcé. Dans ce probléme
particulier les couples (i, j) et (j, 1) ne jouent pas le méme réle : Mc(i, j) #
Mc(j, i), c’est pourquoi il faut considérer I’ensemble des couples des phonémes
et non celui des paires. L’information extraite de la matrice des confusions en
vue d’établir une classification des phonémes se présente de la maniére
suivante : pour chaque triplet de phonémes (i, j, k) on retient celui des phoné-
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mes prononcés i et k qui a été le plus confondu avec le phonéme reconnu j. Cette
information apparait comme une triordonnance sur I’ensemble des phonémes
et peut étre codée de la maniére suivante :
1 si Mc(,i) > Mc(, k)
Tmc(, j, k) = 0 si Mc(,i) = Mc(, k)
—1 si Mc(,i) < Mc(, k)
Pour classifier I’ensemble des phonémes il suffit de résoudre le programme
linéaire suivant :

Max ZZ [Z TMC(i’j, k) - Z TMC(k, 1aJ) ] Y(19J)
i K k
Y(@,3) = YG i)
Y@G,j)) + YG, k) — Y4, k) < 1 i#=j#k
Y@, j) € {0, 1}
ou d’utiliser la méme heuristique utilisée en Agrégation des similarités [7]. Il
s’agit du programme linéaire (5.2), ou I'on a remplacé T (i, j, k) par Tm:(i, j, k)
et Ts(k, i, j) par Tmc (K, 1, j).

Pour classifier I’ensemble des phonémes a partir de la matrice des
confusions une seconde approche est possible. Elle consiste a extraire de la
matrice des confusions I’information suivante : pour chaque triplet de phone-
mes (i, j, k) on retient celui des phonémes reconnus i et k qui a été le plus
confondu avec le phonéme prononcé j. Cette information apparait comme une
triordonnance sur ’ensemble des phonémes qui s’écrit :

1 si Mc(,j) > Mc(k,j)
Tue (i, j, k) = 0 si Mc(,j) = Mc(k, j)
—1 st Mc(,])) < Mc(k,j)

Partant de cette seconde triordonnance (différente de la premiére) on
peut établir une classification des phonémes en utilisant le programme linéaire
ci-dessus.
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