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RESUME

Dans cet article, on établit que les indices de concentration les plus souvent utilisés, lorsque
I'on étudie I'inégalité des revenus, du patrimoine..., peuvent étre obtenus a partir de mesures
classiques de dissemblance entre lois de probabilités. On obtient ainsi une présentation simple et
unifiée de ces indices.

SUMMARY

In this article, we consider the concentration indices which are commonly used when
studying inequalities of income, wealth, .... It is natural, in this context, to examine various
measures of dissimilarity between probability distributions. A simple presentation can in this way
readily be found, covering most of the concentration indices in a unified manner.

INTRODUCTION

L’évaluation statistique des inégalités économiques a suscité depuis
longtemps de nombreuses études tant descriptives que méthodologiques.
Aussi, actuellement, la plupart des manuels présentent des méthodes usuelles
d’étude de la concentration de variables telles que revenu, fortune, ... . Courbe
de Lorenz et indice de Gini y sont principalement traités.

Il nous a semblé intéressant de donner ici un exposé synthétique de
quelques indices usuels de concentration. Motivée par une réflexion pédagogi-
que menée par les auteurs dans le cadre d’enseignements en premier cycle
universitaire et en I.U.T., utilisant de facon naturelle la notion de dissemblance
entre lois de probabilités, la démarche adoptée permet de dégager des analo-
gies profondes entre ces indices et de rappeler des propriétés rarement rassem-
blées.

D’autres aspects de la concentration ne sont pas abordés ici (dans le
domaine économique : transfert, désagrégation, pauvreté, interprétation en
terme d’utilité...; dans le domaine écologique : lien avec les notions de
diversité...). Pour une présentation trés compléte des mesures d’inégalité en
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économie, le lecteur se reportera au cours de Ch. GOURIEROUX [5]. 1l
trouvera un exposé trés général de la notion de diversité, de sa mesure et de
ses liens avec la notion de concentration dans l’article de G.P. PATIL et C.
TAILLIE [9]. Il convient aussi de citer le travail récent de M. BARBUT
consacré a I’étude des propriétés des fonctions de concentration de C. GINI [2].

1. PRESENTATION DE LA NOTION DE CONCENTRATION

X est une variable statistique discréte a valeurs positives (revenu, for-
tune, ...) observée sur une population Q de taille finie; & chaque unité statisti-
que o est associée la valeur X (). On suppose que

2 X(o)
0eQ
a un sens concret; cette quantité est appelée « masse » totale des valeurs de la
variable X.

On étudie les observations de X sous deux systémes de pondérations des
individus :
— & chaque individu © est associé le poids 1/|Q/ ,
— a chaque individu ® est associé un poids égal a sa part de la masse totale,

soit
X))/ ) X(w).
weQ

On peut remarquer que cette derniére pondération, comme la précédente,
ne dépend pas dans le cas général des unités de mesure du caractére X (elle est
invariante par homothétie).

On notera également que le point de vue adopté ici est aussi celui retenu
par P.E. HART [6] qui étudie les pondérations définies par X, X?, ...

Les deux systémes de pondérations considérés définissent les deux séries
statistiques suivantes :
— la série {(x«, fi) [k=1,2,..., K}, ou f désigne la fréquence avec laquelle a été
observée la valeur xy,
— la série {(x«, g«)k=1,2,...K}, ol g« désigne la part relative de la masse
totale détenue par les individus qui présentent la valeur xy :
_ [ fi X _ fi Xk
K
X@ %o

0eQ

k

k=1
Ainsi, on associe a la méme variable X deux systémes de fréquences f et
g, donc deux fonctions de répartition que I’'on notera respectivement F et G.
L’étude de la concentration consiste alors & comparer ces deux lois empiriques.

Remarque :

On a considéré ici I’équipondération des individus par souci de simplifi-
cation. Il est facile de voir que tout se passe de fagcon analogue si chaque
individu est muni d’un poids p (®w) donné a priori.
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2. NOTATIONS; RAPPEL DE QUELQUES PROPRIETES

Considérant la variable X munie de la fonction de répartition F, on
adopte les notations suivantes :

K
— moment empirique d'ordre h (h € N) : Ex(X") = Y fi(x«)";
k=1

— indices de tendance centrale :
e moyenne arithmétique : Ef(X);
o médiane : Mr(X);
— indices de dispersion :
e variance : Vi = Ep[X — Er(X)];
e ¢écart-type : OF = l/_V—F ;
e moyenne des écarts absolus & la moyenne (resp. a la médiane) :

8r = Er[IX — Er(X)I] (resp. E¢[IX — Me(X)I1]);
e différence moyenne de Gini :

K K
Ar = Y 3 fife Ixe — Xl .
k=1 £=1
Remarque

La différence moyenne de Gini peut étre introduite en considérant la
variable X*, définie sur Q x Q, qui a tout couple (0, ®') associe I’écart absolu
| X (0)-X (0')] ; X* a pour moyenne Af et pour variance 2 Ve -A} (ceci donne la
relation bien connue Ar = J/2 of, I’égalité ayant lieu si et seulement si X est
constante).

On adopte des notations analogues pour X muni de la fonction de

répartition G; il est bien connu que
Vxe R, G(x) = F(x).

Par suite, la médiane de X pour G (connue sous le nom de médiale) est
supérieure a la médiane de X pour F.

De plus, on peut montrer (voir en 4.2.b) la relation suivante entre les
moments empiriques de X pour F et pour G :

EF (Xh+ 1 )

EG(Xh) = m,h eN.

3. ETUDE SYNTHETIQUE DE LA CONCENTRATION

L’étude de la concentration peut étre abordée en comparant soit les
fonctions de répartition F et G (paragraphe 3.1 ci-aprés) soit les systémes de
fréquences f et g (paragraphe 3.2 ci-aprés).

Les égalités et propriétés formulées se démontrent simplement dans le cas
discret considéré dans ce paragraphe; ces démonstrations sont donc omises;
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elles seront néanmoins données au paragraphe 4, dans un cadre plus général,
notamment a la lumiére de la présentation synthétique dégagée en 3.2.e.

3.1. Comparaison des fonctions de répartition F et G

Soit donc & comparer les deux fonctions de répartition F et G. A titre
d’illustration considérons I’exemple suivant (il sera repris en 3.1.c) :

4 .  — 1 . [
. —_ g
05 4 ' H 0S| .
4 ! i ; s ;
— i 4 : :
: i . ; H
o —tei : y O0) ot ; >
o Y 20 ° o 40 20
Graphe de F Graphe de G

3.1.a. Indice associé a I’aire comprise entre F et G
+o
On considére A = f I[F(x) — G(x)ldx.
0

On voit que A dépend des unités de mesure de X; il est donc préférable,
pour éliminer l'incidence de ces unités, d’étudier la concentration de

X = X/Er(X); on est ainsi amené a définir I'indice :
~ +oo o ~
A = f IF(x) — G(x)ldx.
0

On peut alors démontrer (voir en 4.3.a) que A est le carré du coefficient
de variation de X pour F :

- VF OF 2
A= = . 1
[Er (X)F [EF(X)] M

Remarque

L’indice de HERFINDAHL (voir [5]) n’est autre, au coefficient 1/n
prés, que le carré du coefficient de variation plus 1, c’est-a-dire le moment
empirique d’ordre 2 de X.

Compte tenu de la relation existant entre les moments empiriques de X
pour F et G, il vient encore :
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_ Ee(X) — Er(X)
Er (X) )

A )

3.1.b. Indice associé a la distance de KOLMOGOROV
On considére S = sup [F(x) — G(x)| ; on peut démontrer (voir en 4.3.b) que
X € B 8}: (3)
C2E(X)

Cet indice est connu sous le nom de pourcentage maximum d’égalisation
[8], ou encore d’écart relatif moyen [5].

Il vient encore (voir (15)) :
S = F[Er(X)] — G[Er(X)]. “4)
L’interprétation économique de cet indice est immédiate : la concentra-
tion est mesurée par la différence entre la proportion d’individus présentant

une valeur de la variable inférieure 4 la moyenne et la proportion de la masse
totale qu’ils détiennent.

3.1.c. Indice de GINI

Dans le plan rapporté 4 un systéme d’axes orthonormés, on considére les
points de coordonnées (G (x« ), F(xx)), k=1, ..., K, autrement dit le « F-F plot »
de G et F [4].

Le contour polygonal joignant ces points est appelé courbe de Lorenz;
I’aire comprise entre la premiére bissectrice et la courbe de Lorenz est appelée
aire de concentration; I’indice de concentration de GINI, Ir, vaut deux fois
cette aire, soit encore :

Ag
r= . )
2Ex (X)

Outre cette égalité, on montrera en 4.3.c. que Ir s’obtient encore en

considérant la dissemblance entre F et G définie par :

3 flF() — Gl - ©)
k=1

graphique récapitulatif

ﬁ/ _____ m

o . o '“fl'l*-n-rv-‘.'-rr--ﬂ—rrrh-l—">
f MR | — [~ 40 20
(o] 0,8 1
aire de concentration aire entre F et G
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3.1.d. Indice associé a la différence entre la médiale et l1a médiane

Par analogie avec I’expression (2) on peut considérer I'indice Mg (X) —
MEe (X). La encore divers schémas de standardisation peuvent étre envisagés en

considérant, par exemple, X = X/Er(X) ou X = X/Mg(X); on obtient alors
un analogue de I’indice (2).

Remarque

On compare ici des quantiles de F et de G (resp. de F et de G ou de F

et de G). La représentation simultanée de ces quantiles est ancienne et connue
sous le nom de « Q-Q plot » de LORENZ.

3.2. Comparaison des systéemes de fréquences f et g

L’idée est d’évaluer la dissemblance entre f et g & I’aide d’indices usuels
(voir notamment [3]).

3.2.a. Indice associé a ’information de KULLBACK
Il est défini par :

K
= 3 mLlog¥.
fi

k=1
On a donc :
X X
Ix = E Lo . 7
<=5 [t ()| O
On vérifie simplement que Ix peut s’écrire aussi sous la forme :
Ix = Eg(Log X) — Log[Er(X)]. 8)

Sous cette forme, on reconnait I’indice de concentration de THEIL (voir

[5D.

3.2.b. Indice associé a la distance du i’
La distance du % entre f et g, centrée sur f, donne ici I'indice :

k—fk2
La(f, g) = Z e . )]

On vérifie alors que

Le(f, g) = E: (X) ®

On retrouve ainsi le coefficient de variation de X.

3.2.c. Indice associé a la distance de la convergence uniforme
Considérons

Iu(fg)—EZ lge — fl ;
k=1
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on vérifie encore simplement que
(73
Ivf,g) = ——, 10
u(f, 8) IEX) (10)

pourcentage maximum d’égalisation introduit en 3.1.b.

3.2.d. Indice associé a la distance ’HELLINGER

Les indices ci-dessus ont été obtenus en choisissant une mesure de
dissemblance entre probabilités; dans cette perspective, un indice reposant sur
la distance ’"HELLINGER peut encore étre considéré :

K
L= X (V& — Ve
. k=1
11 vient :
IH=2(1__EL(_.@) (ll)
VEr(X)
Iu est compris entre 0 et 2, prend la valeur 0 si X est constante sur et

approche la valeur 2 si un individu accapare toute la masse des valeurs (et ceci
d’autant plus fortement que grande est la population).

Remarque

Il convient de mentionner ici une interprétation géométrique de cet
indice. Selon P.G. PATIL et C. TAILLIE [9], elle a été introduite pour la
premiére fois en 1946 par A. BATTACHARYYA. Dans R¥ rapporté a sa base
canonique et muni du produit scalaire usuel, les vecteurs (yfi,..., /fk) et
(V81 5---» 8k ), de norme 1, forment un angle 0 dont le carré de la mesure peut
étre approché (lorsque 0 est petit) par la valeur de I'indice I;;. En effet :

Iy = ]Z(:(]/E—l/gk—2=2(l— IZ(:I/FH@;)=2(1——COSO)

= 4sinzg = 0%.

3.2.e. Ecriture synthétique de ces indices

En suivant la présentation de la dissemblance entre mesures de probabi-
litts donnée dans [3], on peut retrouver la plupart des indices rencontrés
ci-dessus comme cas particuliers d’un indice plus général.

Soit @ une application de R x R, dans R, convexe, homogéne de degré
1(Vt € Ry,V(y,2) € Ry x Ry :(ty, tz) = to(y, z)) ettelleque o (1,1) = 0;
un indice synthétique de dissemblance entre f et g est donné par :

K
L= 2 o, &)-
k=1

L’application ¢ étant homogene, il vient, en explicitant gy :

- plek)]

Revue de Statistiques Appliquées, 1986, vol XXXIV, no1 37



Il est facile de voir que les indices de concentration rencontrés au
paragraphe 3.2 s’obtiennent en considérant :

¢(y,2z) = zLog 2 (indice de THEIL),
y

oy,z) = (_z_:_ﬁ (carré du coefficient de variation),

¢(y,z) = % ly — z| (pourcentage maximum d’égalisation),

0y,2) = (Vy — Vz) (indice ’HELLINGER).

L’égalité (12) permet alors de retrouver directement les différents résul-
tats énoncés dans ce 3.2.
Remarque 1

On retrouverait aussi, par des choix convenables de ¢, d’autres indices
usuels de concentration (voir [5]) : I’écart moyen des logarithmes et 1’écart
quadratique des logarithmes par exemple. Cependant certains indices, I’indice
de GINI notamment, ne sont pas de cette forme.

Remarque 2

L’inégalité de JENSEN permet de montrer que I, = 0.

4. CAS GENERAL; DEMONSTRATIONS

Il est clair que I’étude précédente peut se généraliser au cas d’une variable
aléatoire réelle (v.a.r.) positive, définie sur un espace probabilisé (Q, 57, P).

C’est dans ce contexte que tous les résultats précédemment rencontrés
vont étre démontrés.

4.1. Définitions

Soit X une v.a.r. définie sur (€, o7, P) et a valeurs dans (R, Bs_ ). Soit
Px la probabilité image de P par X et F sa fonction de répartition. On suppose
que X admet une espérance mathématique, Er(X), non nulle.

On définit la probabilité de masse, Q, sur (€2, .5 par :

X
Er(X)

va € Q) - |
A

De méme, on définit la probabilité de masse, Qx, sur (R+, Ba, ) comme
étant la probabilité image de Q par X.

Q est, par construction, absolument continue par rapport a P et a pour
densité de RADON-NIKODYM :
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dQ _

dP  Ex(X)’
Il en résulte que Qx est absolument continue par rapport 4 Px et que :
dQx X
X) = , pour tout x de R, .
dPx (x) E(X) p X de H,

La fonction de répartition de X pour Q est notée G.

4.2. Propriétés générales

4.2.a. Propriéte 1
Vx € Ry, G(x) = F(x).

fx ¢ dPx ;
A E:(X)

En effet,

Vx € Ry, G(x) = f dQx
0

1 cas : x = Er(X) ;

alors
Xt X
G(x) = dPéfdP=Fx;
®) J;EF(X) w5 ) dn x)

2¢ cas : x > Er(X);
alors

Tt gp >f+°°dp

fx EX) ) "

soit

x t * \
1 — dp ;l—fdP;d’oqu < F().
fo s P [ ar, ®) = F()
4.2.b. Propriété 2

Si X admet un moment d’ordre h+ 1 pour P, alors X admet un moment
d’ordre h pour Q, et ’on a la relation :

Ec(X") = Ex(X"*')/Er(X).
En effet :

xy = | xrdg = | x» X c11>=fXh+l ap = XD
FaXD) .[1 Q fﬂ B ) E® E- (%)

4.3. Concentration par comparaison des fonctions de répartition

4.3.a. Indice associé a I’aire comprise entre F et G

On procéde comme en 3.1.a. en considérant I'aire A délimitée par les
fonctions de répartition FetGdeX = X/ Er(X).
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11 vient :

A= f“ IFx) — G)ldx = rm f (1 — HdF() dx;
0 0 0

une intégration par partie permet d’écrire :

A= [x f a- t)dF(t)]+°° - fw x[l — x]dF).  (13)
0 0 0

11 suffit alors de supposer que X admet un moment d’ordre 3 pour F (donc
d’ordre 2 pour G) pour montrer, par application de I'inégalit¢ de BIE-
NAYME-TCHEBICHEY, que :

0=x f (1 - ndF@® = x[Fx - Gl = xl1 - Gl = _-—Eéixz).
0

On en déduit que le premier terme du second membre de (13) est nul.
Compte tenu de ce que Ez(X) = 1l,on a:

>

= Vg,
soit encore
Vr

A= :
[Er (X)P

(14)

4.3.b. Indice associé a la distance de KOLMOGOROV
Ayant déja remarqué que, pour tout x, G(x) = F(x), il vient :

S = Sup IFx) -~ Gx)| = su fx[l— ¢ ]dP
xeR E ( ) ( ) xeﬂri o EF(X) X

EF(X) ren, f [Er(X)~1] dPx.

La fonction y, définie sur R, par y(t) = Er(X)—t, est positive sur
[0, Er(X)] et négative sur [Ef(X), + oo]. Il s’ensuit que le maximum est atteint
pour x = Er(X); il vient :

ER(X)
f [Er(X) — t]ldPx = F[Er(X)] — G[Er(X)l.  (15)
0

T Er(X)

En remarquant maintenant que :

f " [Be(X) — t1dPy = f " B (X) - t1dPy + f " Er(X) — t]dPx = 0
0 0 ER(X)

et que
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f“, |Er(X) —tI dPx = fEF(X) [Er(X) — t]dPx + fﬂ’ [t — Ex(X)]dPx
0 0

ER(X)

il vient

1 fEF(X)IE(X) t] dPy = —! IMIE(X) t| dP
B (%) J, F X = X J, F X>

c’est-a-dire

_ _ O
- (16)

4.3.c. Indice de GINI

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, on considére la courbe de
LORENZ définie par les points (G(x), F(x)), x € R..

Par exemple :

F(x)
A

— G(x)
4

Ainsi que le graphique ci-dessus le suggére, I’aire de concentration est
égale a

f " [F®) - G (] dF(v),

0

soit encore, puisque F(x) 2 G(x),

f+°° IF(x) — G(x)| dF(x), an

On retrouve ainsi I’expression d’une distance usuelle entre Px et Qx. Ceci
permet de montrer (voir annexe) que cette aire vaut
A

4E:(X)

41
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4.4. Concentration par comparaison des densités

Comme en 3.2.e, considérons une application ® de R, x R, dans R,
convexe, homogene de degré 1 et telle que @ (1, 1) = 0. En supposant de plus

que
dQ
o1, =
(’dP)

est P-intégrable, un indice synthétique de dissemblance basé sur les densités est

alors donné par
Io = f(p (Q,QQ) dp,
A dP’ dP

e ()]

Différents exemples de fonction @ conduisant aux indices usuels ont été
déja mentionnés en 3.2.

soit :

4.5. Remarque

La concentration s’étudie généralement pour des variables a valeurs
positives; toutefois, elle peut s’étendre a des variables prenant des valeurs
réelles quelconques mais d’espérance mathématique strictement positive.
L’étude présentée ici s’étend alors sans difficulté a ce cas plus général : on
définit une mesure de masse (qui n’est plus une mesure de probabilité) de la
méme fagon que dans le cas ou X est positive. Les valeurs négatives interdisent
toutefois de considérer des mesures de dissemblance telles que I'information
de KULLBACK et la distance ’HELLINGER.

ANNEXE

f+°° [F(x) - G(x)] dF(x) = f+°° F(x) dF(x) — f” G (x) dF (x).
[ 0 0

La premiére intégrale du second membre vaut 1/2 puisque F(X) est
distribuée uniformément sur [0,1] et le second terme vaut :

+ oo X t B 1 oo . ~
j(: J(: EX) dF(t) dF (x) = EF(X)J; j; (t — x) dF(t) dF (x)

T X d4F@) dF);
+f0 f S 4R () dF 00

cette derniére intégrale vaut
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f+°° F(x) dG (%)
0

et donne, en intégrant par parties :

[Fx) GX)y = — fﬂ Gx)dF(x) =1 — f+m G (x) dF ().
0 0
On obtient donc

f“’ G(x) dF(x) =
0

EF(X)J; J; (t — x) dF(t) dF(x) + 1

+oo
- [T ew .
0
d’ou I’'on déduit

+ oo _ 1 +oo [(*x _
J; [Fx) — G(x)] dF(x) = 3E. (X)J; J; (t — x) dF(t) dF (x)

_ 1 + oo X _
_ZEF(X).[ j;lt x| dF(t) dF(x).

En remarquant alors que :

fwf)m (t—x)dF(t)dF(x) = 0 = — f f It — x| dF(t) dF (x)
0 0
fﬂof [t — x| dF(t) dF (%),

il vient :

f " [F() - G ) dF(x)
0

= 413:(x) fowfow It=x1 RO AP = 45?&) (= I25) '
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