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PLANS D’ECHANTILLONNAGE PROGRESSIFS PAR ATTRIBUTS
APPLICATION AUX PLANS NORMALISES MIL-STD 105 D

A. VESSEREAU

L’expression "contrôle par attributs" recouvre deux aspects différents du
contrôle qualitatif:
- le contrôle de la "proportion p de défectueux" (0  p  1); chaque individu

prélevé est classé "bon" ou "défectueux" suivant qu’il satisfait ou non à une
norme de qualité définie.

- le contrôle du "nombre moyen de défauts par unité" ; les unités contrôlées
peuvent être des matériels complexes, des longueurs ou surfaces d’une matière
continue (fil, ruban, papier, ...) susceptibles de comporter plusieurs défauts,
etc... ; en conservant la notation p, on a ici 0  P ~ ~.

Un plan d’échantillonnage par attributs peut être "simple". Un échantillon
d’effectif n est prélevé dans le lot à contrôler, et le nombre de défectueux ou de
défauts est comparé à un "critère d’acceptation" A. S’il est au plus égal à A le lot
est accepté, s’il dépasse A le lot est rejeté ("critère de rejet" R = A + 1).

On sait qu’il est possible de construire des plans "doubles" ou "multiples"
dont l’efficacité est très voisine de celle d’un plan simple donné. Le contrôle s’effec-
tue alors par étapes: après examen de chacun des échantillons successivement pré-
levés (d’effectifs généralement égaux) le nombre cumulé de défectueux ou de
défauts est comparé à des critères d’acceptation Ai et de rejet Ri (i = 1, 2... k dans
un plan multiple à k étapes). S’il est au plus égal à Ai le lot est accepté, s’il est au
moins égal à R. &#x3E; A., il est rejeté, s’il est compris entre A. + 1 et R. - 1 on passe à

l’étape suivante. A la dernière étape (i = k), Rk = Ak + 1. 
1

L’intérêt des plans doubles, et surtout multiples, est qu’ils sont en moyenne
plus économiques (en nombre d’individus à contrôler) que le plan simple correspon-
dant -en contre-partie ils sont d’exécution plus délicate.

La généralisation du plan multiple est le "plan progressif ’ (en anglais
"sequential"). La décision "acceptation", "rejet", ou "contrôle d’un individu
supplémentaire" est prise à partir du nombre cumulé de défectueux ou de défauts
constaté depuis le début du contrôle. Les plans progressifs sont, très’généralement,
les plus économiques ; leurs difficultés d’application, qui résultent notamment du
caractère aléatoire de l’effectif total contrôlé jusqu’à décision d’acceptation ou de
rejet,ne doivent cependant pas être ignorées.

Un plan progressif satisfaisant à des conditions d’efficacité données s’ob-
tient facilement à partir de la méthode générale due à A. WALD [ 1 ] (voir aussi
WETHERHILL [2] ; l’application de cette méthode au contrôle de la proportion
de défectueux figure d’ailleurs explicitement dans l’ouvrage de WALD. L’applica-
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tion au contrôle du nombre moyen de défauts par unité est moins connue ; bien

que, fort vraisemblablement, elle figure dans des ouvrages ou articles déjà publiés,
nous n’en avons personnellement trouvé trace (partiellement) que dans une norme
indienne [3].

. 

Dans cette note nous rappelerons brièvement les résultats généraux de la
méthode de WALD et leur application au contrôle de la proportion de défectueux.
Nous exposerons ensuite l’application au contrôle du nombre moyen de défauts par
unité. Dans une dernière partie, nous donnerons les caractéristiques essentielles des
plans progressifs correspondant aux plans (simples, doubles, multiples) qui figurent
dans la norme américaine MIL-STD 105 D, normalisée au niveau français sous la
référence NF.X06-022 et au niveau international ISO 2 859.

1. RAPPEL DE LA METHODE DE WALD

1.1. Principe

Le choix entre deux valeurs fixées 0, 1 et 9 du paramètre 0 dont dépend la
loi de probabilité d’une variable aléatoire X (choix qui correspond au test de
l’hypothèse 0  0 1 contre l’hypothèse alternative 0 &#x3E; 0 ; ) est basé sur la valeur
du rapport des vraisemblances d’un échantillon d’effectif n sous les hypothèses

°2 et 9 1, soit 
Ln (°2) 

(L = initiale de "Likelihood").
Ln (03B81)

Tant que pour n = 1, 2, ... ce rapport reste compris entre deux nombres
B et A (B  A) l’échantillonnage est poursuivi. Il cesse :

- avec acceptation de l’hypothèse

- avec acceptation de l’hypothèse

0 = En fonction des risques a de rejeter l’hypothèse 0 = 0, 1 (donc d’accepter
(J = 2) quand 91 est vrai, et j3 de rejeter (J = (J2 (donc d’accepter 8 = 91 ) quand
(J 2 est vrai, on a :

L’erreur est pratiquement négligeable lorsqu’on prend:

1.2. Courbe d’efficacité

L’équation de la courbe, dite "courbe d’efficacité", qui donne, pour toute
valeur 03B8, la probabilité P(8) de conclure en faveur de 6 , s’exprime de façon para-
métrique par:
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où À est la fonction de 0 définie de la façon suivante :

f(x,0) étant la probabilité attachée à la valeur x de la variable discrète X,
À(8) est tel que: 

(si la variable X est continue, la sommation est remplacée par l’intégrale dans le
domaine de X).

1.3. Effectif moyen jusqu’à décision

Il dépend de la valeur de 0. En posant E (n) = ne (espérance mathéma-
tique de n, en anglais "average sample number, ASN ") on a:

expression dans laquelle :

P(0) et f(X , 8 ) ont été définis en 1. 2.

2. APPLICATION AU CONTROLE DE LA PROPORTION
DE DEFECTUEUX

Sous les réserves habituelles (prélèvements indépendants, non exhaustifs ou
pratiquement non exhaustifs) la "variable de départ" X est la variable d’alternative
de paramètre 8 = p. A 0 1 et é2 correspondent respectivement pl et p2 ; les risques
associés étant a et {3, pl et p2 définissent les qualités que l’on souhaite accepter
(probabilité de rejet a) et rejeter (probabilité d’acceptation j3).

2.1. Exécution du contrôle

(Voir [ 1 ] pour l’établissement des formules ci-après).
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Le contrôle se poursuit tant que le nombre cumulé de défectueux Dn reste
compris entre les limites An et Rn fonctions de n définies par :

Il se termine par l’acceptation du lot dès que Dn ~ An ou par le rejet dès que
D ~ R. 

n n

n n

- h, 1 et h2 sont les ordonnées à l’origine des "droites d’acceptation et de rejet",
s est la pente commune de ces droites.

h, et h2 sont fonctions de Pl, p2, a et 03B2:

(lorsque a = (3, h h 2)’
s n’est fonction que de pl et P2:

2.2. Courbe d’efficacité

Elle a pour équation paramétrique (- 00  À  oo) :

et passe par les points particuliers suivants :
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lorsque a = j3, à p = s correspond P = 0,50 (point d’indifférence de la courbe
d’efficacité). Dans ce cas particulier, le paramètre X peut être éliminé, p s’expri-
mant alors directement en fonction de P.

2.3. Effectif moyen contrôlé

Il a pour expression générale :

où P s’exprime en fonction de p comme il a été dit en 2.2. (formules (8)).
, 
Les valeurs particulières ci-après, exprimées en fonction des paramètres h t, 

.

h 2 et s définis en 2.1. (formules (6) et (7)) permettent de tracer avec une approxi-mation suffisante la courbe représentant n en fonction de p.

pour p = 0

pour p = pl

pour p = s

pour p - P2

pour p = 1 (100%)

nombre entier immédiatement supérieur

nombre entier immédiatement supérieur

Le maximum de np se trouve au voisinage de la valeur ns.

3. APPLICATION AU CONTROLE DU NOMBRE MOYEN
DE DEFAUTS PAR UNITE

La variable de départ X est ici la variable de Poisson de paramètre C = p
(0p  oo):

La vraisemblance attachée à un échantillon d’effectif n est, sous les hypo-
thèses p = Pl et p 

= p2 :
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3.1. Exécution du contrôle

En posant (nombre de défauts dans l’échantillon) le rapport

des vraisemblances est :

L’échantillonnage continue tant que ce rapport reste compris entre B = 0 -
et A 

1 - 03B2 
Il cesse dès qu’il devient au moins égal à A (acceptation de 

1 - aet A = 201320132013. Il cesse dès qu’il devient au moins égal à A (acceptation de l’hypo-

thèse p = p2 : rejet du lot) ou au plus égal à B (acceptation du lot).

En passant aux logarithmes népériens dans l’expression (10), on voit qu’il
y a acceptation si y  An, et rejet si y ~ Rn, An et Rn étant les critères d’accep-
tation et de rejet, fonctions de n, définis par :

Ces équations peuvent s’écrire :

en posant :

(formules à comparer aux formules (6) et (7) du paragraphe 2.1.).
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Comme dans le contrôle de la proposition de défectueux - hl et h2 sont les
ordonnées à l’origine des "droites d’acceptation et de rejet" et s leur pente com-
mune, mais leurs expressions en fonction de pl, p2 , a et 03B2 sont différentes.

3.2. Courbe d’efficacité

Les expressions générales données par les formules (1) et (2) du paragraphe
1.2. deviennent ici, avec f(x, 0 = p) = e-p px

x!

A(p) défini par:

Cette dernière expression s’écrit :

soit, en prenant les logarithmes népériens :

d’où l’on tire :

L’équation paramétrique (- 00  X  + oo) de la courbe d’efficacité est finale-
ment :

(à comparer aux formules (8) du paragraphe 2.2.)
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On vérifie aisément que cette courbe passe par les points suivants :

Pour À = 0, p et P prennent la forme 0/0. On lève facilement l’indétermination en
prenant les dérivées par rapport à À du numérateur et du dénominateur ; on trouve
ainsi:

Lorsque a = (3, à p = s correspond P a = 0,50 (point d’indifférence de la courbe
d’efficacité). Dans ce cas particulier, on voit facilement que le paramètre X peut
être éliminé ; p s’exprime alors directement en fonction de P.

3.3. Effectif moyen contrôlé

On applique les formules générales (3) et (4) du paragraphe 1.3., avec:

Il vient :

où P s’exprime en fonction de p comme il a été dit en 3.2. (formule à comparer
à la formule (9) du paragraphe 2.3).

On obtient aisément les valeurs particulières suivantes de np, exprimées en
fonction des paramètres hi, h2 et s définis en 3.1. (formules (12)):
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pour p = 0 (P = 1) no - nombre entier immédiatement supérieur

pour p = pi

pour p = p2

pour p = 00 (nombre entier immédiatement supé-
rieur à la valeur 0 donnée par la for-

mule ( 16))

Pour p = s, dans la formule (16) n prend la forme 0/0; Wald donne pour
valeur approchée de n :

(Z donné par la formule (15)).

(formule (14)) on trouve, toutes réductions faites :

Le maximum de n se trouve au voisinage de la valeur ns.

4. PLANS PROGRESSIFS CORRESPONDANT AUX PLANS MIL-STD 105 D

Utilisant les Tables X des MIL STD 105 D qui donnent, pour chacun des
plans contenus dans ce document les valeurs de pl % et p % correspondant aux
probabilités d’acceptation P = 90 % (a = 10 %) et P = 10 % (03B2 = 10 %) on a
calculé les plans progressifs définis par les valeurs (pi , a) et p2 , (3); les courbes
d’efficacité des plans MIL-STD 105 D et des plans progressifs correspondants pas-
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sent aussi près que possible par les deux points ainsi définis et peuvent être consi-
dérés comme pratiquement identiques.

Les calculs ont été faits, d’une part pour le contrôle de la proportion de
défectueux (Table 1), d’autre part pour le contrôle du nombre moyen de défauts
par unité (Table 2), pour tous les plans à partir de la lettre-code D (n ~ 8), en
contrôle normal ; on a ajouté les plans en contrôle renforcé qui ne correspondent
à aucun plan en contrôle normal ( 1 ).

Dans la partie gauche des Tables on trouve l’identification du plan MIL-STD
105 D, où NQA désigne le "niveau de qualité acceptable" ("acceptable quality
level = AQL"), qui correspond à une probabilité élevée d’acceptation (de 88 %
à 98 % suivant les plans) :

L. C. = lettre code (de D à R)
n = effectif d’échantillon du plan simple
A = critère d’acceptation
NQA = valeur du NQA en contrôle normal, sauf lorsque celle-ci est accompagnée

des mentions CN (contrôle normal) ou CR (contrôle renforcé)

pl % et p2 % = proportion d’individus (Table 1) ou de caractères (Table 2) défec-
- - 

tueux correspondant aux probabilités d’acceptation 0,90 et 0,10.
Dans la partie droite des Tables on trouve les caractéristiques essentielles des

plans progressifs correspondants :

h (+ h et - h sont les ordonnées à l’origine des droites de rejet et d’accepta-
tion)

s = pente commune des droites de rejet et d’acceptation

n = effectif moyen contrôlé lorsque p = 0
n = " " 

P = Pl
n s =" 

" 

p = s

ii P2 = " 
" 

p P2
n 2 (Table 1) " 

p 100%
n~ (Table 2) " 

p = 00 (noo = 1)

Compte-tenu des valeurs choisies a == j3, les courbes d’efficacité de tous les plans
ont pour ordonnées P = 50 % pour p = s (point d’indifférence).

L’économie moyenne (par rapport au plan simple) est généralement très impor-
tante pour les lots de très bonne qualité (p  pl ) ; elle est de l’ordre de 25 à 30%
au voisinage du "point d’indifférence".

On notera toutefois, comme il est aisé de le comprendre, que l’économie
est nulle pour les plans où le critère d’acceptation A = 0 (plans peu recommandés
en raison de leur très faible sélectivité).

(1) Nous adressons ici nos remerciements à Mademoiselle CONFAIS qui a bien voulu
se charger de la programmation et du passage sur ordinateur.
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TABLE 1

Contrôle de la proportion d’individus défectueux
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TABLE 1
Contrôle de la proportion d’individus défectueux (suite)
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TABLEAU 2

Contrôle du nombre moyen de défauts par unité
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TABLEAU 2

Contrôle du nombre moyen de défauts par unité (suite)
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TABLEAU 2
Contrôle du nombre moyen de défauts par unité (suite)
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