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PROCESSUS DE DIFFUSION ET ESPERANCE ARRETEE :
APPLICATION AU CALCUL ACTUARIEL

Max PINHAS

Université des Sciences Sociales, Toulouse

Soient (2, & ,P) un espace probabilisé, Fi(t) t = 0 une famille croissante
de sous-tribus de &, (W(t) , Fi(t)) un mouvement brownien standard et (X(t) , Fi(t))
le processus défini par :

dX = (m + pX)dt + cdW, X(@Q)=X,>0
et m, p, o fonctions déterministes, continues vérifiant pourt = 0 :
m(t)>0 , pt)=0 , a(t)=c>0.
Nous savons [1,2] que X posséde des trajectoires continues (avec la proba-
bilité 1) et qu’il admet pour expression :

X(t) = h(t) [xo+fo‘—’:-ds+fo'%dW(s)] on h)=exp ["pdu.

Choisissons un horizon T et posons :
0(w) =inf {t,X(t,w)=0} et 6O(w)=+o°

si ’ensemble est vide,
A= {w,0(w) <T}.
Nous considérons alors la variable aléatoire X = X(6 A T).
L’objectif essentiel de cette note est de construire un minorant de I’espérance

arrétée EX. Par ailleurs, a titre d’illustration, nous appliquons cette technique a
I’étude d’un comportement actuariel.

1. UN MINORANT DE 1 — P(A)

A tout n > 0 faisons correspondre le sous-ensemble A(r) du plar (o, )
caractérisé par :

[ «>0 , >0
. X+ /’t m d [ () ﬁ] S . (®) />t a2 ]
min —ds—= - =n, ou = — ds.
o<t<T | 0 Jo h 28 K 8 Jo h®
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Nous remarquons qu’il existe des valeurs de n pour lesguelles ce scus-
ensemble n’est pas vide (par exemple, n < X,). On vérifie d’autre part que A(%)
est borné et fermé.

Puisque cet ensermble est compact nous introduisons la fonction v :
y(n) =0 si A(m) = ¢
() = max (1 — e~ *f)  sinon

Utilisant la technique de minoration préconisée dans une étude antérieure
[3], nous pouvons affirmer le résultat suivant :

Théoréme. — La probabilité 1 — P(A) est minorée par sup 7y(n).
n>0

2. UN MINORANT DE L’ESPERANCE ARRETEE

Comme par définitior 6 T = min (9, T), I'espérance arrétée est donnée
par la formule :

EX = h(T) [xo + fo ' = ds] (1 — P(A)) + h(T) fc . fo ' % AW (s,c) dP(w).

T T
f f 2 4w (s, w) dP(w)‘ < f | f g dW(s,w)l dP(w) et
cavo h g lJo b
Tg
fo n dW(s) suit une loi gaussienne, de moyenne nulle et de variance

T 2
v2=[0—2ds.
Jo h

Nous en déduisors le minorant :

T
K=h(T)3 [X0+/; -Eds] supy(n)—v\/%—

3. UNE APPLICATION A LA THEORIE DES ASSURANCES (Mutuelles)

Or

Nous supposcns dans ce paragraphe que ’équation :
dX = [m(t,X) + p(t,X) X] dt + o(t) dW

régit I’évolution du fords de réserve de la coripagnie.
* X, valeur initiale.
* p = 0 taux d’intérét a court-terme.
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* p dt prime pergue pendant [t,t + dt].
* risques élémentaires gaussiens, indépendants, de moyenne u dt, et de
variance a2 dt (u et o fonctiors déterministes continues, u(t) > 0 et a(t) = ¢ > 0).

* m = p — u chargement de sécurité instantané.
Envisageors la politique consistant & déterminer le chargement de sécurité
par la condition (imposée aussi longtemps que X reste positif)

m+ pX = 0?

(ST

(ou 7 est une constante positive) d’ott p =pu + K pX.
p p 3

T
2

T T 1/2
_ T 2 _12 2
K= [X0+ 2 /; 0 ds] sup v(n) l:”/; 0 ds] .

Un calcul élémentaire donne [3] :

2
(Xo + L g T)

Alors dX devient égal 4 = ¢ dt + o dW et le minorant de I’espérance arrétée

vaut :

2 2X,
l—exp\— —————— si. T<S—
sup y(r) = 20°T 7O
. 2X,
1 —exp(—7Xg) si. T2 —-
70

Commie sup y(r) reste constamment supérieur ou égal a 1 — exp(— 7X,),
un autre minorant (plus simple) de 1’espérance arrétée apparait :

1/2

T T
= r 2 _ e %o _(Z 2
L (X0+2 _/; ads)(l e ) n»/; ods)

Indiquons enfin deux utilisations immédiates de ce minorant. L est, de fagon
évidente, une fonction croissante de r (variable positive), dont le domaine des
valeurs contient la demi-droite R, . Par conséquent : \

a) si X, est fixé a l'avance, en résolvant par rapport a 7 ’équation L = X,
et en reportant la valeur de la racine dans I’expression de p, on obtient une éva-
luation de la prime unitaire qui garantit que le fonds de réserve a linstant T
— compte-tenu de la régle de cessation d’activité en cas de fonds de réserve nul
sur [0, T]— se situera, en moyenne, & un niveau supérieur ou égal a son niveau
initial.

b) dans le cas ou X, et 7 sont toutes deux variables de décision, et ou i la
condition précédente s’ajoute l’obligation de limiter & e la probabilité de ruine
(pour un exercice de durée infinie), les équations L = X, et e = ¢ %o (cf. [3])
déterminent sans ambiguité les exigences de cette politique.
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