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PRÉSENTATION COORDONNÉE
DE DIFFÉRENTS MODÈLES DE CROISSANCE

C. DEBOUCHE

Faculté des Sciences Agronomiques de l’Etat Gembloux (Belgique)

Résumé

Un certain nombre de modèles empiriques de croissance ont été rassemblés et com-
mentés dans cet article. Leur présentation est modifiée de manière à les rendre plus compara-
bles entre eux. Une notion nouvelle de temps de croissance est définie qui doit faciliter l’inter-
prétation du paramètre sensible à la vitesse de croissance de ces modèles. Ce temps de crois-
sance joue également un rôle important dans la comparaison des différents modèles.

1. INTRODUCTION

Un certain nombre de fonctions mathématiques peuvent être utilisées pour
représenter, en fonction du temps, l’évolution de la taille ou du poids d’un orga-
nisme ou d’un organe en croissance. Ces fonctions sont généralement appelées
courbes de croissance ou modèle de croissance. Sans prétendre en avoir fait un
relevé exhaustif, nous présentons dans cet article sept modèles de croissance de
forme constante et nous citons huit modèles de forme variable dont deux sont

approfondis.
Précisons qu’il ne s’agit pas de modèles conceptuels de la croissance qui

tenteraient d’expliquer les relations fondamentales de celle-ci avec différents
facteurs externes à l’organisme. Le premier but recherché n’est pas non plus de
retrouver dans la structure mathématique des modèles, des informations sur la

dynamique interne de la croissance de l’organisme ou de l’organe étudié. Les
modèles auxquels nous nous sommes intéressés dans cette étude sont essentielle-
ment empiriques. Le but est de remplacer les valeurs observées de la taille ou
du poids d’un organisme par une expression mathématique, fonction du temps,
et dont les paramètres peuvent être interprétés facilement. Cette dernière res-

triction explique l’absence de représentation du type polynomial dans les mo-
dèles retenus.

Pour l’ensemble de ces modèles, nous utilisons une même notation qui est
présentée au paragraphe 2. Dans ce même paragraphe, nous définissons la notion
nouvelle de temps de croissance, qui facilite les comparaisons des différents mo-
dèles.

Le paragraphe 3 rassemble tous les modèles de forme constante, tandis que
les modèles de forme variable sont repris au paragraphe 4.
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2. CARACTERISTIQUES DES MODELES

2.1. Notations

Le problème posé est donc le choix d’un modèle qui puisse représenter un
phénomène de croissance en fonction du temps. La phase de dégénérescence de
l’organisme ou de l’organe n’étant pas considérée ici et sa taille étant limitée, on
doit envisager les fonctions présentant une asymptote horizontale pour les valeurs
du temps tendant vers l’infini. Les valeurs observées étant en général des tailles,
des poids, des volumes, on se limitera également au cas de phénomènes non dé-
croissants en fonction du temps. Enfin, ces quantités étant essentiellement non
négatives, les fonctions envisagées ne pourront pas prendre de valeurs négatives.

Etant donné ces restrictions, la famille des modèles à envisager se limite à
des fonctions continues, non négatives, non décroissantes et bornées.

Afin de faciliter les comparaisons, il convient d’uniformiser les notations
utilisées pour les différents modèles. Les conventions suivantes sont adoptées :

y est la variable étudiée représentant la taille de l’organisme ou de l’or-

gane (cela pourrait être toute autre dimension sensible à la croissance
comme le poids ou une dimension quelconque),

x est le temps,

M est la valeur maximale vers laquelle tend y,
a est la valeur particulière de x qui situe la courbe sur l’axe de x par son

point d’inflexion ou son origine,
b est le paramètre exprimé dans les mêmes unités que x et qui mesure

l’étalement du phénomène de croissance sur l’axe des x et donc la vi-
tesse de croissance,

n est un paramètre sans dimension intervenant dans les modèles de forme
variable.

Il convient de signaler que la taille initiale est supposée nulle. S’il en est
autrement, un paramètre supplémentaire peut être ajouté aux modèles étudiés
sans modifier leurs propriétés.

Pour faciliter l’interprétation des paramètres a et b, la variable x est intro-
duite dans les modèles sous la forme (x - a)/b de préférence à la forme classique
c(x - a).

2.2. Vitesse de croissance

La vitesse de croissance absolue est la dérivée de la taille par rapport au temps
et s’écrit :

Elle est parfois appelée plus simplement vitesse de croissance. La vitesse de crois-
sance relative est la vitesse de croissance absolue rapportée à la taille de l’individu.
Elle s’écrit :
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Notons que la vitesse de croissance absolue est également appelée taux de
croissance absolu et que la vitesse de croissance relative peut apparaître chez
certains auteurs sous le nom de taux de croissance relatif ou spécifique (VON
BERTALANFFY, 1960, P. 168). Nous nous en tiendrons aux termes de vitesse de
croissance absolue et relative.

La vitesse moyenne est calculée par l’expression :

qui représente la hauteur moyenne de la courbe des vitesses de croissance sur l’axe
des y. Cette expression peut également s’écrire sous la forme :

si la vitesse de croissance est exprimée en fonction de x et non en fonction de
y. Cette définition est identique à celle qui a été employée par RICHARDS [1959].
Cet auteur présente m’v comme une moyenne pondérée de la vitesse de croissance
sur l’axe des temps, la pondération étant égale à la vitesse de croissance elle-même.
Il semble cependant plus facile de parler d’une simple vitesse de croissance moyenne
calculée sur toute la durée du phénomène.

2.3. Temps de croissance

L’interprétation du paramètre b peut être faite à partir de la vitesse moyenne
mv définie ci-dessus, et de la taille maximale M. En divisant la taille maximale par
la vitesse moyenne, on obtient un "temps de croissance" qui est égal à une constan-
te que multiplie le paramètre b. Comme les modèles de croissance en question sont
asymptotiques, le temps réel nécessaire pour passer d’une taille nulle à la taille

y = M est évidemment infini et n’a pas de sens pratique. Le temps de croissance
que nous définissons en divisant la taille maximale par la vitesse moyenne, est en
fait le temps nécessaire à la plus grande partie de la croissance et on peut calculer
exactement quelle portion de la croissance il peut concerner au maximum.

Illustrons cette définition par l’exemple de la fonction logistique symé-
trique :

La vitesse moyenne de croissance correspondante vaut :

Conformément à la définition que nous lui avons donnée, le temps de croissance
vaudra :
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Ce paramètre a bien les unités d’un temps puisque ce sont les unités de b et
on peut calculer quelle partie de la croissance il peut contenir au maximum.

Comme la vitesse de croissance est maximale au point x = a, et qu’elle dé-
croît symétriquement lorsque l’on s’écarte de part et d’autre de cette valeur, le
temps de croissance de 6b sera également partagé autour de la valeur x = a, c’est-
à-dire dans l’intervalle (a - 3b, a + 3b). La croissance réalisée dans cet intervalle
vaudra :

Dans le cas de la fonction logistique, le temps de croissance concerne les
90,5 % "centraux" du phénomène de croissance. Le paramètre b peut donc être
interprété indépendamment des autres paramètres. Le fait que ce temps de crois-
sance étendu sur 6b corresponde à 90,5 % de la taille maximale, est évidemment
propre à la fonction logistique. La comparaison des temps de croissance ajustés sur
différents modèles, à partir des valeurs calculées pour b, doit tenir compte de
la part de croissance concernée.

Pour ce qui est des modèles non symétriques et de forme sigmoïde, nous
pouvons calculer la partie maximale de croissance que peut contenir le temps de
croissance en cherchant le maximum de :

avec la contrainte :

ou :

L’utilisation des multiplicateurs de LAGRANGE permet de résoudre ce pro-
blème en cherchant le maximum de la fonction :

L’annulation des dérivées partielles en ul’ U2 et À conduit à l’èquation :

Le calcul des limites ul et u2 qui contiendront la plus grande partie possi-
ble de la croissance revient donc à écrire que les vitesses de croissance qui leur
correspondent doivent être égales. L’utilisation des multiplicateurs de LAGRANGE
définit les conditions nécessaires mais non suffisantes à l’existence d’un extre-

mum. Dans le cas qui nous occupe, d’une fonction de croissance en sigmoïde, et
donc d’une fonction vitesse de croissance en cloche, il suffit que les limites ul 1 et
u2 ou xl et x2 encadrent l’abscisse de la vitesse de croissance maximale, pour que
C (T) correspondante soit maximale.

Cette équation permet donc de calculer la croissance maximale possible
pendant le temps de croissance pour les modèles non symétriques.
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3. MODELES DE FORME CONSTANTE

3.1. Modèles présentés

Seront considérés comme modèles de forme constante ceux qui dépendent
uniquement de paramètres liés à l’échelle et à l’origine des variables x et y. L’ori-
gine de la variable y est nulle si on considère une taille nulle au départ et son para-
mètre d’échelle est M. Pour la variable x, la situation de la courbe de croissance
est précisée par le paramètre a et son paramètre d’échelle est b.

Le plus connu des modèles de croissance est évidemment la fonction logis-
tique symétrique : 

,. w

Elle a été introduite pour la première fois en 1838 par VERHULST pour décrire
l’évolution de la taille d’une population et abondamment utilisée par la suite

[PEARL et REED, 1920 ; KAVANAGH et RICHARDS, 1934 et ROBERTSON,
1929].

Un autre modèle très connu est la loi de MITSCHERLICH ou loi monomolé-
culaire [RICHARDS, 1959] qui peut s’écrire :

Parmi les modèles les plus connus, citons enfin le modèle de GOMPERTZ
que l’on présente sous la forme :

D’autres modèles moins connus présentent également les caractéristiques de
courbes de croissance. Citons principalement le modèle proposé par JOHNSON
[1935] et SCHUMACHER [1939] et repris par GROSENBAUGH [1965], qui s’é-
crit :

et le modèle gaussien modifié ou modèle de GAUSS [GROSENBAUCH, 1965] :

Les deux derniers modèles de forme constante sont construits à partir d’opé-
rateurs trigonométriques dont certains peuvent générer une allure sigmoïde sus-
ceptible de représenter un phénomène de croissance [SCHARF et al., 1973]. Les
opérateurs utilisés par SCHARF sont essentiellement arc tg, tanh, arc sinh et arcsin
tanh (x) ou en abrégé amh. L’auteur compare ces modèles à des représentations
polynomiales qui nécessitent un plus grand nombre de paramètres pour atteindre
la même adéquation aux observations. Une caractéristique principale de ces mo-
dèles est la symétrie des courbes ainsi construites. Cela nous conduit donc à com-
parer ces modèles à la fonction logistique symétrique.
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Le modèle en tanh est identique au modèle logistique symétrique [KAVA-
NAGH et RICHARDS, 1934], ce qui nous permet de ne plus en parler.

Parmi les autres modèles de SCHARF, le modèle en arc sinh ne donne pas une
asymptote horizontale même si la vitesse de croissance tend vers 0 lorsque x tend
vers l’infini. Il reste donc le modèle en arc tg :

et en amplitude hyperbolique (amh) :

où

amh (x) = arcsin tanh (x) .

3.2. Caractéristiques particulières

Le tableau 1 présente, pour les modèles énoncés ci-dessus, diverses indica-
tions sur leur vitesse de croissance. Les modèles y figurent par ordre croissant de
l’ordonnée de leur point d’inflexion.

Le tableau II présente pour ces mêmes modèles la vitesse moyenne de crois-
sance, le temps de croissance, l’intervalle (x 1, x2 ) égal au temps de croissance
qui contient la partie la plus active de la croissance et finalement cette partie
de croissance notée C (T) ci-dessus. On peut trouver le détail des calculs condui-
sant aux résultats contenus dans les tableaux 1 et II dans d’autres travaux [DE-
BOUCHE, 1977].

3.3. Discussion

L’examen du tableau 1 montre que les sept modèles de forme fixe qui y sont
présentés, situent la vitesse de croissance maximum dans la première moitié de
la croissance ou à mi-croissance, mais qu’aucun d’entre eux ne peut situer la crois-
sance maximale dans la seconde moitié de la croissance.

Le paramètre a situe en général le point d’inflexion, ou l’origine du temps
pour les modèles JOHNSON SCHUMACHER ou gaussien modifié.

L’examen du tableau II montre que le temps de croissance, tout en étant une
fonction de b différente d’un modèle à l’autre, englobe une partie relativement
constante et importante de la croissance totale (80 à 90 pour cent).

Pour les modèles qui ne sont pas asymptotiques à l’axe des x, et pour les-
quels la vitesse de croissance est nulle à l’origine, ce temps de croissance peut
s’interpréter dans l’absolu, comme étant le temps nécessaire pour atteindre un
pourcentage défini de la taille maximale. Pour les modèles asymptotiques à l’axe
des x, la notion de temps de croissance n’a pas de signification absolue, dans le
sens d’un temps compté à partir d’un instant donné pour atteindre une taille
donnée. Il garde néanmoins toute sa valeur pour la comparaison de deux courbes
à l’intérieur d’un même modèle ou même, éventuellement, d’un modèle à l’autre.
On voit en effet que les temps de croissance des modèles 3, 4, 5 et 7 englobent
environ nonante pour cent de la croissance totale.

Revue de Statistique Appliquée, 1979, vol XXVII, n° 4
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C’est ce temps de croissance qui permet l’interprétation du paramètre b. Par
exemple, une valeur de b égale à quinze jours pour le modèle de GOMPERTZ, défi-
nit un temps de croissance de soixante jours. Le même temps de croissance peut-
être obtenu à partir d’une valeur de b égale à dix jours, si ce dernier est calculé pour
le modèle logistique symétrique. Ces valeurs de b obtenues par deux modèles diffé-
rents ne sont donc pas directement comparable ; seuls les temps de croissance peu-
vent être comparés d’un modèle à l’autre.

L’exemple suivant permettra d’illustrer ce qui vient d’être dit au sujet de la
signification des paramètres. Un pommier de variété Golden Delicious et un pom-
mier de variété Cox Orange ont été observés pendant une période de 144 jours à
raison d’une mesure toutes les semaines à partir du 32eme jour, date de l’apparition
des premières pousses. Les mesures en cm représentent la somme des accroissements
observés sur chaque pommier. Pour représenter la croissance de ces deux pommiers
le modèle de GOMPERTZ a été choisi et on a obtenu :

pour le pommier Golden Delicious et :

pour le pommier Cox Orange.

Ces deux croissances diffèrent l’une de l’autre par l’importance de la pousse
totale (125 cm pour l’un et 204 cm pour l’autre), par le temps de croissance
(4 x 15,7 = 62,8 jours pour l’un et 141,6 jours pour l’autre) et finalement par le
jour où la croissance est la plus rapide (après 68,1 jours pour l’un et après 89,2 jours
pour l’autre).

Il faut donc approximativement 63 jours au pommier Golden Delicious pour
faire environ 90 % de sa croissance annuelle et 142 jours au pommier Cox Orange
pour réaliser le même pourcentage de sa croissance. Bien que cette dernière soit plus
importante que la pousse totale des Golden Delicious, la croissance des Cox Orange

204
est moins rapide (vitesse moyenne égale à 0,250 r2013= 1,44 cm/jour) que celle des35,4
Golden Delicious (vitesse moyenne égale à 1,99 cm/jour).

, 
Quant à la vitesse de croissance la plus élevée, elle a lieu aux environs du

68eme jour pour le Golden Delicious qui fera 2,9 cm/jour [M/(eb)] et aux environs
du 89eme jour pour le Cox Orange qui fera alors 2,1 cm/jour de pousse totale.

D’une manière plus particulière on remarquera que la loi de MITSCHERLICH
ne possède pas de point d’inflexion et n’a donc pas une allure sigmoïde, mais expo-
nentielle d’asymptote y = M. Le coefficient b reste un paramètre sensible à la
vitesse de croissance dont l’inverse est le facteur de proportionnalité qui lie cette
vitesse de croissance absolue à la croissance encore possible. Le coefficient a situe le
démarrage de la croissance et également l’instant où la vitesse de croissance est la
plus élevée.

Revue de Statistique Appliquée, 1979, vol. XXVII, n° 4



14

Le modèle de JOHNSON [1935] ] et SCHUMACHER [1939] ] présente une
forme sigmoïde pour des valeurs de x supérieures à a, ce qui situe également le
début de la croissance au temps x = a. Il correspond à une forme de croissance
particulièrement rapide au début et puis très lente vers la fin du phénomène. Ce mo-
dèle peut être intéressant pour des croissances très "précoces" et d’allure très dissy-
métrique.

Le modèle de GOMPERTZ présente une allure de sigmoïde dont la dissy-
métrie est moins prononcée que celle du modèle de JOHNSON et SCHUMACHER.

Le modèle gaussien modifiè ne présente une forme sigmoïde que pour des va-
leurs de x supérieures au paramètre a. Ce dernier situe donc le début de la crois-
sance comme pour les modèles de MITSCHERLICH et de JOHNSON
SCHUMACHER. Cette propriété est propre à ces trois modèles par opposition aux
autres modèles présentés ici qui sont asymptotiques à l’axe des x et situent donc le
début de la croissance à moins l’infini. Sa dissymétrie est également moins pro-
noncée que celle du modèle de JOHNSON et SCHUMACHER. Il est d’une forme
très proche du modèle de GOMPERTZ.

Le modèle logistique est symétrique avec une vitesse de croissance maximum
située par la valeur du paramètre a. Il se distingue des deux derniers modèles en arc
tg et en amh, également symétriques, essentiellement par une vitesse de croissance
différente et plus facile à interpréter.

4. MODELES DE FORME VARIABLE

4.1. Modèle de NELDER

Le premier modèle de forme variable que nous avons choisi et reparamétré est
celui de NELDER [ 1961 et 1962] que nous écrivons :

avec

On peut montrer que pour certaines valeurs particulières du paramètre n, ce
modèle est identique à certains modèles à trois paramètres énoncés ci-dessus. On
retrouve en effet la loi de MITSCHERLICH pour n = 1, la loi logistique symétrique
pour n = 1 et, à la limite, la loi de GOMPERTZ lorsque n tend vers 0. Le tableau III
présente les principales caractéristiques de vitesse et de temps de croissance pour ce
modèle. Il permet de constater que le paramètre a situe dans le temps l’instant où
la vitesse de croissance est la plus élevée. On constate également, en considérant
l’expression fixant l’ordonnée du point d’inflexion, que le paramètre n définit, en
proportion de la croissance maximale M, la taille à laquelle a lieu la vitesse de crois-
sance la plus élevée. C’est donc bien ce paramètre qui va préciser la forme de la sig-
moïde, en situant l’ordonnée de son point d’inflexion.

Revue de Statistique Appliquée, 1979, vol. XXVII, n° 4
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Le temps de croissance, défini comme pour les modèles de forme constante
est fonction de b et de n, ce qui permet d’interpréter ce paramètre b. La partie de
la croissance qui se réalise pendant ce temps de croissance se calcule par l’expres-
sion [DEBOUCHE, 1977] :

On peut aisément contrôler que cette quantité varie peu en fonction du para-
mètre n. Pour les valeurs courantes de ce dernier, C (T) évoluera de 0,86 (pour
n = - 1) à 0,87 (pour n = 20) en passant par la valeur maximum de 0,91 pour
n = 0. Cette constatation confirme l’intérêt de l’utilisation du temps de croissance
dans l’interprétation des paramètres de la logistique généralisée, celui-ci corres-

pondant toujours à environ 90 % de la croissance totale. Les valeurs de n ten-
dant vers l’infini n’ont évidemment pas beaucoup de sens, les vitesses moyennes
et maximales correspondantes tendant vers 0 et le temps de croissance tendant
vers l’infini.

Néanmoins, il est intéressant de constater que les valeurs de n supérieures
à 1 vont permettre la description de phénomènes de croissance dans lesquels la
vitesse maximale intervient au cours de la seconde moitié de la croissance, c’est-
à-dire pour des valeurs de l’ordonnée du point d’inflexion y, supérieures à 0,5 M.
Par exemple, pour n = 7,5, le point d’inflexion aura lieu à 75 % de la taille maxi-
male. La figure n° 1 montre l’évolution de y, en fonction des valeurs de n. L’exa-
men de ce graphique laisse supposer une variation du paramètre n entre -1 et
environ 10 ou 20.

En résumé, le modèle introduit par NELDER présente l’avantage d’être iden-
tique pour toutes les sigmoïdes, exception faite de celle qui correspond à la valeur
n = 0. L’ajustement des paramètres peut donc se faire sans contraintes. Si la valeur
ajustée du paramètre n est proche de 0, cela constitue l’indication de l’intérêt éven-
tuel d’utiliser le modèle de GOMPERTZ.

Figure 1 - Situation du point d’inflexion sur l’axe des y
en fonction de n pour le modèle de NELDER

Revue deStat)stiqueApphquée,1979.vot.XXVH,n°4
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4.2. Le modèle de LUNDQVIST

Le modèle de LUNDQVIST [1957], utilisé par exemple dans l’étude de la
hauteur d’arbres [MATERN, 1959], peut être considéré comme une généralisation
du modèle de JOHNSON-SCHUMACHER et s’écrit :

Ce modèle a également été utilisé par KORF [1939 et 1971] pour l’ètude de pro-
ductions forestières. Les principales caractéristiques de vitesse et de temps de
croissance de ce modèle sont présentées au tableau III. On peut en conclure que
l’abscisse du point d’inflexion dépend de a et de b et que l’ordonnée de ce point
d’inflexion peut varier depuis Vj = 0 pour n tendant vers 0 jusqu’à YI = M/e lors-
que n tend vers l’infini. On remarque donc que ce modèle se situe, quant à l’or-
donnée de son point d’inflexion du moins, entre l’équation de MITSCHERLICH
(yI = 0) et le modèle de GOMPERTZ (YI = M/e). On a donc un modèle à quatre
paramètres d’une flexibilité moins grande que le modèle de NELDER. Ce mo-

dèle, comme celui de JOHNSON-SCHUMACHER, peut être envisagé pour des
phénomènes où la vitesse de croissance maximale a lieu dans le premier tiers de
la croissance totale. Cette limitation diminue l’intérêt de ce modèle, d’autant
plus que le modèle de NELDER peut rendre compte de cette même situation
avec une interprétation plus aisée des paramètres. Signalons encore que la vitesse
de croissance moyenne tend vers l’infini lorsque n tend vers 0 ou vers l’infini ce
qui est également une faiblesse de ce modèle. Nous n’en détaillons donc pas da-
vantage les propriétés.

4.3. Autres modèles

Un premier modèle a été présenté par VON BERTALANFFY [1957 et
1960]. Cet auteur considère que, d’une manière générale, la croissance d’un ani-
mal ou d’un organe, résulte d’un processus d’anabolisme ou de synthèse et d’un
processus de catabolisme ou de destruction. La combinaison de ces deux pro-
cessus peut se traduire par l’expression suivante [VON BERTALANFFY, 1957,
p.223J:

Le premier terme de la différence est la contribution positive à la modifica-
tion de y dans le temps, le deuxième étant la contribution négative. 7? et K sont
respectivement les constantes dites d’anabolisme et de catabolisme supposées toutes
deux positives et liées à des caractéristiques physiologiques telles que des quantités
consommées ou produites d’oxygènes et de protéines. Les exposants m et q indi-
quent que les deux processus en question correspondent à une certaine puissance
de la taille déjà atteinte. Ils devraient être compris entre 0 et 1. De plus, toujours
selon cet auteur, il semble acceptable d’un point de vue physiologique de considé-
rer q = 1, c’est-à-dire une perte de catabolisme proportionnelle à la taille de l’orga-
nisme.
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En 1959, RICHARDS a repris cette approche pour l’appliquer au domaine
végétal avec cependant une optique plus empirique que VON BERTALANFFY,
En oubliant les limites théoriques imposées notamment au paramètre m, le modèle
de ce dernier est très largement applicable dans le domaine végétal, facilitant les
comparaisons entre des courbes de croissance en sigmoïde d’allure sensiblement
différente entre elles. Certaines valeurs particulières de m conduisant aux lois
logistique, monomoléculaire et de GOMPERTZ évoquées ci-dessus, ou à leur géné-
ralisation, RICHARDS propose de ne plus tenir compte des significations théori-
ques attribuées aux paramètres 17, " et m de manière à permettre leur ajustement
à partir des croissances observées sans contraintes imposées a priori.

Le modèle de NELDER, sélectionné au paragraphe précédent, peut se ra-

mener, par transformation, au modèle de VON BERTALANFFY et à la présen-
tation qu’en a fait RICHARDS [DEBOUCHE, 1977]. Il a, de plus, sur le modèle
de RICHARDS, l’avantage de présenter une expression unique pour les valeurs
positives ou négatives de n. C’est pour ces raisons que nous retenons la présen-
tation de NELDER en lieu et place des modèles de VON BERTALANFFY et de
RICHARDS.

Le modèle de RICHARDS et le modèle de NELDER ne diffèrent entre eux

que par la définition de leurs constantes, étant l’un comme l’autre définis par l’é-

quation de VON BERTALANFFY.

Une autre définition commune à la formulation de RICHARDS et de NEL-
DER a également été présentée à partir d’une équation différentielle du second
ordre, qui met en jeu non seulement la vitesse de croissance, mais également l’accé-
lération de la croissance [DAY, 1966 ; TOMASSONE, 1967]. Nous avons démontré
que la solution générale de cette équation peut s’écrire, soit sous la forme présen-
tée par RICHARDS, soit sous la forme du modèle de NELDER [DAY, 1966]. L’in-
térêt de cette nouvelle présentation réside surtout dans le fait qu’elle est issue du
système d’équations suivant :

dans lequel b1 et b2 sont des constantes.
Ce système permet de constater que la vitesse de croissance, nulle au com-

mencement du phénomène, est progressivement soumise à un frein g (x). Ce frein
finit par arrêter la croissance, puisqu’il tend vers sa valeur limite G.

Cette formulation n’ajoute cependant rien à l’interprétation des paramètres
telle qu’elle a été décrite ci-dessus. Elle constitue néanmoins une approche nouvelle
de l’évolution de la vitesse de croissance au cours de la vie de l’individu étudié. Dans
le cadre de cette présentation, DAY [1966] propose de considérer davantage le

paramètre de forme n comme constant pour une série de courbes, les paramètres
d’échelle étant plus spécifiquement individuels et permettant la comparaison des
individus entre eux, à l’intérieur de la ou des séries étudiées.

En 1965, GROSENBAUGH a proposé une formulation plus générale que
celle de NELDER et RICHARDS, caractérisée par cinq paramètres.

Pour certaines valeurs particulières de ses paramètres, elle représente l’en-
semble des sigmoïdes définies par l’équation de VON BERTALANFFY.
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Les différents modèles évoqués dans ce paragraphe sont tous compris dans
cette équation de VON BERTALANFFY. Ils sont par ailleurs tous inclus dans le
modèle proposé par NELDER [1962] que nous choisissons comme synthèse des
modèles issus de l’équation de VON BERTALANFFY, même si le modèle de
GROSENBAUCH semble plus général. Cette plus grande généralité ne porte en
effet que sur l’écriture du modèle, et non sur la continuité dans le domaine de
variation des paramètres.

Parmi les autres modèles de forme variable, citons la généralisation suivante
de la fonction logistique : ,

proposée par PEARL et REED [ 1923 ].
Cette forme ou l’une des variantes possibles fournit des paramètres d’une

interprétation souvent difficile [TOMASSONE, 1967] même sous la présentation
proposée par GROSENBAUCH [1965].

Citons également le modèle proposé par SLOBODA [ 1971 ] :

obtenu à partir de l’équation différentielle :

Les coordonnées du point d’inflexion de ce modèle ne peuvent s’obtenir que par
des expressions implicites en x et en y. Ce modèle ne semble donc pas particuliè-
rement adapté à l’identification, entre autres choses, des coordonnées du point
d’inflexion au moyen des paramètres.

Dans des travaux plus récents, FLETCHER [1974] présente une nouvelle
loi de croissance dont les paramètres doivent permettre de contrôler indépendam-
ment, la taille maximale, l’ordonnée du point d’inflexion et la vitesse de croissance
maximale. Ce modèle est complexe et son caractère implicite en y rend l’estimation
de ses paramètres difficiles.

5. CONCLUSIONS

La notation uniforme et la notion nouvelle du temps de croissance que nous
proposons permettent une comparaison plus facile des différents modèles exis-
tants et une meilleure interprétation de leurs paramètres.

Les modèles de forme constante seront utilisés lorsque l’allure de la crois-
sance est relativement stable d’un individu à l’autre. Les modèles de forme varia-
ble seront choisis lorsque les rythmes de croissance varient d’un individu à l’autre
ou d’un groupe d’individus à un autre groupe.

Parmi les modèles de forme constante, l’équation de MITSCHERLICH a une
forme exponentielle asymptotique et n’est donc pas utilisable lorsque la croissance
observée est en forme de sigmoïde. Elle peut cependant convenir si la modélisation
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ne porte que sur la deuxième partie de la croissance, c’est-à-dire celle pour laquelle
la vitesse de croissance va en diminuant. Le modèle de JOHNSON-SCHUMACHER
correspond à des situations dans lesquelles la vitesse de croissance augmente tout
d’abord pendant une courte période, atteint très rapidement son maximum pour
décroître lentement pendant la plus grande partie de la vie de l’individu. Les mo-
dèles de GOMPERTZ et gaussien modifié sont relativement proches l’un de l’au-
tre. La vitesse de croissance augmente jusqu’au premier tiers de la taille finale

pour diminuer ensuite. Les modèles logistique, arc tangente et amplitude hyper-
bolique sont symétriques. Cela signifie que la vitesse de croissance augmente jus-
qu’à atteindre la moitié de la taille finale et diminue ensuite au rythme où elle
avait augmenté pendant la seconde moitié de la croissance. La vitesse maximale
sera plus élevée pour les deux derniers modèles que pour la logistique. Le modèle
en arc tangente sera préféré au modèle en amplitude hyperbolique lorsque, à vi-
tesse de croissance maximale égale, le début et la fin de la croissance s’étirent
sur des périodes plus longues. C’est en effet, en raison de ces longues périodes
de croissance lente que la vitesse moyenne de croissance du modèle en arc tan-

gente est plus faible que la vitesse moyenne du modèle en amplitude hyperbo-
lique.

Pour ce qui est des modèles de forme variable, le modèle de NELDER doit
être préféré étant donné sa simplicité et sa capacité à représenter des croissances
"précoces" comme des croissances "tardives". Ce modèle a également l’avantage
de se confondre avec les modèles de MITSCHERLICH, de GOMPERTZ et lo-

gistique pour certaines valeurs de son paramètre de forme. Son utilisation pour
des croissances qui seraient de forme constante permet donc d’orienter le choix
d’un de ces trois modèles.

Le modèle de LUNDQVIST sera choisi pour des croissances très précoces
et de forme variable.

Ces conclusions sont résumées dans le tableau IV.

La présentation et la comparaison de ces modèles ne résout pas tous les

problèmes que l’on rencontre dans l’étude de courbes de croissance. Les parti-
cularités de chacun d’entre eux sont en effet souvent insuffisantes pour choisir
un de ceux-ci a priori. En outre, l’analyse des courbes de croissance soulève bon
nombre de difficultés surtout au niveau de l’inférence statistique sur les para-
mètres de ces courbes. Un certain nombre de solutions à ces problèmes ont déjà
été présentées [DEBOUCHE, 1977] et d’autres feront l’objet de publications
ultérieures.

Signalons enfin que l’estimation des paramètres de ces différentes équa-
tions nécessite l’utilisation d’un programme de régression non linéaire [VILLA,
1976].
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