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SUR UN PROBLEME DE LUCIEN FERAUD
CONCERNANT DES TABLEAUX DE MARGES DONNEES
(Tableaux de Fréchet)

Pierre THIONET

Laboratoire de Statistique
Université Paris IX Dauphine

PRESENTATION

Considérons une population de salariés distribués suivant ’age (lignes) et
le niveau de salaire (colonnes). Les deux distributions marginales sont supposées
données, mais non l'intérieur du tableau. A chacun des tableaux possible (sans
changer les marges) correspond le salaire moyen de chaque groupe d’age. Ces
salaires moyens sont astreints & un systéme de contraintes beaucoup plus con-
traignant en fait que la simple obligation (évidente) d’étre compris entre les ni-
veaux minimum s et maximum S de salaires.

Nous donnons une représentation géométrique de ces contraintes, sous
forme d’un polyédre convexe, ensemble des positions possibles du point moyen
des salaires. La représentation est explicitée dans un cas simple, sur des valeurs
numériques.

1 — Un tableau 4 double entrée représente la distribution d’une certaine popu-
lation suivant deux caractéres croisés. Par exemple, ce sera une population humaine,
de salariés, répartie suivant 1’dge et le niveau de salaire. Tel est le point de départ
d’un probléme que M.L. Féraud, Professeur Honoraire a4 I’Université de Genéve,
s’est posé : probléme de remplissage d’un tableau (4 éléments non négatifs) sous
certaines contraintes. Féraud suppose donnée une des deux marges et impose le
salaire moyen de chaque tranche d’age (d’effectif impos€) ; I’autre marge (distri-
bution par niveau de salaire) n’est pas donnée mais se trouve soumise a des con-
traintes qu’il met en évidence.

Nous étudions ici un probléme un peu différent : nous supposons les deux
marges imposées, comme dans un probléme classique de Fréchet de type I. Fréchet
a donné les conditions d’existence d’une solution d un tel probléme : “total des
sommes de lignes égale total des sommes de colonnes” ; on supposera celd vérifié.
Fréchet a donné en outre les conditions d’existence d’une solution a un probléme
(Type II) beaucoup plus difficile, ol I’on impose un majorant & chaque terme
du tableau. Nous avions eu jusqu’ici 4 appliquer ses principes au cas (trés fréquent
en pratique) ol le majorant est zéro ou l'infini. M. Féraud nous a conduit a étu-
dier des contraintes d’un autre type.
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2 — LES NOUVELLES CONTRAINTES

On considére un second tableau, de méme format que le premier, et de co-
lonnes proportionnelles 4 celles du premier ; les marges horizontales des deux
tableaux sont donc dans des rapports (s;) donnés. Les marges verticales se trou-
vent donc dans des rapports (r;) définis par les (s;) et par le premier tableau. Sup-
posons les (s;) fixes.

Si les (r;) sont également maintenus constants, il est clair que le tableau ini-
tial est beaucoup moins libre de varier que lorsque ses seules marges sont imposées.
On pourrait étudier ce sous-ensemble de tableaux de I’ensemble défini par le pro-
bléme de Type I de Fréchet. Nous ne le ferons pas.

Nous désignons par (x) un tableau de type I, par & son ensemble — en prin-
cipe non vide puisque la condition d’existence est postulée. Soit (r) le vecteur
des (1;). Nous étudierons I'ensemble (R des (r) pour des (s;) donnés.

3 — FORMULATION ADOPTEE

Désignons par (I x c) le format de (x). (x) est un pomt de R'® 9«3 est un
sous-ensemble de R’®. Une certaine application f(s) de R’ dans R’ applique
(x) en (r),donc & en R,

Les marges de (x) étant imposées, il s’agira en fait de

R(l—-l)-(C-—l) et R(l_l)
Proposition : Ces sous-ensembles sont des polyédres convexes.

Pour le vérifier, précisons les notations :

)=y , i=1,2,...,0  j=1,2,...,c.
(r) = (1) ) (s)z(sj)‘
) = (yij)=(xij'sj)

Contrainte des marges : X;. = a; , X;=0b; , a =b.=x,.

Définition de (r) : 1, = y;./a; = Z Xjj § J/Z X;j
i

On voit que : & est borné, car tout X;; est borné par min (a; , b;).

De plus, & est convexe, car (si p est réel, compns entre 0 et 1) si (x) et
(x") font partie de &L, alors p - (x) + (1 — p) - (x') en fait aussi partie (vérifi-
cation immédiate).

Comme les r; sont des moyennes de $; pondérés par les Xjj» (R est aussi
borné. Sa convexité se voit en posant : p - (x) +(1 -p)=E")p @)+

(1-p)-()=(");ona:ar= xi;s;. Enfin, & et (R ne peuvent étre

i
fermés que par des plans. On entend par 14 les inégalités linéaires imposées aux x;;
etr;.
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A vrai dire, il faut distinguer entre inégalités effectives, qui constituent une
contrainte sur un ensemble réel non vide de points (x) ou (r), — et inégalités non-
effectives, — dominées partout par des contraintes plus fortes ; sans oublier les
redondances. On sait que Fréchet, pour le probléme de type II, n’est pas en mesure
d’isoler & coup sur les inégalités effectives, c’est-a-dire les faces du polyédre. Quant
aux sommets (mode usuel de définition d’un polyédre), leur calcul serait ex-
trémement pénible.

La suite de cette étude sera consacrée a la recherche des faces du polyédre
(R . 1l sera commode d’en illustrer chaque étape au moyen d’un exemple numé-
rique, d’ailleurs trés particulier. Alors les sommets seront effectivement calculés.

4 — L’EXEMPLE NUMERIQUE
On sen tiendra 4 un tableau (x) de format : 4 x 3. Par suite, (r) = (r;)
est un vecteur & 4 dimensions, mais la condition de Frechet relative au second

tableau (y) lie linéairement les r; Z ;. = Z y.;=Y..équivautd:
: -

1
2 ar; = Z b;s;
i i

Nous représenterons donc (R dans R® (vue cavaliére).

3;=36912 ; b;=101010 ; ;=12 33

Il sera commode pour la suite d’imposer aux s; de former une suite non
décroissante, et de distinguer le cas des s; tous distincts.

Le plus petit et le plus grand des s; (soit s; et s.) vont jouer des roles im-
portants ; on les désignera par s et S.

A Torigine, L. Féraud voyait dans s; un niveau de salaire et il y avait donc
lieu de les supposer (strictement) croissants. Les r; sont des salaires moyens par
groupe d’age i, il les nomme r; = s;. On ne fera plus état ici de cette interpré-
tation.

5 — NATURE DES FACES

S’inspirant du Type II de Fréchet, on recherchera min r; et max r;,i=1,2,3.
Puis min r; + r, et max r; + r, pour les paires (ih) et ainsi de suite. D’ailleurs,
pour 1 =4, on n’ira pas plus loin. Par contre, min a;r; + a, r, (max. aussi)
apporte aussi des faces.

5.1. Facesde type r; = minr; ou maxr; :

Exemple : Les r; étant moyennes pondérées des s; sont nécessairement compris
entre s et S, ici entre 1 et 3. Mais il s’agit de bornes atteintes si et seulement si
la masse totale a; peut se porter sur 1 (:n;; = a;) ou bien sur 3 (: n;3 = a;).
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Comme nj; est borné par min (a;, bj),et que bj = 10, il s’en suit :

une possibilité pour i=1,2,3(a;= 3,6,9);
une impossibilité pour i= 4 : (a, = 12).
Ainsi, le polyédre (R est enfermé dans le cube 1 < p<3@3=1,2,3)et
a en commun avec lui une partie des faces (6).
Mais le cube est entamé a coup sur par :
minr, <1, S maxr,

sachant que :
3r, + 61, +9r; + 12r, = 10 + 20 + 30 = 60

Le minimum effectif de r, est atteint en garnissant le plus possible la case
X4; (poids s = 1) et en reportant le surplus sur x,, (s, = 2).D’ou :

10x1+12x10)x2=14 pour 12r,.

Le maximum effectif correspond 4 n,, = 2, ny3 = 10 ;d’ol1 34. D’or :
60 — 14 > 3r, +6r, + 91, = 60 — 34
46 26

Ces 2 nouvelles faces s’ajoutent aux 6 premiéres, mais ne ferment pas le
polyédre (comme on le voit en dessinant). Passons au 2° type.

5.2. Faces de type a;r; + a, r, = min (ou max).

Exemple : On considére successivement les paires de lignes (12) (13) et (23). Dans
le cas (12) on voit que r; = r, = 1(et aussi bien 3) correspondent 4 des tableaux
(x) existant vraiment ;il n’y a pas 4 envisager pour 3r, + 6r, d’autre minimum que
9, ni d’autre maximum que 27.

C’est totalement faux pour les paires (13) et (23). A ce propos, il faut noter
que les cas r; max et r, min (ensemble) sont sans intérét pour R.

On va procéder comme suit. On partitionne les lignes, disons (13) et (24) ;
ou bien (23) et (14) ; donc on agrége les lignes i et h, puis les autres lignes. Posons
Xij + Xpi = X5 8 +a, = a;:

Le minimum cherché est celui de x;;s; et s’obtient en gonflant x;, d’abord,
puis X, etc. Le maximum s’obtient a 'opposé.

CAS (13):

ay=3+9=12 ; la répartition (10 2 0) minimise, la répartition
(0 2 10) maximise.
CAS (23):

a;=6+9=15 : la répartition (10 5 0) minimise, la répartition
(0 5 10) maximise

Il reste & opérer la ventilation des xj; entre lignes i et j. Il y a une infinité de

solutions possibles, laissant inchangé le total r;a; + 1, a, , avec les deux extrémes :
r; minimum (et r, max) et I'inverse.
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Pour les lignes complémentaires de (ih), il existe une autre infinité de solu-
tions. Ces deux infinités constituent une “face”.

Ainsi :
14<3r, +9r; <34 ; 20<6r,+9r;<40

constituent les quatre derniéres faces de notre polyédre.

5.3. Cas général ;
a) Faces du type : r; minimum (ou maximum).
Obtention du min r; :
Ou bien r; = s est possible ; c’est que a; < b, (:n;; = a;);
Sinon :
mais si b, <a;<b, +b, ,
alors : a;minr;=b;s+ (3 —by)s,
puisqu’on a supposé les s; croissants (le cas de s; égaux est disjoint).
Sinon :
si b, +b,<a;<b, +b,+by,
alors : a;minr;=b;s+b,s, +(a; —b; —b,)s;.
etc.
Le maximum de r; s’obtiendra par un procédé symétrique (4 droite).
b) Facesdu type : a;r; + a,r, minimum (ou maximum)
Obtention du minimum :

Agrégeant les deux lignes, ’expression & minimiser n’est autre que :

X[y $ T X8, + 0> d’olil suit que :
si ay<b;, leminimumest a;s;
si b1<al<b1+b2’ c’est blS+(aI_bl)82

et ainsi de suite comme pour le 1° cas.
Il en serait de méme pour 'obtention du maximum.
Avec 4 lignes, on a donc 3 opérations sur paires, rien de plus.
Avec 5 lignes, on aurait 10 opérations sur paires.

Avec 6 lignes, 15 opérations sur paires et 10 sur triplets de lignes, etc.

6 — RECHERCHE DES SOMMETS (Exemple numérique seul)

Les faces contigues se coupent suivant des arétes, les sommets sont communs
4 au moins 3 arétes. Aucun dénombrement ne semble possible.
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Certaines arétes du cube subsistent en partie, seuls deux sommets du cube
subsistent : soit A et A’

On appellera AB, AC, AD, les portions d’aréte issues de A.

De méme pour A'B'C'D’.

Deux autres segments d’aréte (EF et E'F') subsistent.

On nomme G HJ K G'H'J'K’ les autres sommets.

La matrice d’incidence Sommets x Faces est donnée en Annexe.

Chaque sommet est défini par un certain tableau (x) ;en outre il est défini par
ses coordonnées r;,i = 1,2, 3.

Les coordonnées sont rassemblées en annexe, ainsi que les tableaux.

Le polyédre est représenté en Annexe en perspective cavaliére.

7 — COMPLEMENT : Cas des sj non tous distincts

II suffira d’agréger les colonnes de (x) de méme s; pour se ramener au cas
traité. On voit facilement que (r) ne s’en trouve pas modifié et qu’il n’est pas néces-
saire de désagréger ensuite.

ANNEXE 2
MATRICE D’INCIDENCE ; SOMMETS x FACES

ABCDEFGHIJKKIJIHGFEEDCBA": sommets

111 1 1 face :r; =3
11 111 1 face : =1
1 11 1 11 face : r; = 1
1111 1 face : r, = 14/12
1 I 11 face : 3r; + 9r; = 34
1 11 1 face : 6r, + 9r; = 40

Compléter par symeétrie pour les 6 autres faces du polyédre.
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ANNEXE I

— N oM

Fommmememem— -

oMo —

— — —— arétes cachées

-ew--=----arétes du cube éliminées

ANNEXE 3
COORDONNEES DES SOMMETS
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ANNEXE 4
TABLEAUX (x) DES SOMMETS

A B C D
3 00 0 2 1 300 3 0 O
6 00 6 0 O 0 5 1 6 0 O
0 0 9 0 0 9 0 0 9 1 8 0
1 10 1 4 8 O 7 5 0 0 2 10
E F G H
0 0 3 0 0 3 0 2 1 0 o0 3
6 00 6 0 0 0 6 0 0 6 O
o 2 7 4 5 0 0 0 9 o 2 7
4 8 0 0o 5 7 10 2 0 10 2 O
J K
0 3 0 0 3 0
0 5 1 0 0 6
0 0 9 0 5 4
10 2 O 10 2 0

Les Tableaux A'B'C'D'E'F'G'H'J'K’ s’obtiennent de méme.
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