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DES STATISTIQUES NON PARAMETRIQUES
POUR L'’ANALYSE DES DONNEES BINAIRES "

D. CHESSEL - C. GAUTIER

Laboratoire de Biométrie
Université Lyon | 69621 Villeurbanne (France)

I — INTRODUCTION.

Divers problémes de traitement des données biologiques, rencontrés dans
I'analyse de la dispersion spatiale des populations animales ou végétales d’une
part (CHESSEL 1975), dans 1’étude des structures des protéines d’autre part
(GAUTIER, 1976, GRANTHAM 1975), nous ont amené a employer les modéles
non paramétriques d’équiprobabilité dans les espaces

— des NR applications des {1,..., R} dans {1,..., N}

— des N! permutations des {y,,..., yn}
— des (N) parties a M éléments de {1, 2, ..., N}
M ’ b ’

N1 .
— des —————— mots du type 1°' ... m"™,

z, ! ooozy!

Conduits a définir des statistiques adaptées aux questions posées dans
les plans d’expériences au laboratoire ou dans la nature, nous avons réuni ici
les démonstrations correspondant aux propositions faites dans des publications
biologiques. L’ensemble s’appuie sur une des techniques fondamentales des
probabilités combinatoires : les fonctions génératrices écrites a partir des énu-
mérateurs.

Un premier paragraphe porte sur le modéle classique d’occupation des
NR applications de {1, ..., R} dans {1,..., N} pour lequel on peut employer
le langage des attributions de R boules dans N boites ou celui des R-échantillons
avec remise d’'une ume a N boules de couleurs distinctes. Nous rappelons les
résultats connus sur les v.a. de ce modéle et une démonstration de RIORDAN
contenant une indication que nous avons systématiquement utilisée, sur I’emploi
des f.g. (fonctions génératrices) de f.g.p. (fonctions génératrices de probabi-
lités). Nous proposons une solution au probléme de la distinction entre conta-
gion vraie et contagion fausse posé, il y a fort longtemps, par FELLER (1943).

(1) Article remis en juin 1976.
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Une deuxiéme partie étend les résultats précédents et la technique repérée
) N
au modéle multi-hyper géométrique de I’équiprobabilité des (M) choix de M

positions dans N possibles, ces N positions possibles formant B blocs de K
positions. On obtient ainsi diverses statistiques, descriptives des structures
d’échantillons de variables binaires, définies dans le cadre d’une analyse non
paramétrique.

Les notations suivantes sont utilisées :

MN)yy=NN—-—-D...(N—k+1)

Si Y est une v.a., dont la loi dépend des paramétres u,, ..., p, sa f.g.p. est :
Gy(S s lyye s ) = 2 SPY =Kk 5py,. .., )
K

Ses moments factoriels sont :

E((Y)k) = Fk(Y s Mys ey #Q)
La f.g. des probabilités conjointes de Y,,..., Y, (f.g.p.c.) est:
GYl ,,,,, Yu(sl,...,su;/.Ll,...,;‘¢;2)= Z s'l('...st“
kl ..... ku
POY, =k, Y, =k smy, )

II — MODELE CLASSIQUE D’OCCUPATION.

Il est défini par 1’équiprobabilité des N® attributions de R boules dis-
tinctes dans N cases distinctes.

Les variables aléatoires définies sur cet espace sont :
x Y, est le nombre d’objets attribués a la k'®™e case. Y, suit une loi
binomiale de paramétres R et 1/N.

*S=(Y,,..., Yy). On peut appeler répartition une valeur observée
de S. S suit une loi multinomiale de paramétres R, 1/N,..., 1/N.

N
£ T = }_‘ Y;> est une statistique de dispersion. COX et LEWIS (1969,
i=1
ch. 9, p. 225) rappelle la moyenne et la variance de T
RR+N—1) 2RR-=1)(N-1)

N V(T) = N

E(T) =

% Iy = ————=— est l'indice de dispersion. HOEL (1943) a pré-
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cisé les conditions d’approximations de (N — 1)I par un x*(N — 1). On peut
consulter la bibliographie sur le sujet dans STITELER et PATIL (1969).

x X est le nombre de cases occupées. X suit la loi de Stevens-Craig
S(R, j) (N),

1
PX =) = &

ou S(R,j) est le nombre de Stirling de 2° ordre (cf JOHNSON et KOTZ
(1969 ch. 10 sec. 5), PATIL et JOSHI (1968 p. 49)). Une approximation est
définie par FELLER (1957, ch. IV, sec. 2).

* Zj est le nombre de cases contenant j objets. RIORDAN (1968, ch. §
ex. 3) donne les moments factoriels de Zj, de la maniére suivante :

Appelons C,, ..., Cy les cases. L’écriture formelle

N t ci
H(1+Cit+. +C}<—-+ +s_—'t’+...)
. k! j!
-y Eye oy R o
rR>0 R! 5o =k NP
A == =]
11 1k (l)
N L oM A R! .
permet d’avoir les quantités C;” ... C_ " multipliées par T C'est-
oo, !

a-dire exactement chaque répartition (la case C; contient A, objets) ou k
cases contiennent j objets multipliée par le nombre de possibilités correspon-
dantes. Si on fait C;, =...=Cy =1 la somme finale de (1) est le nombre
de facons de distribuer R objets dans N cases avec exactement k cases conte-
nant j objets. En multipliant et divisant par N®R on passe aux probabilités

k .
(14t+. 4+ +s——+ ) =y M v wriz =k iR, N)
k! R?O k>0
(2
et aux f.g.p.
t\N « (NtR
t ~-n-—) = Y Gy, (3R, N
(¢ +6-Dy) = L R Gy 6RN 3)
soit
&)
N/ \N ~ tR
t/N _ - = ¥y .
(e + -1 =) 2 Gy RN @)

On obtient ainsi une f.g. de f.g.p.. On sait que
sz (s+1;R,N)

F,(Zi;R,N)

est la f.g. des quantités o
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En développant en t et s aprés avoir substitué s + 1 a s dans (4) on obtient

R! (N — j)R-K
(R — kj)! (k!)! NR

Fo(Z,;R,N) = k! (Ij)

La formule d’inversion entre moments factoriels et probabilités donne la
loi des Zj et le théoreme de Fréchet (DAVID et BARTON, 1962, p. 223)
définit la précision numérique obtenue par cette méthode.

Un cas particulier important du modéle est constitué par N = 2. On
définit dans ce cas le test des signes et le test de Mac Nemar (cf. CONOVER
1971 p. 121-130). Notons que R objets sont distribués au hasard entre 2
cases. U et V sont les effectifs respectifs de chacune des cases. Le test des
signes s’appuie sur la distribution binomiale (R, 1/2) de U et le test de Mac
(U-v)?
U+V

La situation expérimentale ou I’on a un certain nombre de couples
d’observation U;, V; n’est pas rare : individus mile ou femelle par unité
d’échantillonnage, effectifs a; et a;; d’une table de contingence carrée, effec-
tifs par couple d’échantillons élémentaires. Un test du modéle binomial (sex-
ratio égal a 1/2 et indépendance des individus, symétrie de la table de contin-
gence, dispersion localement poisonnienne) est constitué par I’application du
théoréme central limite aux v.a.

Nemar s’appuie sur I’approximation de par un x2(1).

D=|U—V]|.

Il a été proposé indépendamment par CHESSEL et DE BELAIR (1973)
et MEAD (1974). La statistique ainsi obtenue peut s’appeler indice de conta-
gion vraie par référence au probléeme soulevé par FELLER (1943). Il est en
effet connu que nombre de distributions discrétes contagieuses sont soit des
mélanges de loi de Poisson (contagion fausse : par exemple les accidents d’un
conducteur sont poissoniens mais le taux varie d’'un conducteur a l’autre)
soit générées par des modeles de distributions corrélées (contagion vraie :
par exemple les taux d’accidents par conducteurs sont égaux mais ’occur-
rence d’'un accident augmente la probabilit¢é d’un nouvel accident pour le
méme conducteur).

L’examen de couples d’unité de temps pour un ensemble de conducteurs
permettrait de choisir entre les deux modéles.

Techniquement, abordons le probléme plus largement. Soit S et E le
nombre respectif des succes (probabilité p) et des échecs (probabilité @ = 1 — p)
dans un échantillon de R essais indépendants. Calculons moyenne et variance
de |S — E|. Le cas particulier p = q = 1/2 définit alors I'indice de contagion
vraie.

— Notons d’abord que
E(D?; R, p) = 4Rpq + R?*(1-4pq)

car D? = (2S — R)2. Pour p = 1/2 on a E(D? ; R) = R. L’essentiel du pro-
bléme, est donc le calcul de la moyenne.
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— LEMME PRELIMINAIRE. Si X et Y sont deux v.a. la f.g.p. de
D = |X — Y| vérifie :

Gy (1) + GD<%> = Gy (t, —1) + Gyy (% t)

La quantité Gp(t) est alors la partie entiére de la série

[ny (t, %) + Gyy (% : t)] :

Ceci permet le calcul de E(D) = Gp(1).

La moyenne de D peut donc s’obtenir par ’étude de la fonction

%[Gs,a (t’fl;R’ p> +GS’E({_’ t;R’p)]

Pour alléger les notations nous écrirons dans cette démonstration
GS,E (51,8, s R, p)

sous la forme ¢g(s, ,s,) = Z a;;. sis) ; ce qui est possible p restant invariant
dans toute la démonstration.

S étant le nombre de succés d’une binomiale on a :
Or (s, , 5,) = (ps, + gs,)®

d’ou :

;_t[¢k (t%) +¢“(%’t)] ~R(-3) (pt+q%>R_1
Rlamrd) (1 +a) ™ R @) he(19)

+ R(q—g—) Pr—1 (% t) = Rk.}:_mtk [P 2 oapeTa X aype

i—j=k i—j=k+2

+q S._. %;r-1 — P Z %‘,R—l]
j—i=k j—izk+2

Pour t = 1 le lemme préliminaire permet d’écrire

E(Dg)=R ) [p( 2 &jR-1 X aii,R—l)

k>0 i—j=k j—i=k

4

35,R—1
0
1

—Q( >_. 3 rR-1 Z aij,R—l) ] + R [q _ Z & r-1 TP
i—j=
i—j=

i—j=k j—i=k 0
1

—
non

i
j
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On note Ty et Vi les deux termes de cette somme.

Vp se calcule trés simplement suivant la parité de R :

2L-1
V,. =2L[q ap—1pL—1 TP a1l = 2L< L ) q-~tpt!

2L
Vorer = QL+ Dag 0 = 2L+ 1) (L)quL

Si on note Pr(A) la probabilité de I’événement A s’il y a R tirages, on peut
écrire Ty sous la forme suivante :

Ty = R(p-q) 1PR_1 (S=E)— PR_l (E = 8)]

On peut calculer P, = P, (S = E) par récurrence :

P2L+1 =P P2L + q<P2L ( ) ) = 2L — (211:') quL+1

Prre2 = p(P2L+1 (L ) quLH) +aPy

l\.)

2L+ 1
= P2L+l + (L ) pL+l qL+1

On obtient alors Ty par :
T2L = 2L(p - Q) (2P2L_1 - 1)

Ty = 2L+ 1) (p—q) (2P2L -1+ (iL_ 1) quL)

1

Dans le cas particulier important p = q = ) Tgr est nul et on a donc

o - ()

)

, (+n2 12— 1
Résultat que MEAD (1974) écrit sous la forme In (-21—2) On
ji=2 -

N | —

E(D,.,;) = 2L+ 1) (2 ) (

remarque aisément que E(D,;) = E(D,; _;).
Le calcul de E(Dy) étant compliqué pour N grand une forme limite
peut étre utile. L’utilisation des formules de Stirling donne :
2L + 1

Naun

L > o= E(D2L+l) ~

62 Revue de Statistique Appliquée, 1977 vol. XXV N° 1



L’approximation ainsi obtenue semble assez rapidement valable puisque pour
L = 10 les valeurs exactes et approchées sont respectivement 3,700 et 3,746.

On trouvera des exemples d’applications numériques de 'indice de conta-
gion vraie dans JARRY (1974 : dispersion de la ponte d’un insecte), PRODON
(1976 : choix multiple de milieux par des larves aquatiques), DEBOUZIE et
COLL. (1975 : échantillonnage systématique par unité de plantes steppiques),
MOUEZA (1976), LEGAY et CHESSEL (1976 : sex-ratio par unité), GAUTIER
(1976 : symétrie des tables de contingence).

Nous allons maintenant étendre I’ensemble des résultats précédents au
modéle hypergéométrique.

IIT — LE MODELE HYPERGEOMETRIQUE.

N
L’espace de probabilité constitué des ( M) parties a M éléments de

{1, 2, ..., N} muni de la probabilité uniforme est 'un des plus étudiés
en statistique non paramétrique. On en trouve une étude trés compléte dans
DAVID et BARTON (1962). Les statistiques s’organisent en trois groupes
fondés respectivement sur des sommes de rangs, les suites et I'utilisation d’une
coupure. ’

x Les premiéres sont utilisées en particulier pour la comparaison des
échantillons soit relativement a leur moyenne (WILCOXON) soit a leur va-
riance (ANSARI-BRADLEY, SIEGEL-TUKEY). Une revue de ces tests peut
étre faite dans HOLLANDER et WOLFE (1973 page 68 et suivantes) et dans
CONOVER (1971 page 223 et suivantes).

* DAVID et BARTON (1962 page 188) font une étude des statistiques
lies a une coupure : nombre d’éléments choisis avant la coupure, différence
entre la somme des rangs des éléments précédant et suivant la coupure, cette
méme statistique conditionnée par le nombre d’éléments choisis avant la
coupure.

% Un dernier test peut étre rattaché a ce modéle : le test de comparai-
son de deux échantillons par la statistique de Kolmogorov-Smirnov (par
exemple HOLLANDER et WOLFE 1973 page 219).

Notre souci de recherche de structure introduit de maniére naturelle
des statistiques liées a une partition de {1, 2, ..., N} en blocs. Or malgré
la grande diversité des études réalisées sur ce modele il ne nous semble pas
que de telles statistiques aient été étudiées bien qu’on puisse rapprocher ce
probléme de 'un des suivants :

+ Distribution de R boules dans N cases avec limitation du nombre
d’objets par case (RIORDAN 1958, chapitre 5 exercice 6).

% Distribution de R objets identiques dans N cases distinctes. L’espace

R+N-—1
compte alors ( R ) éléments (RIORDAN 1958, page 92).
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x Distribution de R objets distincts dans N cases identiques. L’espace
contient S(R, 1) + ...+ S(R,N) éléments (KAUFMANN, 1968, p. 156).

* Distribution d’objets de couleurs différentes dans N boites et comptage
des couleurs représentées par boites (DAVID et BARTON, 1959).

Notons enfin, pour situer le probléme abordé, qu’il s’apparente aux
résultats rapportés par CLIFF et ORD (1973) sur les mesures d’autocorré-
lation spatiale dans le cadre de données binaires et du modéle ‘“Non free
sampling”.

De méme que dans le modéle précédent, les démonstrations reposeront
sur l'utilisation des f.g.p.. On notera F(N , M) I’espace considéré. Un énu-
mérateur de FE(N , M) est :

S\
e
(i1, ipg) € (N, M)

t.

1

(1 +xt)) ... (1 +xty) = 2 xM
M

II1.1. Choix dans un bloc.

Soit K la taille du bloc, I’énumérateur des choix avec j positions choisies
dans ce bloc est :

(1 + xta;) ... (1 + xtay) (1 + xa,,)... (1 + xay)
=T xMZ ¢ > & ...a a

(i1, i) € (K ,j)
(k1 —K,....kp _j— K) € 3(N —K,M—j)

1...akM_j

(1 + xt)$(1 + x)NK = ExM(;>GY(t;N, M, K) (5)

en notant Y la variable aléatoire : nombre de positions choisies dans le bloc.
L’identification des coefficients des termes en xM puis en ti conduit a la

relation
Ky /N-K
() G y)

P(Y =j) ==
N
(W)

On retrouve ainsi un résultat classique : Y suit une loi hypergéométrique.
L’utilisation de la fonction génératrice des f.g.p. permet d’autre part de re-
trouver rapidement les moments factoriels de Y :

On dérive (5) par rapport a t

/

N
Kx(1 + xt)¥71 (1 + x)N"K = ZxM \M) Gy(t;N,M,K)

N — 1 Ny L,
Kx = xM y ) GY(t;N—l,M,K—1)=ExM(M)GY(t;N,M,K)
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KM
Gy(t:N,M,K) = =Gy(t;N—1,M~1,K~1)

de maniére plus générale

d“Gy(t;N, M, K) _ (K M),

LN -k M-k K —k)

dt® (N),
En donnant a t la valeur 1 on obtient
(K), (M),
F.(Y;N,M, K)=———
k (N)y

On peut remarquer que cette méthode pour obtenir les moments fac-
toriels d’une hypergéométrique n’est peut étre pas la plus rapide (par exemple
utilisation du théoréme sur la somme de variables caractéristiques cité dans
la suite) mais elle se généralise au cas multi-hypergéométrique étudié au para-
graphe suivant.

II1.2. Choix dans une partition.

L’ensemble des N positions est divisé en B blocs de tailles respectives
K, K5, ..., Kg. On note Y,, ..., Yy les nombres de positions choisies
dans chaque bloc. Par la méme méthode qu’au paragraphe précédent on
obtient :

N
(1 +xt) (1 + xty)® = zxM(M) Gypvg (o ty 5 Ky o Ky, M)

.....

Ce qui permet de connaitre la loi conjointe des Y; :
() ()
Y1 ¥YB
()
M
On retrouve ainsi que cette loi est une multi-hypergéométrique. En utilisant

la méthode utilisée pour calculer F,(Y; N, M, K) au paragraphe précédent,
appliquée a

PY, =y, Yg=yp) =

0" Gy, vy (. tg5Ky, .o, K, M)
Mt .. 0Bty

on obtient les moments factoriels conjoints :

M) i

E((Yl)jl - (YB)jB) = (Kl)jl ce (KB)iB (N)g;i

(6)
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II1.3. Indice de dispersion T.

L’ensemble des N positions est divisé en B blocs de tailles K ; les notations
du paragraphe précédent sont conservées.

B
T=2 Y

i=1

Les moments factoriels déterminés par 1’égalité (6) permettent le calcul
de E(Y?), E(Y? Yj2) et donc de la moyenne et de la variance de T :

E(T) =M(EK-1)M-1/(N-1) +1)

2MM-1D K -DN-K)Y(IN-M)(N-M-1)
N-D2(N-2) (N-13)

CHESSEL et CROZE (1976) donnent des exemples d’utilisation de T en
écologie, et montrent par simulation que I'approximation normale est valable
pour la queue droite de la distribution dans un large domaine. On observe
T — E(T)
v V(1)
gression géométrique de raison 2 a un seuil, au niveau 0.05, d’environ 3.
En particulier ce seuil ne semble pas dépendre de N ou de M.

V(T) =

d’autre part que le maximum de pour des tailles de blocs en pro-

II1.4. Nombre de blocs vides.

L’ensemble des N positions est divis¢é en B blocs de taille K. On note
Vi le nombre de blocs vides.

Nous allons utiliser un théoréme sur les sommes de variables caracté-
ristiques dont I’énoncé suit (DAVID et BARTON 1962, p. 70-71).

THEOREME. Soit N variables caractéristiques o; des événements E; ; on
note S la somme des o4. Si la loi conjointe des o; est symétrique on a :

Fo(S) = (N), Ploya, ... oy = 1).

L’application du théoréme a V, est immédiate et on obtient

(N — M)
Fo(V = B)y ——
Q K Q (N)K;2
On en déduit moyenne et variance de Vi :
(N — M),
E(Vy) = B ———
K (N)g

N-M
V(Vg) = (B), (——(N)—)“{- + E(Vy) — (E(V)?.
2K
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Cette méthode qui fournit trés rapidement les moments de V, a le
désavantage de ne pas donner la loi autrement qu’a travers les formules assez
compliquées d’inversion. Aussi allons-nous donner une courte approche utili-
sant les fonctions génératrices.

On a:

(G ue () () = 0 () Guetein.

On peut alors retrouver les moments factoriels par dérivations successives.

D’autre part en développant la fonction génératrice de f.g.p. écrite ci-
dessus et aprés quelques calculs simples on obtient

_ B Co®), (N-M
P(Yy=j;N,K,M) = Y (= D" : Kh
Y= L T N TG W

ce qui correspond aux formules d’inversions mentionnées ci-dessus mais on
peut également en déduire les relations de récurrence suivantes :

) . (N — M)y _ ;
JUPVe=JiN K M) ==K B) P(Vie=0;N —Kj, K, M)
Mg
K\ (N-K
(90
POV =05N, K, M)= 2, ——==—— P(Vg=0;N-KK,M-j)

-

J

N
)
II1.5. L’indice d’autocorrélation H.

L’ensemble des N positions est divisé en N/2 blocs de deux positions.
H est le nombre de ces blocs dont une, et une seule, des deux positions est
choisie. Il est clair qu’une autocorrélation positive diminue H et que H est
grand en cas d’autocorrélation négative. CHESSEL (1975) donne un exemple
d’utilisation de H.

La loi de H peut étre obtenue a partir de ’énumérateur

N/2 . .
ir=ll (1 +2tsx + tfs7) = TsMEX 22t .ot tf ... t’kM__j

2

qui conduit a la fonction génératrice
2)N/2 = 3 M N “N.M
(1+2SX+S) - S M GH(X’ ’ )
En dérivant par rapport 4 x on obtient

Nz ( _2)GH(x;N—2,M—1)=st(;)G;,(x;N,M)

M-1
M(N—M) Gy(x;N—=2,M—1)=Gy(x;N, M)(N - 1)
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On peut alors calculer moyenne et variance de H

M(N - M)
E(H) = ———
N —1
_ MIN-MM-1)(N-M-1)
Vi =2 (N =12 (N-3)

De maniére plus générale on peut obtenir les moments factoriels soit par
dérivations successives soit en appliquant le théoréme du paragraphe précédent :
(O (N = M), (N
(N)zk 27k

D’autre part en développant ’expression de la fonction génératrice on obtient
sans difficulté la loi de H :

Fio(H) =

M+ j
N/2
PH=j:N,M)= / 2 2
1558, M +j j (N)
2 M

Une tabulation trés facile de H est réalisable grice aux formules de
récurrence suivantes :

M-1

=0 =1 PH=0;N,M)= ————PH=0;N,M — 2
P(H =0 ; N, 0) ( PN, M) = S PH = 05N M - 2)
PH=1;N,1)=1 PH=1;N M)_—M_P(H—I'NM 2)

bl b b bl N_M+2 9’ b
M—j)(N-M—j
PH = +2;N, M) = I ¢ D pH=iN, M

G+DHG+2)

II1.6. Indice de contagion vraie.

L’indice de contagion vraie développé au paragraphe I est adapté aux
tests portant sur les lois binomiales. Le trés mauvais ajustement obtenu par
MEAD (1974) lors d’une simulation conduisant 4 une comparaison de fré-
quence est une des justifications au développement d’un indice de contagion
vraie dans le cadre du modéle hypergéométrique. Ce modéle répond en effet,
non seulement aux problémes de contagion dans des relevés en présences-
absences, mais aussi a celui de la comparaison de fréquences. On trouvera un
exemple d’utilisation de cet indice dans CHESSEL et DEBOUZIE (1974).

Les N positions étant groupées en deux blocs de tailles respectives K
et N—K on étudie la variable aléatoire Dy = |Y; — Y,| ot Y; est le
nombre de positions choisies dans le i® bloc.

E(D%‘,,K’M ), comme dans le premier modéle est d’un calcul simple ; par
contre, le calcul de la moyenne a requis I'utilisation de f.g.
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E(D% M) = E(Y, — Y,)?) = E(Q2Y, — M)?)
4K(K - 1h)MM — 1)  4KM( - M)
+ +

N(N-1) N

M2

De méme que pour le modéle d’occupation nous poserons
dnm (515 82) = Gy v, (81,8, N,K,M)

Nous poserons de plus

F(t) = ?dt— [¢N,K,M (t ) %) + Ok M (% ’ t)]

N kM (5,,8)=2 aij;N,K,Msil 3
Nous avons précédemment (I11.1) démontré la relation :

(1 +sx)¥A +tx)N-K = 3 xM (11:1/[) O kM (55 1)

N
On en déduit que ( ) F(t) est le coefficient de xM dans I’expression ci-

M
dessous :

;—t [(1 + 0% (1 +%)N_K+ (1 +%)K(1 + xt)N—K]

= Kx (1 + 60 (1 +%)N_K_N K« + toX (1 +%)N_K_1

t2

Kx x \K-1 K
—T;(l +2) 0+ N =K x +2) 1+ poN K,

Gro=x@ 1) o) —“F G o)

N-1,K-1,M~-1 N-1,K—-1,M-1

—a (o) 2 G0 v (T 6 ().

N-1,K-1,M-1 N-1,K,M-1

En utilisant le lemme préliminaire énoncé en II on obtient :

M E(Dy x,m) = -S-‘ [K ‘L AiiN-1,K-1,M=1 (N—K) 2-' A4N-1,K,M—1
k>0 i—j=k i—j=k+2

— Y Y
K & agn_ik-ima TIN=K) L agn_gxma
j—i=k+2 j—i=k
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=K [P(Yl >Y,) —P(Y, >Y,)] - (N-K) [P(Y1 >Y, —P(Y, >Yl)]

N—1,K—1,M—1 N—-1,K—1,M—1 N—1,K,M—1 N—1,K,M—1

+ (N —-K) }-4 GNn-1 kM- T K }"

4 N-1,K-1,M—1"
i—j=0 j—i=0

i—j=1 j—i=1

On note Pyyxwm = Pym(Y; =Y,)
On a alors suivant la parité de M les relations :

_ K (oK)
(3,)

(K;l) (N;K)
()

Suivant la parité de M I'expression de E(Dy g v) peut étre simplifiée :
a) M = 2L

Pyxm = Pnkoim t

b)M=2L+ 1

PN,K,M = PN,K-I,M +

N
M E(DN,K,M) =K [2PN—1,K-1,M—1 —1-= PN—l,K—-l,M—l(Yl =Y,)l

— (N—K) [2Py_; kM1 — 1 — PN—l,K,M—l(Yl =Y,)l

+ (N-K)a ;N1 kvt T K AL _1;N—1,K—1,M-1

GG
N—l) L )

2L -1

= (2K = N) (2Py_, g 11— 1) + 2(N—K)

b) M = 2L + 1

N
M E(Dy kM) = 2K —N) (ZPN-—I,K—I,M—I — D

+2(N-K) CI(‘—I)N(_I_)L_ ) (%—1)
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Du point de vue calcul numérique on peut remarquer qu’ils se résument
au calcul du deuxiéme terme dans deux cas particuliers :

N
e K = 5 qui est étudié plus en détail ci-dessous

e KKL ou N—K <L (Le nombre de positions du plus petit des
deux blocs est inférieur 4 la moitié du nombre de positions choisies).

Dans les autres cas le calcul par récurrence sur Py g  est d’autant plus
simple que K (ou N — K) est voisin de L. Il est de toute maniére plus simple
que par intégration directe de la loi de |Y, — Y,I.

Dans le cas particulier N = 2K les formules deviennent :

a) M =2L
M (K - l)
v =y (1)
(1)
by M=2L+1
G ED)
E(Dy g.m) = N L 1)
(M _ 1)
CONCLUSION.

Nous avons étudié diverses variables aléatoires définies par le modéle
de I’équiprobabilité des choix de M positions sur N possibles formant B
blocs de K cases.

A Torigine il s’agissait de recherche de structures sur les échantillons
systématiques de variables binaires. Ainsi le coefficient d’autocorrélation étend
le test des suites a une grille de points, I'indice de dispersion non paramétrique
repére une éventuelle échelle privilégiée d’hétérogénéité, I'indice de contagion
vraie mesure cette hétérogénéité entre deux blocs de comptages, la variable
nombre de blocs vides repére les “trous” dans un processus 0 — 1, etc...

Notons cependant que leur emploi est d’intérét plus large puisqu’il re-
couvre les analyses non paramétriques de comparaison de fréquences. En effet
si Yy, ..., Yg sont des variables binomiales, de paramétres respectifs
(K;,py)...(Kg,pp), indépendantes, et si les p; sont égaux, la distribution

B

conditionnelle de (Y,,..., Yg) sachant ,\/_d Y; = M, est multi hypergéomé-
i=1

trique. Dans toutes les conditions numériques ou I’approximation par la loi

multinomiale est peu slre ou franchement mauvaise (les simulations de MEAD
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(1974) sur l’indice de contagion vraie sontun exemple trés explicite d’une telle
rencontre) on pourra donc préférer les résultats exposés ici aux tests classiques
de lindice de dispersion, de Mac-Nemar, du x? de la table de contingence
2 X n, etc...

Remarquons encore combien la technique des f.g. de f.g.p. se montre
productive. Elle permet d’éviter, pour un groupe de problémes, les raisonne-
ments combinatoires. Une généralisation est en cours sur les processus quali-
tatifs 4 plus de deux états. L’analyse mathématique des protéines (suites
d’acides aminés) et 1’étude des structures spatiales des variables écologiques
(échantillonnage systématique d’une variable qualitative) sollicitent une telle
extension.
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REMARQUE : Le résultat I1I-3 et son extension aux blocs inégaux a été publié
par WALTER (1974) dans le cadre d’applications a I’épidémiologie.
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