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CONTRIBUTION

A L’ÉTUDE DES FACTEURS NON ORTHOGONAUX
EN ANALYSE FACTORIELLE

J. L. MALLET

Centre de Recherches Pétrographiques et Géochimiques (Nancy)

Une analyse factorielle effectuée sur une matrice de corrélation

C(m x m~ ayant fait ressortir r(r  m~ facteurs orthogonaux et une ma-
trice de saturation A (m x r~ telle que C = A AT, l’auteur a déterminé un
procédé qui permet d’obtenir des facteurs obliques plus facilement inter-
prétables ; Etant entendu qu’un facteur est d’autant plus interprétable
qu’il est lié fortement avec certaines variables et orthogonal aux autres.

La matrice de saturation V associée à de tels facteurs est caractéri-
sée par des colonnes composées de 0 et de 1 (ou - 1 ~, et des lignes ne com-
portant qu’un seul 1 (ou - 1). Si l’on considère les colonnes p et q de V
ceci se traduit par la relation :

Soit Npq la quantité suivante associée aux colonnes p et q de V :

L’auteur cherche une matrice de rotation A telle que V = AA et

telle que 1: NpQ soit minimum.
P~ Q

A la suite de cet exposé il donne un exemple d’application de sa mé-
thode ; celui-ci paraît être un peu trop typé pour être significatif.

Toutefois la méthode proposée est fort ingénieuse. Encore demande-
t-elle les hypothèses de normalité, les facteurs ne pouvant être interprétés
que dans une population homogène (ou normale).

Ce qui restreint peut-être quelque peu son champ d’application.

INTRODUCTION

Position du problème

But de la méthode

Un des problèmes qui se posent en analyse factorielle est, à partir
d’une solution orthogonale initiale, trouver une nouvelle solution plus facile-
ment interprétable que la première.
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Figure 1

Afin de préciser cette notion de "solution plus facilement interpréta-
ble", considérons dans l’espace des facteurs orthogonaux contravariants ini-

tiaux F q (de vecteurs unitaires covariants F l’ensemble des projections
des m variables contravariantes X ~.

Dans l’espace des r facteurs FD , chaque variable xj est repérée par ses r
composantes (contravariantes) ajp, et l’ensemble des ajp constitue ce que l’on

appelle la matrice factorielle (contravariante) A = (ajp) à m lignes et r colon-
nes pour laquelle on a toujours les relations 1 ajp 1  1.

Solution plus facilement interprétable

Nous dirons que la matrice carrée A de rang r transforme la matrice
A en une matrice V = [vjP] plus facilement interprétable si les 1 vjp sont soit
"voisins" de 1, soit "voisins" de 0. En d’autres termes, cela revient à dire

que l’opérateur A fait passer du système de coordonnées (contravariantes)
F Pau système de coordonnées (contravariantes) ~p (de vecteurs unitaires ~p )
(cf. fig. 1) de telle façon que les points xj soient "voisins" de l’un des ~ .

Contrainte imposée à A

Désignons par A p le p ième vecteur colonne de on remarque alors que
dans le cas où 6p et ~q sont orthonormés, la matrice A doit elle-même être

orthogonale, c’est-à-dire, entre autre, que ses vecteurs A p et Aq doivent
être chacun de module unité. Dans le cas général où % et ~p ne sont pas
forcément orthogonaux, nous conserverons la contrainte :

En définitive, on a (1) -

(1) dans ce qui suit on désignera par un caractère T en indice supérieur, la transpo-
sée d’une matrice :

Transposée (M) = M T
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Remarque

Afin que l’on puisse trouver une matrice A, il faut s’imposer, sur la
solution V des conditions traduisant le fait que les Ivjpl doivent être "voisins"
(en un certain sens) de 0 ou de 1. La formulation de ces conditions constitue
ce que l’on appelle un critère, et on dit alors que les 1 vjplsont "voisins" de
0 ou de 1 au sens du critère considéré.

Critère utilisé

Introduction

Supposons qu’il n’y ait qu’un seul point X il est évident, sur la fi-

gure 1, qu’une solution sera d’autant plus facilement interprétable que pour
tout couple de facteurs ~ et 0 1, le produit ~v~ . Ivjr¡1 est plus petit (compte-
tenu que 0 !v-~~ 1), ou encore que (vjP)2. (vj1)2 est plus petit.

Critère

Dans le cas où il y a m variables, le critère utilisé consiste à cher-
cher la matrice A telle que...

... soit minimum quel que soit p ~ q.

Remarque 1

La méthode quartimin due à Caroll consiste à minimiser la quantité :

Remarquons alors que, contrairement à ce que semble suggérer Carrol, rien
ne prouve que le fait de minimiser N globalement équivaut à minimiser sépa-
rément les diverses quantités Npq(compte-tenu qu’elles ne sont pas indépen-
dantes), et il n’est pas sQr du tout que ce faisant on obtienne une "solution

plus facilement interprétable". La suggestion de Carroll serait vraie si les

N,,étaient indépendants, or ils sont deux à deux liés par des termes com-
muns : ainsi Npq et Nqs ont en commun les quantités (vje¡)2 ce qui introduit
fatalement un biais dans la méthode proposée par Carroll.

Remarque 2 
.

Carroll visiblement non satisfait de sa méthode quartimin a proposé une
nouvelle méthode, la méthode covarimin qui, elle, est manifestement fausse.
L’idée de cette méthode est celle-ci : on cherche à rendre le plus disparate
possible les quantités 1 vjp 1 et 1 vJe¡ f ; pour ce faire, Carrol suggère de mini-
miser la covariance des quantités (VJp)2 et (Vj q) 2et dans son esprit, "mini-
miser" signifie "rendre voisin de 0" ; or ceci est complètement faux car une
covariance de quantités (VJP)2 et (vJ CI) 2 positives ou nulles peut très bien être
minimum tout en étant égale à un nombre négatif très grand, en valeur abso-
lue, c’est-à-dire qu’il y aura alors un lien étroit entre les lvipl et 1 vje¡l. On
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s’aperçoit en définitive que cette façon de faire risque de conduire au ré-
sultat inverse de celui escompté 1

RECHERCHE D’UN ALGORITHME PERMETTANT DE TROUVER A

Introduction

Nous aurons dans l’étude qui va suivre besoin des quantités ci-dessous :

vecteur ligne de A

vecteur colonne de A

Remarquons que H Q = H (A /1 Q) est une matrice manifestement symétrique.

Théorème 1

Théorème

Démonstration

On a V=A.A avec les notations adoptées en introduction, on peut
écrire ceci sous la forme :

en faisant le produit ci-dessus blocs par blocs, on obtient : ...

... car vJp est un scalaire.

Il s’en suit que l’on peut écrire :
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Théorème 2

Théorème

Npq= l~ p Hq A p minimum compte tenu que ~ ~ /1p ~ ~ - 1~ Ap est le vecteur
propre associé à la plus petite valeur propre ¡J, q de Hq et dans ce cas
~Q=Npq

Démonstration

comme Hq est manifestement symétrique et indépendant de A p, on peut écrire :

par ailleurs, on doit avoir :

Le problème est donc de minimiser Npq= A~ Hq Ap sous la condition

Ap Ap=l. Dans ce cas, la recherche d’une solution Ap se fait en utili-
sant les multiplicateurs de Lagrange ~ q : pour cela on écrit...

... et on cherche le vecteur Ap tel que l’on ait

est un vecteur propre de Hq associé à la valeur propre ~Lq.
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Pour déterminer [1,Q , reprenons la relation (I) :

multiplions à gauche cette équation par A p T :

mais

pour être minimum, Npqdoit donc bien être égal à la plus petite valeur pro-
pre 4. de Hq.

Corollaire 1

La matrice Hq est non négative
Il est facile de voir que Hq est non négative car sa plus petite valeur propre
~q est égale à la quantité Npq positive ou nulle.

Corollaire 2

Pour Aq fixé et 1 IAP 11 = 1 fixé, la fonction Npq (Ap,A q) (fonction de A p)
présente un minimum absolu Npq et aucun minimum local. Le minimumabsolu est obtenu deux fois pour deux valeurs opposées Ap= f I1 p

Supposons pour fixer les idées que Aq est fixé et que A est de taille (2 x 2)
posons :

On peut alors écrire :

z=ax2+2 bxy + cy 2

Cette équation représente dans l’espace (x ,y, z) soit un parabolotde dont l’axe
de symétrie est parallèle à oz, soit un cylindre parabolique dont les généra-
trices sont parallèles au plan (x ,y). Ce parabolotde ou ce cylindre paraboli-
que a forcément sa concavité tournée vers les z positifs car a et c sont tou-
jours positifs ou nuls ; remarquons de plus que la surface z(x ,y) passe par
l’origine car : -.
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Figure 2

Comme les vecteurs h p doivent être de module unité, leurs extrémités doi-
vent se trouver sur le cercle C de rayon unité tracé dans le plan (x , y) .
Construisons le cylindre D dont les génératrices parallèles à oz s’appuient
sur le cercle C ; si nous traçons l’intersection (biquadratique) de ce cylindre
avec la surface z (x,y), nous voyons (cf. fig. 2) que cette intersection pré-
sente un minimum unique z* de z obtenu pour (x = + x*, y = + y*) et (x = - x *,
y = - y *), c’est-à-dire pour deux vecteurs opposés Ap = .~ /1 p avec :

On voit sur la figure 2, et on peut démontrer qu’il n’y a pas de mi-
nimum local z* le long de l’intersection de D avec la surface z(x,y), ce qui
démontre la proposition.

, Remarque

La démonstration que nous venons de faire peut être extrapolée au cas
où A est de taille supérieure à (2 x 2), mais cela nous intéresse peu car,
comme nous le verrons par la suite, nous nous ramènerons toujours au cas
od l’on a à traiter des matrices A de taille (2 x 2).

Détermination de Ap et Aq par un algorithme pour p et q fixés

Introduction

Désignons par...
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... le procédé de calcul qui à tout vecteur A q associe le vecteur propre Wq
correspondant à la plus petite valeur propre Npqde Hq=H(A , Aq)

Algorithme

L’algorithme proposé est représenté par l’organigramme de la figure 3 :

on commence par se donner une valeur (Aq)o initiale quelconque et on en
déduit (Ap) 1 = f2 [A, ( A q) 0 ]
on calcule ensuite (Aq)i=f2[A,(Ap)i] qui est une valeur plus proche de
la solution finale Aq que (I1Q )o
on calcule ensuite (Ap)2= f 2 [A, (A Q) 11 ] qui est une valeur plus proche de
la solution finale Ap que (AL
....................................................................

....................................................................

La convergence du procédé est testée sur l’évolution de la valeur du para-
mètre (N pq)1 = fI [A , (Ap) l’ (1Bq)l] J

Figure 3

Convergence du procédé

La convergence du procédé est assurée par le fait que l’hypersurface
Npq(Ap ,Aq) présente pour Aq(ou Ap) fixé un minimum absolu unique ; pour
s’en convaincre, il suffit de considérer la figure 4 :

Nous voyons que lorsqu’on se déplace sur la surface Npq(Ap.Aq) sui-

vant le procédé décrit au paragraphe précédent, la quantité Npq ne peut pas
augmenter, ce qui démontre la convergence du procédé.
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Figure 4

Remarque

L’algorithme décrit ci-dessus est très efficace dans le cas où l’on
a seulement deux facteurs p et q et que l’on opère la transformation

(FP , p~)20132013e~~ (q,P , q, 1) dans le plan (p, q) ; on observe en effet une conver-
gence très forte, et il faut prendre le test d’arrêt e de l’ordre de 10-2 ou
10-3 si on veut espérer faire plus de 3 itérations.

Malheureusement il ne nous a pas été possible d’utiliser cet algorithme
tel quel dans le cas où l’on a plus de deux facteurs ; en effet, quel que soit
le vecteur initial (A Q) 0’ on obtiendra toujours les 2 mêmes vecteurs Ap et A Q ,
et on voit ainsi que le procédé de calcul décrit ci-dessus ne nous permet de
trouver que deux colonnes de la matrice A . Afin d’éviter cet ennui, nous
avons été conduit à chercher un nouvel algorithme dérivé du précédent et
permettant d’arriver à la solution de notre problème :

ALGORITHME PROPOSE

Introduction

L’idée directrice de la méthode proposée est assez proche de la mé-
thode Jacobi servant à chercher les valeurs propres d’une matrice carrée

symétrique M. Dans cette dernière, on fait tourner deux par deux dans leur
plan les directions orthogonales de départ (qui restent orthogonales) de façon
à les amener par itérations successives à être confondues avec les directions

propres de la matrice M ; dans notre méthode, on va opérer de même : on
fait tourner deux par deux les directions (F~,F~) orthogonales de départ (qui
ne restent plus orthogonales) de façon à se rapprocher de la solution cher-
chée par itérations successives.
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Rotation dans le plan des facteurs ¥P et F a

Introduction

On commence par construire la matrice A p q obtenue en sélectionnant
les colonnes p et q de la matrice A :

on cherche ensuite, grâce à l’algorithme décrit par l’organigramme de la fi-
gure 3, la matrice carrée Apq non orthogonale qui transforme Apqen Vpq...

... de façon que si v j S est un élément de Vpq , la quantité...

J -s

... s oit minimum.

Remarque :

L’algorithme de la figure 3 ne suffit en fait pas à construire n pQ ; en
effet, il nous fournit deux vecteurs n 1 et n 2 , ce qui donne 4 possibilités pour
Apq: t
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Afin d’éviter les permutations de colonnes et des changements de signe quand
on passe de Apq à VpQ’ on choisira la combinaison Apq telle que 1 À,ll &#x3E; ~.i ~ 1
et telle que l’on ait : ~.i &#x3E; 0 et À,21&#x3E; 0

Matrice de "rotation oblique" R

Nous appellerons matrice de "rotation oblique" la matrice de transfor-
mation R = {r J} dans l’espace des r facteurs Fp obtenue en remplaçant
dans la matrice unité de taille (r x r) les termes suivants par ceux de
Apq: t

on constate que cette matrice ne transforme que les colonnes p et q
de la matrice A et que ces deux colonnes transformées se trouvent
être égales aux deux colonnes de Vpq :

Remarque

La matrice de "rotation oblique" R joue ici le même rôle que la ma-
trice de rotation orthogonale Q utilisée dans la méthode de Jacobi pour faire
tourner les axes p et q dans leur plan d’un angle 0 (cf. fige 5) :

En effet, la matrice Q ={W}} est alors obtenue en remplaçant dans la ma-
trice unité de taille (r x r) les termes suivants par...

Revue de Statistique Appliquée. 1971 - vol. XIX N° 1



68

Figure 5

..:.. c’est-à-dire par les éléments de la matrice A;, de rotation dans le plan
(F p , FQ ) :

On voit alors l’analogie étroite qu’il y a entre les matrices J~ pQ et Mpq
d’une part et les matrices R et Q d’autre part.

Etude des tenseurs métriques fondamentaux associés au repère factoriel ~}

Introduction

Supposons pour fixer les idées que r = 3.

soient Fi , 1 F2’ li3 les vecteurs unitaires covariants de la base du repère
factoriel FI, F ~, F3. A cette base de vecteurs Fp covariants, on associe

une autre base formée de vecteurs FP contravariants et tels que ...

... c’est-à-dire que l’on se trouve dans le cas de la figure 6.

On sait que sous l’effet d’une matrice de transformation R = {r1}, les vec-
teurs contravariants F p se transforment en vecteurs contravariants ~P sui-
vant la relation suivante :

p
Evidemment, à ces vecteurs de base contravariants e , on peut associer les
vecteurs covariants ip transformés des vecteurs Fp dans la transformation R :
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Figure 6

Définition 1

On appellera tenseurs métriques fondamentaux covariants associés aux

repères {Fp } et {’D, 1 les tableaux G et G tels que ;

on désignera par gpQ = i~ . Fq et 9 il = 3p . ~q les éléments des tableaux C et
G 0 : 

pq

Définition 2

De même, on appellera tenseurs métriques fondamentaux contravariants
associés aux repères Fp et il les tableaux GF et Go tels que :

- - - -

on désignera par 9,, P,Q =FP . Fq et gP~q = ~ . ~ les éléments des tableaux G F
et G ~ :
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Remarque

Les relations...

... nous indiquent que l’on a les relations suivantes entre les divers ten-
seurs métriques fondamentaux :

Relation entre G F et G 0

Normalisation des vecteurs c~p

Introduction
.....

Si les vecteurs Fp sont normés, il n’en est pas forcément de même des
vecteurs ~p car la matrice de transformation R n’est en général pas orthogo-
nale. Le problème est donc maintenant de trouver des vecteurs unitaires ~p
colinéaires aux vecteurs ~ ainsi que les matrices (G ) , (G$) , et V asso-
ciées.
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Normalisation du tenseur G m
Soient gpQ= ~P . li, les éléments deux fois covariants du tenseur ~~.

Nous nous proposons de construire un nouveau tenseur (GCI»). dont les éléments
(g ) = ~p . ~Q sont obtenus à partir des vecteurs unitaires (-D* et (D* coli-
néaires aux vecteurs ~p et q)q. Dans ce but construisons la matrice diago-
nale de transformation S2 dont les éléments diagonaux wP sont tels que
W P = &#x26; r::iIg$ 

p

p p v t1:;p . °

Nous voyons que remplacer le vecteur $p par le vecteur unitaire ~
équivaut à diviser la ligne et la colonne p de G G) par 1/Vg~p.

Si on effectue cette opération pour tous les vecteurs ~ p (p =1,2,... ,r)
cela revient à effectuer la transformation :

Normalisation du tenseur Gm
Soit (G~)* le tenseur "normalisé" associé au tenseur Gm :

mais

mais
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Normalisation de la matrice V

En comparant les relations III et IV déjà obtenues...

..

... nous voyons que normaliser les vecteurs de base ~ p revient à effectuer
à la place de la transformation R, une transformation R* telle que :

n s’en suit que de même que nous avions la relation V = A.R, nous
aurons maintenant V* = A . R * , c’e st-à-dire :

Algorithme proposé

Introduction

L’algorithme proposé consiste à effectuer des "Rotations obliques" de
facteurs (Fp , F;¡) deux à deux dans leur plan ; après chaque transformation
on fait :

on arrête les itérations lorsque l’hypervolume DG = det (Gp) engendré
par les vecteurs contravariants F p se stabilise, c’est-à-dire quand
les vecteurs F P ne changent plus de direction au cours des itérations.
Pour obtenir G*", il suffit alors de faire

Organigramme

L’algorithme que nous avons utilisé pour résoudre notre problème est
celui représenté par l’organigramme de la figure 7 ; dans cet organigramme,
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fi et f 2 représentent les procédés de calculs déjà décrits, les matrices A 1 ,
A 2 des tableaux de la forme...

... et 1 la matrice unité de taille (r x r). La matrice G = Gp est initialisée
en faisant G = I car initialement le repère tFP} est supposé orthonomé ; il

s’en suit que l’on doit prendre DG1 = det (G) = 1 car l’hypervolume engendré
par les {Fp} est alors un hypercube.

Dans cet organigramme, nous avons introduit les paramètres Ci, NIT1,
~2 , NIT2 qui servent à contrôler le nombre d’itérations du cycle majeur et
des cycles mineurs

! 
£ 1 = seuil d’arrêt des itérations pour trouver la matrice Apqdans

/ un cycle mineur

NIT1 = nombre maximum d’itérations tolérés dans la recherche de Apq

~ 83 = seuil d’arrêt des itérations dans le cycle majeur

¡ NIT2 = nombre maximum d’itérations tolérés dans le cycle majeur .

Remarque

L’algorithme proposé s’est avéré très fortement convergent dans les
applications que nous avons faites, et il nous est apparu qu’il suffisait en

général de trois itérations majeures pour arriver à un résultat stable. Pour
cette raison, et dans le but d’alléger la programmation on pourra, au lieu
de calculer le déterminant de G, se contenter de fixer un nombre maximum
d’itérations majeures NIT2 par exemple égal à 5.

RESULTAT OBTENUS

Modèle test

Pour tester notre méthode, nous nous sommes donnés dans un repère
initial F 1, F 2, F 3 orthonormé , trois points Xl, X8, X 15 formant avec l’ori-
gine 0 un tétraèdre régulier d’arête égale à 0.5 et tel que les côtés OXI et
OX 8 soient situés dans le plan (F 1, F 2) comme l’indique la figure 8.

Afin de construire trois nuages de points centrés aux points X 1, X8 et
X 15 nous avons entouré chacun de ces trois points de 6 points disposés paral-
lèlement aux axes FI, F 2, F 3 à une distance D = 0. 02 5 du point central
comme l’indique la figure 9 .

Les résultats obtenus sont consignés dans le tableau de la figure 10.
Le tenseur métrique covariant associé au repère oblique EDP est alors égal
à ...
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Figure 7
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Figure 8

Figure 9

... ce qui montre que les vecteurs unitaires ~ du repère $&#x3E; sont, comme
on l’espérait, sensiblement disposés à 60° les uns des autres ; en effet,
cos (60°) = 0, 500 ce qui est très près des valeurs obtenues qui sont respec-
tivement égales à 0.497, 0.498, 0496.

Conclusion

D’autres essais sur des cas réels nous ont montré l’efficacité de cette
méthode qui nous semble non biaisée et qui de ce fait est certainement ap-
pelée à remplacer les méthodes classiques citées dans les ouvrages spécia-
lisés (méthodes quartimin, covarimin, oblimin) et dont nous avons montré
brièvement les principaux défauts.
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Résultats obtenus en 5 itérations majeures
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