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CONTROLE STATISTIQUE D’UNE SUITE DE DIGITS ALÉATOIRES

J. R. BARRA

Faculté des Sciences de Grenoble

1 - INTRODUCTION

La reconnaissance de l’aspect "aléatoire" d’une suite de digits bi-
naires est un problème très classique en statistique et susceptible d’ap-
plications variées ; ainsi de nombreux tests ont été proposés et étudiés ,
et si l’objet de cette note est d’en ajouter un à cette longue liste, c’est

que ce test possède des propriétés remarquables de "non-additivité"
rendant sa simulation très difficile comme on le constatera immédiate-

ment. D’ailleurs l’efficacité de ce test s’est révélée au cours de plu-
sieurs expériences pratiques.

Soit donc une suite {Xn} de variables aléatoires de Bernoulli, on

se propose de tester l’hypothèse 9e : "les variables aléatoires {Xi} sont
indépendantes et de même loi, déf inie par : .’

Dans les problèmes pratiques la famille des contre-hypothèses n’est
pas toujours clairement définie et c’est à titre d’illustration de la puis-
sance des tests étudiés que nous considérerons des al ternatives markouiennes
stationnaires.

Soit So (resp Si) , la longueur de la plus longue séquence ininter-
rompue de 0 (resp 1) dans {Xi}" on appelera Test de la plus longue suite
tout test défini par l’intermédiaire de So et de SI ; nous nous proposons
dans la suite de donner quelques exemples de tels tests, en les accom-

pagnant des tables numériques nécessaires à leur utilisation. On cons-
tatera que du point de vue mathématique il ne s’agit que d’une utilisation
des résultats de Feller [2] ; néanmoins pour le calcul numérique effectif,
on a dû surmonter des difficultés que l’on n’expose pas ici. Quant aux

propositions 3 et 4, on peut les démontrer de bien des façons différentes ,

moyennant des calculs plus ou moins longs, nous avons donné la dé-

monstration qui nous paraît la plus courte.

2 - 

Soit Z (n ; a, s) la fonction de l’entier n, définie pour les para-
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mètres a , réel, et s , entier, de façon équivalente, par la relation de

récurrence :

ou la fonction génératrice :

Proposition 1 - "Si l’hypothèse H est véri fiée, quel que soient les entiers
positifs n et s on a :

Proposition 2 - "Si l’hypothèse l1e est vérifiée et si de plus p = q = 1 2, en

désignant par S la variable aléatoire :

S - sup (So , S1 )

on a quelque soient les entiers positifs n et s :

Ces propositions, que nous retrouverons comme cas particuliers
de théorèmes démontrés au § suivant, montrent que le calcul de la fonc-
tion Z (n ; a, s) permet la construction de tests de l’hypothèse H, du
type :

On trouvera ci-après les tables de la fonction Z(n ; 2, s) consi-

dérée comme fonction de s , pour les valeurs suivantes de n :

Table 1 - Cette table a été calculée directement à l’aide de (R) , et

donne l’entier le plus proche de

Table 2 - Cette table a été calculée à l’aide de (1) suivant la méthode
donnée dans [2] et donne la fonction de répartition de S¡ pour a = 2 et

quelques valeurs de n. Le calcul ayant été fait par calculateur ces va-
leurs ne sont données qu’à titre d’illustration et on dispose en fait de Z
pour tout n, par activation de l’une ou de l’autre des deux procédures
existantes.

On remarquera, et ceci est important pour les applications, la très

faible dispersion des lois de probabilités de Sl, S. ou S : par exemple

le test défini pour n - 105 et p - q - 1 par
13  S1  20

a pour niveau de signification 25, 8 10-3 .
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3 -

L’étude de la fonction puissance des tests (I), (II) ou (III) n’est

pas possible de façon très générale, ainsi nous établirons seulement les
résultats suivants ; soit Wllhypothèse définie par : "les variables aléa-
toires {Xi} évoluent en cha1.ne de Harkov stationnaire dé finie par

où les deux paramètres w et e représentant respectivement, la loi sta-

tionnaire et la dépendance des {Xi} sont liés par la condition

Soit alors Z~(n ; a, s) la fonction définie, comme au §2, soit par
la relation de récurrence

ou la fonction génératrice

On a alors

Proposition 3 - "Si l’hypothèse Ru est vérifiée, quels que soient les en.

tiers positifs n et s on a :

En effet associons à la suite {Xn} la suite des variables { Yn} définie
par :

il vient immédiatement :

Soient alors {Tj} la suite ordonnée des solutions de YT = 1 ; on

désigne par G la fonction génératrice de Tl ’ par Go (resp Gl) la fonc-
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tion génératrice de Tl conditionnelle à {Xi - 0} (resp{Xl = 1}). Il vient

alors :

de plus les variables aléatoires Tl , T2 - Ta ,..., Tlltl - Ta, ... son

indépendantes et pour m  1 , .. la fonction génératrice de Tlltl - s es

égale à :

pt+qG.

et on peut appliquer "l’équation du renouvellement" qui s’écrit ici :

Cette équation jointe à (3) détermine G :

on a :

d’où

Soit en changeant

Ce qui donne bien (2) puisql!o (joe(l - £) = 1 - £0152 ; la présence du terme

constant - (ci - 1) (1 - £) correspond à ce que Prob{TB&#x3E; O} = 1 alors

que Zô est déterminé formellement par (R03B5), puisque n’a pas de sens
pour SI.

Proposition 4 - "Si l’ hypothèse HM est vérifiée et si de plus 03C9 = §. quels
que soient les entiers positifs n et s on a :

En effet associons ici à la suite {Xn} la suite des variables {Un}
définies par :
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il vient immédiatement :

Soit alors Vj la suite des solutions de U" = 1 , et H la fonction

génératrice de Vi . Les variables aléatoires V1 , V2 - VI ,..... Vm+1 - VJI
sont indépendantes (symétrie de l’hypothèse ue. quand oo = 1 2) et la fonc-
tion génératrice de Vm+1 - Vm pour m &#x3E; 1 est égale à :

L’équation du renouvellement donne enfin :

soit

et en posant

Les propositions (3) et (4) impliquent les propositions (1) et (2) et

permettent de calculer la puissance des tests (1), (II) ou (III) sous l’hypo-
thèse HM. Ainsi le test (I) ou (II), considéré comme test de fréquence, et

le test (III) considéré comme test d’indépendance, ont une fonction puis-
sance de la forme

On trouvera ainsi dans la table III la fonction 103 03B2 calculée pour

n = 99 a = 12 b = 4

De même grâce à la proposition (3) on peut investir complètement
la fonction puissance d’un test (I) ou (II) sous l’hypothèse aeM : ainsi

a-t-on pu montrer numériquement que le test défini pour

n = 105 par

13  S1  20

et qui d’ailleurs est de niveau de signification 25, 8 10-3 est uniformément

moins puissant que le test classique de même niveau de signification dé-
fini à l’aide des deux premières fréquences.
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Remarque - Les calculs précédents se généralisent au cas de variables
discrètes finies sans d’autres difficultés qu’un alourdissement des calculs.

4 - CONCLUSION

S’il est probable que les tests de fréquences sont plus puissants que
les tests de plus longue suite sous l’hypothèse aeM on ne doit pas cepen-
dant en conclure que ces tests sont moins intéressants car :

a) le champ des contre-hypothèses considéré est très restreint et
très favorable au test de fréquences.

b) les tests de plus longue suite sont d’emploi très simple et sur-

tout sont très difficiles à simuler.

A titre de remarque nous noterons l’expérience suivante faite sur

les nombres n et e, écrits en représentation binaire et partagés en suites
consécutives de n = 104 bits, on a observé pour valeurs successives de

SI ; pour 7t : 

11 , 11, 10, 12, 11

et pour e -

11, 10, 10, 18, 13, 13, 14, 11, 10, 12.

Ces valeurs semblent systématiquement faibles, en effet, la table II pour
N = 10000 montre que 13 est approximativement une médiane de la loi
de SI , et donc le test de la plus longue suite ne semble pas satisfait

par e et n alors que les tests usuels le sont [3].
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Table II
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Table II (suite)

Table III
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