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UN EXEMPLE DE CHAINE DE MARKOV
DANS L'INDUSTRIE TEXTILE

F. VROOMEN
Ingénieur A.LT.V.
(Chercheur de Centexbel au Laboratoire A. PELTZER, VERVIERS)

INTRODUCTION

Dans le domaine de la filature des fibres textiles, la carde, en
tant qu'une des premiéres machines du processus de transformation,
joue un roéle trés important : la matiére qui se présente en touffes a
l'entrée de la machine en sort sous forme de ruban (l'on assiste donc
a un passage du discontinu au continu), En outre, 1'on demande a la carde
de jouer le rdle d'une machine mélangeuse (ainsi que d'autres roles,
secondaires vis-a-vis de la question traitée ici),

Au cours des vingt derniéres années, des travaux théoriques et ex-
périmentaux ont amené a concevoir le processus de la carde sous forme
probabiliste (la bibliographie essentielle est rapportée a la réf, 1),

C'est a F. Monfort que l'on doit cependant le pas décisif qui a
consisté a rattacher le processus de la carde au vaste ensemble des
processus stochastiques et ceci, en proposant, pour ce processus, un
modéle en chaine de Markov, ce qui lui a permis d'obtenir une premiére
série de résultats importants concernant le fonctionnement de la carde

(réf, 1),

Dans un second stade, F, Monfort et 1'auteur de la présente commu-
nication, en utilisant les techniques du calcul matriciel (réf, 2), ont ap-
pliqué la théorie a 1'étude de la formation du ruban de carde,.

Dans le présent travail, le développement de la théorie est pour-
suivi et complété, les différentes distributions de probabilité caractéri-
sant le fonctionnement de la carde sont déduites systématiquement et une
solution approchée est obtenue pour la distribution du temps de transit
des fibres dans la machine, distribution étroitement liée a la solution
du probléme de 1l'obtention de la régularité théorique du ruban de carde
ainsi qu'a 1'étude du mélange des fibres réalisé par la machine,

Les résultats obtenus suggérent, par ailleurs, 1l'utilisation du mo-
déle proposé par F, Monfort, pour 1'étude d'autres machines, Un exemple,
tiré du domaine de la préparation des engrais, sera traité ci-dessous .

1 - PROCESSUS DE LA CARDE

1.1 - Description sommaire de la carde & un tambour (laine peignée)

La carde est représentée schématiquement en coupe transversale,
a la figure 1, Elle se compose essentiellement d'une série de cylindres
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AN Fig, 1 - Vue générale en
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dont les axes sont paralléles entre eux et dont la surface latérale est
pourvue d'aiguilles ou dents (nombre par unité de surface et finesse va-
riables),

La carde est alimentée au moyen d'une chargeuse-peseuse suivie
d'un "avant-train" (non représentés sur la figure) dont la fonction (ou-
vraison) est de diviser les touffes de matieére en touffes plus petites
ou meéches qui sont présentées, par un rouleau transforteur R, a l'ac-
tion de la carde proprement dite,

Les meches ainsi présentées sont happées par les aiguilles (incli-
nées dans le sens de la marche) du tambour, cylindre de diameétre im-
portant (1300 mm) et tournant & vitesse élevée (120 tr/min), Empor-
tées dans la rotation du tambour, les fibres sont présentées ensuite
sous une premiére paire de cylindres dont le premier est appelé dépouil-
leur et le second travailleur,

Le travailleur a un diametre nettement plus petit (235 mm) que le
tambour et tourne a vitesse trés sensiblement plus faible (15 tr/min).
La surface du travailleur est recouverte d'aiguilles disposées de telle
maniére (fig. 2) que, compte-tenu de sa faible vitesse de rotation, il
tende a arréter les fibres que lui présente le tambour et 4 les emporter
dans son mouvement, C'est donc entre tambour et travailleur que se
produit la désagrégation des meches et le point de contact tambour-tra-
vailleur a regu le nom de point cardant.

Le dépouilleur, cylindre de diameétre plus petit (110 mm) que le
travailleur, tourne a vitesse plus élevée (430 tr/min) et sa surface est
recouverte d'aiguilles disposées de telle maniére (fig, 2) qu'il emporte
la matieére que lui présente le travailleur pour la ramener sur le tam-
bour qui la présente a nouveau au point cardant, Les fibres sont ainsi
soumises successivement a l'action d'un certain nombre de points car-
dants et aboutissent finalement au point A (fig. 1) oli elles subissent 1l'ac-

tion d'un cylindre appelé peigneur,

Le peigneur a un diameétre plus élevé (820 mm) que celui d'un
travailleur et tourne trés lentement (7,4 tr/min). La disposition relative
des aiguilles du tambour et du peigneur est semblable a celle du tam-
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. Fig, 2 - Disposition des
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bour et d'un travailleur et le mode d'action du peigneur est similaire
a celui d'un travailleur : il emporte une fraction de la matiére qui lui
est présentée, Mais, ici, une différence essentielle : les fibres empor-
tées par le peigneur sortent définitivement de la carde (sous forme de
voile continu) via un peigne oscillant qui dépouille la surface du peigneur
de fagon parfaite, tandis que les fibres qui échappent au peigneur sont
réalimentées & l'arc entier des travailleurs, C'est le phénomeéne trés

important de recyclage,

Si l'on considére donc un ensemble de fibres alimentées simulta-
nément (meéche), le résultat final de 1'action de la carde va étre la sépa-
ration des fibres par désagrégations multiples de la meéche et leur éta-
lement, dans le temps, a la sortie, par l'intervention des retards ap-
portés par les ramassages des travailleurs et les recyclages, Chaque
fibre qui pénétre dans la carde est donc susceptible de subir des évolu-
tions fort variées avant sa sortie,

Et, en définitive, 1'étude du fonctionnement de la carde se rameéne
d'abord a 1'étude des cheminements possibles des fibres avant leur ab-
sorption par le peigneur,

Mais pour résoudre ce probléme, l'observation empirique ne suffit
pas, il faut faire un pas de plus, mais décisif : élaborer un modéle ma-
thématique de la carde,

1.2 - Modéle probabiliste de la carde

1.2,1 - Hypothése

L'étude expérimentale de l'action d'un travailleur T, donné ou du
peigneur montre que, en régime, le travailleur ou le peigneur empor-
tent, par unité de temps, dans des conditions données du fonctionnement ,
une quantité de fibres qui est une fraction constante p; ou p de la quantité
qui se présente, par unité de temps, au point cardant i, ou au point de
contact tambour-peigneur,

Cette fraction, (comprise entre 0 et 1) a recu le nom de pouvoir
de ramassage du travailleur (ou du peigneur).

Le comportement ainsi constaté suggére alors l'nypothése suivante
formulée il y a vingt ans par J, Martindale [3] :

- En un point cardant ou au contact tambour-peigneur, il
existe, pour une fibre qui s'y présente, une probabilité p, (ou p) définie
d'étre emportée par le travailleur (ou le peigneur) et cette probabilité
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est précisément égale au pouvoir de ramassage du travailleur (ou du
peigneur), L'on suppose, en outre, que cette probabilité p, (ou p) est
indépendante de 1'évolution déja subie par la fibre antérieurement,

Soulignons 1'intérét de 1l'hypothése adoptée : l'action complexe du
travailleur ou du peigneur, fonction de la vitesse, de l'écartement, de
la garniture est résumée synthétiquement par un seul parametre assimilé
a une probabilité et, de ce fait, susceptible d'un traitement mathématique,

1,2,2 - Modele de Monfort

I1 restait cependant a donner, du processus de la carde, une image
claire et précise, susceptible de servir de support aux développements
théoriques,

C'est alors que F, Monfort [1] a proposé une représentation
remarquablement simple et féconde du processus de la carde,

L'on introduit d'abord la notion d'état occupé par une fibre :

- une fibre qui se trouve entre le (i - 1)€ et le (i) travail-
leur sur le (i)e travailleur, sur son dépouilleur associé ou sur le tam-
bour entre les deux travailleurs) occupe, par définition, 1'état E; (tran-
sitoire)

- une fibre emportée par le peigneur passe dans 1l'état E,
(état absorbant puisque la fibre sort de la carde),

Les pouvoirs de ramassage deviennent alors des probabilités de
transition d'un état & un autre état, et dans ces conditions, le processus
de la carde peut &tre caractérisé par une matrice stochastique dont les
éléments sont les probabilités de transition et qui est caractéristique
d'un processus en chalne de Markov finie, homogeéne, d'ordre 1,

Matrice de la carde & 1 tambour et r travailleurs

E, E, E; ... E, E;;, ... E, E,, E,
E, rpl q, 0 see 0 0 e 0 0 0
E; |0 B 9 ... 0 0 . 0 0 0
E; |0 0 pg ... 0 0 .. 0 0 0
E, |0 0 0 N 0 0 0
E 0 0 o e 0 Py ... O 0 0
E, [0 0 0o ... 0 0 . P a 0
Eqla 0 0 ... 0 o0 U R | p
E, [0 0o o ... 0 o0 el 00 1

L |
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Partant de 1'état E,, la fibre lorsqu'elle se présente au premier point
cardant a deux possibilités :

- une transition E, —> E, (probabilité¢ p,)
- une transition E,—— E, (probabilit¢ q = 1 - p,)

Si la fibre subit la transition E, —> E;, les mé&mes deux possibi-
lités se présentent a nouveau,

Si la fibre passe en E,, deux transitions & nouveau deviennent pos-
sibles : E,—> E, (probabilité p,) E,—> E; (q; = 1 - pp). Et ainsi de
suite, jusqu'a l'état E_, .

Lorsque la fibre a atteint 1'état E les possibilités sont :

r+1°
- une transition E_,—— E, (probabilité p) et la fibre sort
de la carde (absorption).

- une transition E,—> E, (@ = 1 - p) et la fibre reprend
une nouvelle évolution E,—— E.,, dans les mé&mes conditions qu'anté-
rieurement : elle est recyclée,

r+1

1.2,3 - Conséquences

Dans sa traversée de la carde, une fibre doit étre considérée comme
subissant un certain nombre n de transitions qui l'aménent & parcourir
une suite d'états avant son absorption par le peigneur, chaque suite pos-
sible étant caractérisée par une probabilité définie, fonction des pouvoirs
de ramassage (probabilités de transition),

Au cours de cette évolution, elle passera n, fois par 1l'état E ,
sera recyclée n, fois, etc,..

Et, le probléme de l'interprétation du fonctionnement de la carde va -
consister a déterminer les fonctions de distribution de probabilité corres-
pondant a ces variables aléatoires, Nous allons les définir de maniere
précise,

2 - DEFINITION ET NOTATIONS

2,1 - Variables aléatoires

Celles-ci sont notées par une lettre soulignée, Par ex : x,
(ny) : nombre de cycles E.,,—>E [,

(Bien entendu, n, = 0 pour une fibre qui est absorbée en E, sans
recyclage : parcours du seul arc E;——E,, indépendamment
des ramassages, directement aprés l'entrée de la fibre sur la
carde),

(n; | 1) : nombre de passages par un état E; donné lors d'un cycle quel-
conque.

(ng, 4 |1 : nombre de boucles E;——>E, ou de ramassages par le travail-
leur T, donné lors d'un cycle quelconque,

(n; | n;) : nombre de passages par un état E; donné lors d'un trajet com-

portant n, cycles,

(n,) : nombre de passages par 1'état E, (indépendamment des cycles
parcourus),
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D¢y

(n | ny)
(Etl n,) :
n

ny

: nombre de ramassages par le travailleur T, (indépendamment

des cycles parcourus),

: nombre total de transitions pour un trajet comportant n, cycles

nombre total de ramassages pour un trajet comportant n, cycles

: nombre total de transitions.

: nombre total de ramassages,

2.2 - Probabilités

Pa(ny)
p(ny | 1):
P(nm|1):
p(n|ny):
p(n, n):
P, (ny)
Pa(n, ) :
p(nin) :
p(n,ln):

p(n|ny):

Pa(n,|ny):

p, ()

pa(n,)

: probabilité, pour une fibre, de parcourir n; cycles avant absorp-

tion en E, (happée par le peigneur),

probabilité, pour une fibre, de passer n; fois par 1'état E; donné,
au cours d'un cycle quelconque.

probabilité, pour une fibre, d'étre ramassée n, , fois par le
travailleur T,, au cours d'un cycle quelconque.

probabilité, pour une fibre, de passer n fois par 1l'état E; lors
d'un trajet comportant n, cycles.

probabilité, pour une fibre, d'étre ramassée n, fois par le
travailleur T, lors d'un trajet comportant n  cycles.

: probabilité, pour une fibre, de passer n; fois par 1'état E; avant

son absorption en E,.

probabilité, pour une fibre, d'étre ramassée n, , fois par le
travailleur T, avant son absorption en E,,

probabilité, pour une fibre, de subir, en tout, n transitions lors
d'un trajet & n, cycles.

probabilité, pour une fibre, d'étre ramassée, en tout, n, fois
lors d'un trajet & n; cycles,
probabilité, pour une fibre, de subir, en tout, n transitions
lorsqu'elle est absorbée en E, & la fin du n¢ cycle [évidemment
Pa(nlng) = pa(ng). p(n|ny)l.
probabilité, pour une fibre, d'étre ramassée, en tout, n, fois
lorsqu'elle est absorbée en E, & la fin du n% cycle.

(Pa(neIny) = pa(ny). p(ne[ny)]

: probabilité, pour une fibre, de subir, en tout, n transitions

avant son absorption en E,.

: probabilité, pour une fibre, d'étre ramassée, en tout, n, fois

avant son absorption en E,.

2,3 - Symboles

E(x)
D¥(x)
J

x et z

: se lit "'espérance mathématique de la variable aléatoire x'

(moyenne),

: se lit "variance de x',
: désigne V-1,

: sont des variables auxiliaires ,
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2,4 - Durées

t : temps correspondant, pour une fibre happée par un travailleur,
au parcours qui la rameéne au point cardant (via le travailleur
et le dépouilleur associé),

T : temps correspondant & un tour de tambour,

T : temps correspondant, pour une fibre qui entre dans la carde,
au parcours qui 1'améne au point de "contact' tambour-peigneur,
en supposant qu'elle ne soit ramassée par aucun des travail-
leurs,

T 1 temps total passé par une fibre dans la carde avant son absorp -
tion par le peigneur (temps de transit).

3 - DEFINITION PRECISE DES PROBLEMES TRAITES

L'interprétation du fonctionnement de la carde comporte un cas gé-
néral sur lequel viennent se greffer un ensemble de problémes particu-
liers fort importants, a la solution desquels est liée la solution du cas
général,

Les cas particuliers qui sont les suivants seront traités d'abord :

a/ Détermination de la distribution de la variable n,, Cette distri-
bution caractérise le recyclage,

b/ Détermination des distributions des variables (n, | n,), n,,
n c,1| n.r), n,, correspondant & un état E;, quelconque., Ces distributions
caractérisant le mode d'action du travailleur T,

Si 1'on envisage une carde a un seul travailleur, ces distributions
résolvent completement le probleme,

Enfin, 1l'on abordera l'examen du cas général, caractérisant l'ac-
tion globale de la carde.

c/ Distributions des variables (n|n;), n, (n,| n;), n,, Ces distribu-
tions caractérisant les diverses évolutions possibles d'une fibre entre
son entrée (E ) et sa sortie (E,) de la carde, L'on en déduira la distri-
bution du temps de transit :

T =T  +n,.
distribution qui, pour un ensemble de fibres alimentées simultanément
(meéche), fournit la répartition statistique des fibres dans le temps a la
sortie,

4 - DISTRIBUTION DE LA VARIABLE n,

Rappelons que 1'on dit qu'une fibre a accompli un cycle lorsqu'elle
a, partant de 1'état E_,, (fig, 1) parcouru une boucle la ramenant a 1'état
E,,, (indépendamment des boucles E,— E,).

Probabilité p,(n,)

Considérons la fibre lorsqu'elle se présente pour la premiére fois

en E_ . (fig, 1).

r+l
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Indépendamment de son évolution entre E, et E,,, la probabilité
d'étre happée par le peigneur (passage en E,;) est p et la probabilité d'un

retour en E, (recyclage) est q.

Si la fibre revient en E,, la probabilité d'étre absorbée en E, lors-
qu'elle repassera a nouveau en E_, jreste p, quelle que soit son évolution
antérieure ; de méme, q reste la probabilité d'étre ramenée en E,.

Et ainsi & chaque cycle,

Si, par conséquent, l'on dresse le tableau des probabilités p,(n,),
pour la fibre se trouvant initialement en E,, de se trouver en E, aprés

avoir parcouru n, cycles, l'on a :

|9r Pa(ny)
0 p
1 qp
2 q%p
: N
Ny qp
D'oll
p,(n,) = q'p (1)

Les probabilités étant en progression géométrique décroissante
(de somme égale a 1'unité), ce cas constitue un exemple de distribution
géométrique) (réf. 4) dont la fonction caractérisuque s'écrit facilement
(App. 1II) :

E(el*"r) = P
1 - gel®

D'ou 1'on tire immeédiatement :

E(E'r =g *) (2)
et
3 =9
D (ET) - pz (3)

La forme de la distribution du nombre n, de recyclages met bien en
évidence le rdle du peigneur,

(*) F. Monfort, réf, 1
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5 - DISTRIBUTIONS CONCERNANT UN SEUL ETAT E,

(Pour les définitions des variables, voir 2,2 ci-dessus).

5.1 - Probabilités p(n,| 1) et p(n, ,|1)

5.1.1 - Probabilités p(n |1)

Du fait du caractére markovien du processus, le nombre de pas-
sages par E,, lors d'un cycle quelconque, est une variable aléatoire
indépendante du nombre de passages par les autres états :

E

E E

i+1° r

E,, .... E

1? 2 i-1°

dans le cycle envisagé ainsi que du nombre de passages par l'ensemble

des états E, E,, ..., E, ... E lors des cycles précédents,

De ce fait, les probabilités p(n;|1) s'obtiennent facilement. Soit
un cycle quelconque, L'on dresse le tableau suivant :

(n,] 1) p(n| 1)
1 q,
2 9 Py
3 9, pf
n q,p;r!
D'ou :
p(ng|1) = ‘31113'1'1-1 (4)

Il s'agit, & nouveau, d'une distribution géométrique, pour la variable
(n,] 1) - 1.

L'on a immédiatement :

B(n|1) = (5)
i
p

Dn,| 1) =— (6)
qi

5.1,2 - Probabilités p(n, ,|1)

Comme pour la variable (n;|1) et compte tenu des mémes remar-
ques, l'on dresse le tableau suivant :
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(n,,11) pln, ;1 1)

0 q,

1 9 Py,
2 q; Py
ng g Ny y

. a,

D'ou :
p(n, ;1) = q,pj&? (7)

Il s'agit d'une distribution géométrique pour (n, ,|1)

Pi

E(Et,1|1) —Ti—- (8)
P

Dng,1| 1) = — (9)
q1

5.1,3 - Fonctions génératrices des probabilités

Les distributions de (n,|1) - 1 et (n, |1) étant des distributions
géométriques (App. II), l'on a :

r (n,]1) Gy(x| 1 2
pour (n, L (x )-1_plx (10)
q
pour (n,,|1) Gt'i(x|1) = (11)

1-p;x

5.1.4 - Remarque

Il faut souligner que dans (4) et (7), q, et p, jouent un réle exac-
tement inverse de celui que jouent q et p dans (1),

C'est 1la une des différences entre le roéle du travailleur et celui
du peigneur,

5.2 - Probabilités p(n,| n;) et p(n, ;| n,)

5.2.,1 - Fonction génératrice des probabilités p(nil_n,l,)

La variable aléatoire (n;|n;) est la somme des (nT + 1) variables
aléatoires indépendantes (n,|1) de distributions identiques p(n;|1),

Dans ces conditions, compte tenu de (5) et (6), l'on a :

E(n,|ng) = (ng + 1)—— (12)
q;
2 Py
Din,|ny) = (n  + 1):2—
1
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et, pour la fonction génératrice des probabilités p(n,|n;), compte-tenu
de (10), l'on a :

nptl

G, (x| ng) = G (x]1)

q‘x nTH
G‘(xln.,.) = m (13)
i

5.2.2 - Probabilités p(n, |n,)

Par dérivations successives de la fonction génératrice (App. I),
1'on obtient facilement la formule de récurrence suivante :

p(n | ny) = gir"l, Ch-Crh, prye b (14)
nl-l i

5.2.3 - Fonction génératrice des probabilités p(n, 1In,!)

Le méme raisonnement que ci-dessus donne, compte-tenu de (8)
et (9)

P
E(Et,ilnT) = (n, + 1)?;_ (15)
1

2 Py
D*(ny 4| ng) = (ny + 1) = (16)

et, pour la fonction génératrice des probabilités p(n, 1| n,), compte-tenu
de (11) '
q1 n,’u
Gt'l(x| n,r) —[m] (17)

5.2.4 - Probabilités p(n, ;| n,

Par dérivations successives de la fonction génératrice, 1'on obtient
la formule de récurrence :

IR A LI LT
Pnglng) = Chl P (18)

Les distributions définies par (14) et (18) sont des distributions de
Pascal [9].

5.3 - Probabilités p,(n,) et py(n, )

L'application des principes des probabilités composées et totales
fournit la relation :

pa(n,) = X pulng. p(n] ng) (19)
T

Nyp=0

Cette relation est fondamentale : elle fait apparaitre le caractére
composite de la carde lorsque p # 1 (réf, 2).
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L'on a de méme :

Pa(ny g = i p.(ny). pln, , |ng) (20)

nT =0

5.3.1 - Fonction génératrice des probabilités p,(n,)

L'on a immédiatement :

@ n q‘.x
Gx) ¥ a' ply—=7%
ng=o Py

nTQI

pg; X
1- (pi + qq1) X

G, (x) = (21)

5.3.2 - Probabilités p,(n,)

Par dérivations successives de la fonction génératrice des proba-
bilités, 1'on obtient la formule de récurrence suivante :

pan) = pal-pay)™’ (22)

Il s'agit d'une distribution géométrique pour n, - 1,

La formule (22) fournit la distribution d'une variable dont on ne
connaissait jusqu'a présent que les deux premiers moments, Ceux-ci
s'obtiennent d'ailleurs ici trés facilement puisque la variable n; - 1 est
distribuée géométriquement (App. II).

1 - pq, 1
E(n - 1) = = — -1
o ) Pa; Pq;
soit :
E(n,) = — (23)
=" pq,
De méme,
1-pq, | (*)
D3n,) 7 (24)
- (Pch)
5.3.3 - Fonction génératrice des probabilités p,(n, )
Comme ci-dessus :
® . ql n.l.il
G, ;(x) = T, P —
pa,
G, ,(x) = ¥———— (25)
A 4, - Py X

5.3.4 - Probabilités p,(n, ,)

Par dérivations successives de la fonction génératrice des proba-
bilités,. 1'on obtient la formule de récurrence suivante :

(*) . Monfort - réf, 1,
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P q, P, .1
Pl = 70, | T-aq,

Ici aussi, il s'agit d'une distribution géométrique,

L'on a immédiatement :

] )

et :

6 - CAS GENERAL

6.1 - Variables (n|1) et (n,|1)

Considérons un cycle quelconque,

(26)

(27)

(28)

La variable (n|l) est la somme de r variables aléatoires (n,|1)
(autant qu'il y a de travailleurs) indépendantes du fait du caractére mar-

kovien du processus,

Il en va de méme pour (n,|1),

Dans ces conditions, il est treés facile d'obtenir la moyenne et la
variance de ces variables aléatoires, ainsi que les fonctions génératrices

de probabilité,
6.1.1 - Moyenne de (n|1) et (n,|1)
Compte tenu de (5) et (8) :

Em 1) = ¥ (1/q,)

et

E(n,|1) = 3_: (p,/ay)

6.1.2 - Variance de (n|1) et (n/] 1)
Compte-tenu de (6) et (9) :

D¥n|1) = DAn,|1) = ¥ (p;/a)
i

6.1.3 - Fonctions génératrices

Compte-tenu de (10) et (11), l'on a :

pour (n|1), G(x|1) =

Q392 ...9; X" ) q X
T (1-p x)(1-pyx)..(l-px)  i(l-px)
q; 99000494, q

pour (Et“): G, (x]1) = 0

(*) F, Monfort Réf, 1
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1-p,x)(1-p,x)..(1-p x)

i nl— Py X

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)



6.1,4 - Probabilités p(n|1) et p(n,|1)

Par dérivations successives de Gz(xll) apres décomposition en
fonctions rationnelles, l'on obtient facilement :

ntn'-l

1) = —_—A— 34
p(n, 1) = 9 qQ5...q [21 Di(pl_ p,)] (34)
et puisque (n|1) = (n,|1) + r

pn—l

p(n|l) = 9,GG..e. G Zm‘i’_—pl)— (35)

LT

Ces formules avaient été obtenues par Martindale [3], Voir aussi réf, 8
et réf, 2,

6.2 - Variables (n|n,) et (n,|ny)

6.2,1 - Fonctions génératrices

La variable aléatoire (n|n,;) est la somme de (ny + 1) variables aléa-
toires indépendantes (n|1) de distribution identique p(n|1). La fonction
génératrice des probabilités p(n|n,) s'écrit donc :
ﬂT+l

G(xlnT) = [G(x]|1]

D'od compte tenu de (32) :

q1 X nptl
B _ (36)
G(X|nT) [Ul—ng]
Le méme raisonnement que ci-dessus donne :
ql n,r+l
Gi(x|ny) = [Fm] (37)

Les probabilités p(n|n,) et p(n,| n;) que 1'on peut obtenir, en prin-
cipe, a partir des fonctions (36) et (37) ont une forme trés complexe,
Cette question a été étudiée a la réf, 2 au moyen des techniques du cal-
cul matriciel,

Nous étudierons au paragraphe 6,4 les propriétés asymptotiques de
p(n|ny) et p(n,|ny).

6.2.2 - Moyenne de (n|n,) et (n, |n,)
Compte tenu de (29) et (30) :

En|n) = (ng + 1) ; (1/q) (38)

et :

E(Etln'r) = (ng+ 1) 213 (py/ay) (39)

6.2.3 - Variance de (n|n;) et (n,|n,)
Compte tenu de (31) :

68 Revue de Statistique Appliquée 1966 — Vol. XIV — N* 2



D¥nln,) = D¥n, Iny) = (0, + 1) ¥ (p,/a?)
i

6.3 - Variables (n) et (n)

(40)

L'application des principes des probabilités composées et totales

permet d'écrire :

Pa(n) = ¥ p,(nfng) = ¥ p,ny). pln|ny)

n o np=o

Pa(n,) = i pa(ng | ny) = f: p, (ng). p(n,|n,)

Broo ng=o0

6.3.1 - Moyenne de (n) et (ny)

Em) = ¥ n. pn) = 3 pa™ Eln| ng)

nt=o nT'O

Soit, compte tenu de (39) :

E(ny) = 21: (Pi/(h) X Z (n-; + 1) Pan
i

fr‘ (py/ay) *)

Un calcul identique donne :

6.3.2 - Variance de (n) et (n)

Em) = ¥ 0l p0,) - 3 pq™ E(?|n)

I'lt=0 I'IT=0

L'on sait que :

E(@?|n,) = D¥n, |n,) + EXn,|ny
D'ol, compte tenu de (39) et (40) :
En?lny) = (n, + 1) X (p/a}) + (n, + 1)° [; (p‘/q‘)]2

Il vient alors :

E@}) =

T

Et, finalement, puisque :
D*n,) = E(@) - E(n,)

(*) F. Monfort Réf, 1
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D¥n,) = L “/_’. (py/ad) +—— [};‘. pi/cli)]2 (45)

o]

Un calcul semblable donnera :

D*(n) = :; Z (p/ap o [; (1/qi>]2 (46)

6.3.3 - Fonction génératrice des probabilités p,(n) et py(n,)

Compte tenu de (36) et (41), 1l'on a :

qlx n.l.+1
Gt = Ttn - 2 o dt | Mo

Soit :
x'
- 4
Glx) P9, -4, (1-p,x)(1-pyx)ee.ca(l =p, x)-qqlqz...qrx"(rl)
Compte-tenu de (37) et (42), l'on a :
n o n q1 nT+!
G(x) = X x"tpm) = X q"n p| T—=—
n, nyp=o i - pi
Soit :
G, (x) = L (48)
t P Qydyee e 172 p;x) (1 - pyx)e..(l - p,X) - dq,d,..q;
6.4.- Solution asymptotique
L'expression des probabilités p(n|n;) et p(n,|n;) que 1'on obtient

a partir de (36) et (37), est trés complexe, Il en va de méme pour p,(n)
et p(ny).

Pour les applications pratiques, c'est la un handicap, étant donné
qu'il est nécessaire de pouvoir calculer ces probabilités pour des valeurs

particulieres quelconques des p, et p. C'est pourquoi il était trés im-
portant de rechercher des expressions approchées pour ces probabilités,

Nous allons voir que de telles expressions peuvent &tre obtenues,

6.4,1 - Examen plus approfondi des distributions de (n,| n;) et
(ny, 1| )

6.4,1,1 - Application du théoréme de la limite centrale

La variable (n | n;) est une variable aléatoire somme de (n, + 1)
variables aléatoires indépendantes (n, |1),

Pourvu que les variables (n;| 1) vérifient certaines conditions trés
générales, le théoréme de la limite centrale permet d'affirmer que la
distribution de la variable réduite :

(ny Ing) - E(n,|ny)
(ny | ng)y =
n | npy D(n,| ny)
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sera approximativement gaussienne pour n, suffisamment grand et si ng
tend vers l'infini, 1'on aura :

lim P {(n |np)p € x} = ®(x)
ng~® -

avec

&(x) = —VIZ:JT _/:: exp (- u?/2) du

Une condition suffisante pour que s'applique le théoréme est que les
variables (n, | 1) aient la méme distribution, ce qui est le cas ici, (Tout
ce qui vient d'&re dit pour (n,| n;) est valable pour (n t_i|nT)). Le cal -
cul des moments du 3éme et 4éme ordre de la variable réduite fournit
d'ailleurs les expressions suivantes :

1 +p, 5 1 pZ+4p, +1
p,a D — et U,Q: ‘- —
Vo + Dy e+ TR

qui tendent respectivement vers 0 et 3 lorsque n, augmente (moments
d'ordre 3 et 4 de la loi normale réduite),

6,4,1,2 - Illustration

Les propriétés de convergence gaussienne mises en évidence ici
sont illustrées par les figures 3 et 4 pour la variable (n,,|n;). L'on a
pris n, = 19 a la figure 3 et n, = 39 a la figure 4, p; = 0,20 et p = 0,10,

En abscisse est reporté 1'écart réduit et en ordonnée, pour chaque
valeur de 1'écart réduit correspondant a n,; = 0, 1, 2, ....., les pro-
babilités p(nt 1| 19) et p(nt'1| 39) (calculées a partir de (18)) multipliées
respectivement par D(n, ,|19) et D(n¢,,| 39).

Dans ces conditions, 1l'on obtient un diagramme ol les extrémités
supérieures des ordonnées (discrétes) en trait continu se rapprochent
pour n, grand de la courbe de Gauss (reproduite en trait discontinu) puis-
qu'il résulte des considérations ci-dessus que :

(n,,1lng) - E(ng,yl ny)

exp-(u?/2), u =
Ven D(n, ; |ny)

est une valeur approchée de :
pa(Etd'n'r) X D(Et,:h’l'r)

6.4.2 - Distribution de (n|n;) et (n, | ng)

La variable (n| n;) est une variable aléatoire somme de r variables
aléatoires indépendantes (n,|n,) & convergence asymptotique gaussienne,
Le théoréme de la limite centrale s'applique & nouveau : la variable ré-
duite :

(n|n,) - E(n|n,)
D(n|n,)
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0,04

0,03 -

0,02 4

0, 01 +

est approximativement gaussienne pour n;, et pour r suffisamment grand
(le nombre r de travailleurs est un second facteur de convergence).

Si bien que, en définitive, l'expression :

1 1  exp (- u¥/2) (u = variable réduite)
Vzw D (n|n,)
est une valeur approchée de p(n|n,).
Les mémes conclusions s'appliquent & la variable (n,|n,).

Les valeurs approchées de p,(n) et pa(n;) s'obtiendront finalement
en introduisant les valeurs aprochées de p(nlnT) et p(n, |n,) dans (41)
et (42).

6.4,3 - Conclusions et illustrations

Les solutions approchées obtenues sont faciles a calculer au moyen
d'une table de la loi de Gauss en n'exigeant que le calcul de deux para-
meétres faciles & obtenir : moyenne et variance de la variable corres-
pondante, En outre, l'on constate que l'approximation obtenue est suffi-
sante méme pour les premiers termes de p(n,|n,;) étant donné que p
(pouvoir de ramassage du peigneur) est relativement petit et que, dans
ces conditions, les erreurs commises pour n, faible apparaissent négli-
geables, C'est ce qui apparalt sur les figures 5 et 6 pour une carde a
r = 4 travailleurs, p = p, = Py = p; = 0,20 et p = 0,10,

Solution exacte
ese=e==a= Solution approchée

pa®. p(n,| 0)

Figure 5
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pq! p(nt[ 1) Solution exacte
--------- Solution approchée
0,034
_e. nT =1
‘\
N
\,
N\
®, \\
\
\.
R N
, . i S,
0 1 2 3 4 5 6 n,
Figure 6
7 - TEMPS DE TRANSIT
La distribution du temps de transit :
T=T +n, t+n. T

o t* T

n'est rien d'autre que :

Pa(ne| ny) = pq™ p(n, | ny)

ol 1'on feran, = 0, 1, 2,,. etn, =0, 1, 2,,,.. et dont la solution
approchée a été étudiée ci-desus.

Connaissant done, pour une carde donnée, les valeurs To, tet T,
il est alors possible de calculer la fonction de répartition, dans le temps
a la sortie, de 1'ensemble des fibres d'une meéche alimentée & un instant
donné,

Un exemple d'une telle courbe calculée est donné a la fig, 7,
L'abscisse de chaque point correspond & une valeur du temps

n. t +n. T (T = t/20)

£

(et 1'on a laissé la constante T, de c6té), l'ordonnée est la probabilité
P (| n).

8 - CONCLUSIONS GENERALES CONCERNANT LA CARDE

La conception probabiliste de la carde nous a permis de pousser
fort loin l'étude du fonctionnement de cette machine, La forme remar-
quable de la distribution de probabilité du nombre de recyclages a été
mise en évidence,
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Les distributions de probabilités caractérisant 1l'action d'un travail-
leur quelconque sont déduites d'une maniére systématique, Enfin, 1'on
a montré que l'action globale de la carde peut étre caractérisé par une
distribution de probabilité décomposable en une somme de distributions
4 convergence gaussienne p(n,| n;). La carde apparait 'composite' :

- une proportion p des fibres alimentées est traitée comme

elle le serait sur une carde a r travailleurs dont le pouvoir de ramas-
sage du peigneur serait égal a 1,

- une proportion gp des fibres est traitée comme elle le se-
rait sur une carde a 2r travailleurs dont le pouvoir de ramassage du
peigneur serait égal a 1,

- et ainsi de suite,

Le roéle du peigneur apparait ainsi prépondérant : le réle du tra-
vailleur en est directement fonction,

Le tracé de la fonction de distribution du temps de transit permet
d'étudier dans le détail 1l'action de la carde dans des conditions de fonc-
tionnement données,

Tous les éléments sont & présent réunis pour 1'étude du stade sui-
vant : la formation du ruban de carde,

9 - POSSIBILITES D'APPLICATION DU MODELE DE MONFORT A D'AU-
TRES DOMAINES

Le processus de la carde constitue un cas particulier de réalisation
du modele théorique ici étudié,

Ce cas particulier est notamment caractérisé par le fait que le
nombre r des états E, est faible (max. : 8) et que le temps T d'un cycle
est trés inférieur au retard t occasionné par une boucle E, —> E,.

Le modéle théorique étant général, il est évidemment possible de
concevoir d'autres cas particuliers et de les étudier théoriquement,

Nous en examinerons un ol l'on prend en quelque sorte le contre-
pied des hypothéses restrictives du cas de la carde.

Soit, en effet, un cas particulier de réalisation du modéle pour
lequel :

1/ Le nombre r des états E, est grand (supérieur a 30 pour fixer
les idées). L'on se trouve donc dans des conditions particuliérement fa-
vorables pour utiliser l'approximation gaussienne introduite en 6.4,

2/ Le retard t est plus petit que la durée d'un cycle T,

L'on supposera en outre : p = P, = Py eevees = Dy (la généralité
des raisonnements n'en sera pas affectée), -

Pour n, donné, la valeur moyenne du temps de transit :
T=n,xt+n,xT+ T
s'écrit évidemment (39) :

E(t|n,) = (ng + 1) p, r x (qi) +n. T+ T, (49)

]
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et 1'écart-type (40) :

D(t|n,) = Vo, ¥ 1) p,. T x(ct1 ) (50)

o

Si i'on imagine alors un processus ou les hypothéses que l'on vient
d'introduire sont vérifiées et que, dans 1l'état initial El (entrée) 1'on in-
troduit simultanément un grand nombre de systémes, la répartition sta-
tistique de ces systémes en fonction du temps en E, (sortie), prendra
l'allure trés caractéristique de la fig, 8, & condition que p, soit faible

(ici, P, = 1; ):

10,4 Exemple 2
” Temps de transit T
40,2

\ SN~

Figure 8

Le long de l'axe du temps, l'on a une suite de courbes de la loi
normale correspondant & n, = 0, 1, 2,,.,,, dont les ordonnées sont
multipliées respectivement par p (= ici & 0,5), qp, 9*p, .... (courbes
enveloppes des ordonnées correspondant a la variable discrete T).

Les moyennes de ces courbes successives se trouvent aux abs-
cisses :

Po r oy T, soit ici t + T,
0

2p, r— 4+ 1T + T, 2t + T + T,
9

3p0r~qi+2T+T° 3t 4+ 2T + T,
0

etc .o

et les écarts-types respectifs sont :
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Vp, T (t—) soit ici ™ t

(] qo
Vap, r (L ) Vot
vm(%) V3t

etc, ..

Nous donnons a la fig., 9 la reproduction d'une figure parue a la
réf, (5).

Elle concerne l'étude d'une machine (schématisée a la fig, 9) uti-
lisée dans le domaine de la préparation des engrais,

Dans cette industrie, la matieére passe successivement au travers
d'un séchoir et d'un "granulateur'. Les deux machines sont essentiel-
lement de grands cylindres en rotation, au sein desquels la matiere
progresse peu a peu. A la sortie du granulateur, les particules d'en-
grais sont divisées en particules qui conviennent pour la vente et par-
ticules’ trop grosses ou trop petites., Les particules tombant en dehors
de l'intervalle des tailles acceptables, sont recyclées a l'entrée,

Pour obtenir la courbe de la fig, 9, 1l'on a introduit & 1'entrée quel-
ques kilos de matiére marquée au sodium 24 et l'on a enregistré l'acti-
vité a la sortie en fonction du temps.

Les analogies entre la courbe ainsi obtenue et la courbe théorique
de la fig. 8 sont frappantes,

Remarquons que l'industrie du ciment utilise des machines simi-
laires et qu'il n'est donc pas exclu que le présent travail théorique trouve
des applications dans des domaines fort variés,

N'est-ce pas un des intéréts d'une théorie de fournir des applica-
tions dans des domaines auxquels l'on ne songeait pas initialement ?

Extrait de
Activity "ISOTOPES"
(J.L. PUTMAN)

Recycled fraction

Tracer
injecter

- bulk flow
birth Counter

Background

) activity

0 50 100 150 200 Time (minutes)
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10 - APPENDICE I

Bref rappel de la définition et des propriétés des fonctions géné -
ratrices de probabilité,

I - Définition

Soit p(n) une distribution de probabilité ol la variable n peut pren-
dre les valeurs entiéres 0, 1, 2,.....

Par définition, la fonction génératrice des probabilités correspon-
dante est :

P(x) = ¥ x" p(n) = Ex")

et :

< Y pln) si|x] <1
n
1

D'oll P(x) est absolument convergente pour | x| < 1.

2 - Obtention des probabilités p(n)

L'on obtient immédiatement :

p(n) =?1![§:,, P(x)]

3 - Fonction génératrice d'une somme de variables indépendantes

Soit :
n,, pi(ny) ; n,, pa(ny)

L'événement composé (n,, n,) a pour probabilité : p,(n,) x p,(n,)

Soit alors la variable :
L =1, +0n,
L'événement n = n se compose des événements (s'excluant mutuellement) :
(, =0, ny=mn), (n, =1, n =n-1),......(0; = n, n, = 0)
D'ou :
p(n) = p(n; = 0) py(n, = n) + py(n, = 1) p(n, =n-1) +.....

+ p,(n; = n) py(n, = 0).
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Soit alors :
P(x) = Y x"p(n)

n=0

P (x) = ¥ x"ip,(n)

D1=0
P,(x) = ¥ x"2p,n,)
n2=o
Si l'on effectue le produit Pl(x) X P2 (x), l'on constate que l'on obtient
P(x).
P(x) = P, (x) X P,(x).

Ce résultat se généralise facilement pour un nombre quelconque de
variables,

11 - APPENDICE II - DISTRIBUTION GEOMETRIQUE (réf, 4)

11,1 - Définition
Soit n une variable aléatoire discréte, susceptible de prendre les
valeurs 0, 1, 2......

Soit p et q deux parameétres (< 1) et tels que p + q = 1.

Si, alors, aux différentes valeurs 0, 1, 2, ,.... de n correspon-
dent les probabilités pq®, pq!, pq?, .... la distribution de n est une dis-
tribution géométrique.

11,2 - Fonctions génératrices des probabilités

On a, sans difficulté :
\ P
Ex") = Y plgx)" =

= 1 - agx

11,3 - Fonction caractéristique

E(ejm) - Z p(qejz)n - ]

n=o - gel*
11,4 - Moments
Compte tenu de :
K
E(nY) =—— gd— E(em)% ,
jk de z2=0
on a :
.z
E(E) ]_- PL. 18 Jzy 2
J (1 - qe ) z=0
Em) = 2
- P
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B(n?) L [(1 - qe')? paj® e + (1 - qe*’) pa’s 2j2e2’z]
(1 _ quA)Q 220

D'ou :

13 - REMERCIEMENTS

L'auteur remercie le Professeur F, MONFORT, Directeur du Labo-
ratoire PELTZER & FILS, S.A., grice a qui le présent travail a pu étre
réalisé, pour les nombreux conseils qu'il en a recgu,

I1 remercie 1'IWS et L'IRSIA qui ont subventionné la recherche,

14 - BIBLIOGRAPHIE

[1)] MONFORT F. - a) Le processus Markovien de la carde., (Ann, Scien,
Text, Belges - mars 1962),

b) Un résumé de l'article précité a paru en anglais
dans J,T.I. vol, 53, 8, August 1962,

[2] VROOMEN F., et MONFORT F, - La formation du ruban de carde.
(Illéme congreés international de la Recherche Textile Lainiére,
Paris - Juillet 1965, sous presse dans le Bulletin de 1'Institut Tex-
tile de France),

[3] MARTINDALE J.G. - The distribution and movement of wool in
woolen cards (J.T.I, 1945 - 213/228),

[4] PARZEN E, - Modern Probability Theory and its applications (Ed.
Wiley & sons - London - 1960, p. 179 et 218).

[5] PUTMAN J.L. - Isotopes (Penguin Books, 1960).
[6] BRENY - Processus stochastiques élémentaires (Univ, de iége).

[7] NORMAN T.J. BAILEY - The elements of stochastic processes with
applications to the natural sciences (J. WILEY & sons, N,Y. 1964)

[8] WOOL RESEARCH 1918 - 1948 - Vol, 4, Carding (Ed. WIRA - Leeds,
1948) p. 68 et suivantes,

[9] FELLER W, - An introduction to probability theory and its applica-
tions Vol, I - (WILEY & sons, N.Y. 1950), p. 218,

82 Revue de Statistique Appliquée 1966 — Vol. XIV — N° 2



15 - TABLE DES MATIERES

0 - INTRODUCTION ..viuvireneessneeonssoaseonnannns
1 - PROCESSUS DE LA CARDE ....iiieieesetsssoccnnssons coe
1,1 - Description sommaire de la carde & un tambour ....

1,2 - Modele probabiliste de la carde ....eeeeeoeseecans -
1,2.1 - Hypothése ....ccvvvveencnnens

1.2,2 - Modéele de Monfort ,......

1,2.3 - Conséquences ...eeeveeseosconssns ceeeieen .

2 - DEFINITIONS ET NOTATIONS .......... cesesnessanens oo
2.1 - Variables aléatoires ......iecececsocssosissscnsose

2,2 - Probabilités .....ccveeeecennns

2.3 - Symboles .iviieeieininnnnn Cereaenn Ceeeeeas e

2.4 - Durées ........... Cesccecrscaseacesnsessasaresae .

3 - DEFINITION PRECISE DES PROBLEMES TRAITES .........
4 - DISTRIBUTION DE LA VARIABLE Np t.ieveeeeeienenanancans

5 - DISTRIBUTIONS CONCERNANT UN SEUL ETAT E, .......«
5.1 - Probabilités p(n, | 1) et p(n, ;[ 1) veveernennrnncnnnns
5.1,1 - Probabilités p(ny| 1) veeeveeneerovsnesaneans

5.1.2 - Probabilités p(n, ,|1) ........ e
5.1.3 - Fonctions génératrices des probabilités .....
5.1.4 - REMATrQUE ...veeevessoossasscsassonscnssssne

5.2 - Probabilités p(n, |n,) et p(n, ,|n,)

5.2.1 - Fonctions génératrices des probabilités plny| ny
5.2,2 - Probabilités p(n; |ny) vevuveiieiennenenionnns
5.2.3 - Fonctions génératrices des probabilités p(nt N n.,)

5.2.4 - Probabilités p(n, ;| ny) cevvnivriiiiiintn
5.3 - Probabilités p,(n,) et p(ny ) ...ovn. Gresesenesnnnnes
5.3.1 - Fonction génératrice des p(n;) «voovvvvvnenn.
5.3.2 - Probabilités p( ) e f et e s et
5.3.3 - Fonction génératmce des p(n, J.veiinin.n.
5,.3.4 - Probabilités p(n, J).....oovvivuine e

6 = CAS GENERAL 1.uverenneeeenseneeasonsesssasensosnsonss

6.1 - Variables (n|1) et (n,]1) covevnnirierereenenennnnnnnn

6.1.1 - Moyenne de (n|1) et (ng|1) cvvvvirvnnannnnen
6.1,2 - Variance de " " ceetessecserecanne
6.1.3 - Fonctions génératrices des p(n|1) et p(n |1).
6.1.4 - Probabilités p(n|l) et p(n, 1) .vuvnnn.. e
6.2 - Variables (n|n,) et (n,ny) .......n..
6,2,1 - Fonctions génératrices ...ceceeeeeses
6.2,2 - Moyenne de (n|n;) et (n,Iny) «ovvvvnnnnnnn. -
6.2.3 - Variance de o eeasesesnnenanns

Revue de Statistique Appliquée 1966 — Vol. XIY — N* 2 83

55

55
57

57
58
59

59

59
60
60
61

61

61

63
63

63
63
64
64

64

64
65
65
65

65

66
66
66
66

67

67

67
67
67
68

68

68
68
68



10

11

12

13

14

15

6.3 - Variables (n) et (n,) ...

6.3.1 - Moyenne de (n) et (n,) vvevvivevennrneenanse 69

"

6.3.2 - Variances de S sereser et . 69

6.3.3 - Fonctions génératrices .....eeeeeescenessces 170

6.4 - Solution asymptotique ...........iiiievnrnnnnnnnnnn. 70
6.4,1 - Examen plus approfondi des distributions de

(n,ng) et (mg y|ng), oo ieeiiiiien .., 70

6.4.1,1 - Application du théoréme de lalimite
centrale ......... ceeecserarianas . 70
6,4.1.2 - Illustration s.iieeeecosconeenens o 72

6.4.2 - Distributions de (n|ny) et (n,|ny) .vvvvviinn . 72
6.4,3 - Conclusions et illustration ,,....cc000.. vee . 173

TEMPS DE TRANSIT .......

O S -

CONCLUSIONS GENERALES CONCERNANT LA CARDE ... . 174

POSSIBILITES D'APPLICATION DU MODELE DE MONFORT

A D'AUTRES DOMAINES ...

ceveseenneans 76

APPENDICE I - Fonction génératrice des probabilités .. . 79

APPENDICE II - Distribution géométrique ...eieveeeeneem 80

APPENDICE III - Tableau récapitulatif ,...c.ciieeevenenns 81

REMERCIEMENTS ....c000uues

BIBLIOGRAPHIE ..........

TABLE DES MATIERES ....

84

Revue de Statistique Appliquée 1966 ~ Vol. XIV — N* 2



