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SUR LA NOTION D’INDEPENDANCE CLIMATOLOGIQUE ™

R. SNEYERS
Institut Royal Météorologique de Belgique, Uccle

1 - INTRODUCTION

I1 est bien connu que les erreurs d'échantillonnage qui affectent
les estimations des parametres lors de l'ajustement d'une loi de proba-
bilité a un échantillon aléatoire et simple de valeurs observées d'une
variable aléatoire donnée sont généralement d'autant plus grandes que la
taille de 1'échantillon est petite. C'est notamment le cas pour les esti-
mateurs fournis par la méthode des moments ou dérivés du principe de
la vraisemblance maximale et pour lesquels les variances des erreurs
d'échantillonnage sont inversement proportionnelles a la taille de 1'échan-
tillon,

Il en résulte que lorsque les échantillons sont trés petits, les ajus-
tements qu'on en déduit sont pratiquement inutilisables en raison de l'am-
pleur prise par ces erreurs,

Tous les petits échantillons ne doivent cependant pas étre traités
comme tels et la constatation précédente perd de sa rigueur si la va-
riable étudiée est en corrélation avec une autre variable dont la loi de
distribution est bien connue et déterminée,

Le but de cette note est, en effet, de montrer que dans un cas
assez général, dés que 1'on dispose d'une série de valeurs correspondantes
des deux variables et pour autant que le coefficient de corrélation entre
ces variables dépasse un seuil minimal, un ajustement plus précis que
celui fourni par la méthode ordinaire peut étre obtenu.

2 - GENERALITES

Soient x et J deux variables aléatoires dont les lois de distribu-
tions se définissent au moyen de la méme variable réduite gréace aux rela-
tions (2) :

(1) Communication présentée & la 35€¢ Session de 1'Institut International de Statistique.
Beograd, 1965.

(2) On notera que les paramétres d'échelle o, et o, peuvent étre de mémes signes ou
de signes contraires.
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X = O3t + Y, et Y= Gat + Uy (1)

et soit
y =a; x + b (2)

la relation linéaire, déduite des relations (1) par élimination de t, qui
détermine la loi de distribution de la variable y a partir de celle de la
variable x .

On a donc les relations
a; =0,/0, et by = My -0 Yy (3)

Supposons en outre que les parametres o, et |, soient connus et
que les coefficients a; et b; soient des inconnues que l'on cherche &
estimer.

I1 s'ensuit que si 1l'on dispose d'un échantillon aléatoire et simple
de taille n de valeurs correspondantes de x et de y et si §; et {3; sont
les estimations de o, et de p; (i = 1, 2) qu'on en déduit, on peut consi-
dérer en toute généralité les fonctions :

8, =6,/ et by = fpm iy (4)

comme estimateurs des inconnues, tandis que dans le cas de l'existence
d'une corrélation non nulle entre les variables x et J, on peut aussi en-
visager comme estimateurs de a, et de b, les fonctions

a’ = 8,/6 et by =l -ar By (5)
en raison de la réduction de leur variance que l'existence de la corré-

lation permet d'envisager.

I1 reste toutefois a établir a quelle condition la variance des esti-
mateurs (5) sera moindre que celle des estimateurs (4) afin de pouvoir
faire le meilleur choix.

3 - LA CORRELATION MINIMALE

Si l'on pose & =a, +d&, et al= a, +da} et si l'on définit d5,
et d&, d'une fagon analogue, il vient avec (4), en négligeant les termes
d'ordre supérieurs en d &, dans le développement de daj

S a d 6.
da, =a, 2% et dal = a, 8% g 21 (6)
G, O, oy
c'est-a~dire
* a d o,
da, =da, - a, oA

En élevant les termes de cette dernidre relation au carré et en prenant
les moyennes, on en tire (1) :

(1) I1 est clair que ces relations ne sont qu'approchées dans le cas ol les estimateurs
5, et O, présentent un biais.
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var aj = var 8, + (a,/0,) var 8, - 2 (a /0,) cov (4,,8,)
ou encore
1

A 2 A 2 A
var &, - var a} = (al/o,)z[z—cov (65, 6,) - var g (7)

De la méme maniére il vient :

o di, dg,
db, =db, - a4 |—m ~-—=
1 1 v 01)
ce qui conduit a :
. . i, & : b, 6
ar b = b a; w)? AT Mt R
var b, = var by + (a; Wy )° var (Hx G‘) 2a, p, cov (bl, ol

On en déduit :

2 2 p 6, # O g, &
var b, - var by = (a;py )2} —cov (=2 -—2, Lt L) . yar (ZL - 2L
! ! 1 2y (Pq Oy W O ) (lll )

Il en résulte que les estimateurs a; et b; devront &tre préférés aux es-
timateurs 2, et b, dés que 1l'on a :

- .
var 8, - var g, > 0 et var b, - var b >0

c'est-a-dire, grice aux relations (7) et (8)

2 A A N
——cov (G, 6) - var 0, >0
1

2 ﬁz 82 ﬁl 81 fh 81
et — CcoV (— = — ,—~ =—) - var (— -— )>0 9
ay ( IJ,I 01 95 cl ) ( |J:1 0‘ ) ( )

I1 est clair que la résolution de ces inéquations dépend de la forme
des estimateurs [, \,, G, et G, et qu'en outre, on ne peut les résoudre
si l'on ne fait aucune hypothése sur ceux-ci.

A cet effet, nous avons considéré successivement le cas oll les es-
timateurs sont linéaires et celui ol ceux-ci sont fournis par la méthode
des moments.

"Ces hypotheses se justifient par le fait que dans le cas ol nous
nous sommes placés on peut toujours construire des estimateurs linéaires
dont l'efficacité est satisfaisante [1], tandis que dans le cas de distribu-
tions normales, la méthode des moments donne les estimations les plus
efficaces.

ler cas :

a4 A . . :
Les estimateurs o,, O,, ii; et {j; sont des estimateurs linéaires.

Soient A; et v;, i=1,2,..., n les constantes qui définissent ces
estimateurs linéaires et soient x;, Y, i=1,2,...,n les valeurs cor-
respondantes observées des variables x et y.
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On a donc :

6, =2 )\ix,;, 62 = Z)\iyi: [341 = EV,;X'; et l:iz = ZV;yi (10)

Si 1'on note par ailleurs qu'en conséquence du caractére aléatoire et
simple des séries x; et y, on a:

cov (x;,y,) =0 pour idJ,
i Jj

et que o, et 0, peuvent étre de mémes signes ou de signes contraires, il
vient avec (10) et (1) :

cov (6,,6;) = % A cov (x;, y,) = (EA%) cov (x,y) = (£A%)]Pl|o, o, vart

(11)

sachant que P désigne le coefficient de corrélation entre x et y. De
méme, on trouve :

var 8, = (2 %) 0? var t (12)
I1 s'ensuit que la premiére des relations (9) se réduit & la condition :

lel> % (13)

Cette condition est également celle & laquelle se réduit la seconde re-
lation (9). Pour le voir, il suffit de remarquer que dans 1'hypothése
d'estimateurs linéaires, on passe de la premiére relation (9) & la seconde
en remplagant les coefficients A; par les coefficients (v;/u; - A;/0,).(1)
2e cas :

Les variables x et y sont des variables normales. Dans ces condi-
tions, on a les relations

p’l = in/ny LLz = zyi/n: 6? = Z(xt 'Ql)z/n: 6% =Z(I/,; = gz)z/n'

De plus, si l'on désigne encore par P le coefficient de corrélation entre
x et y, on a aussi (cf.[2] pp. 208, 211 et 80) :

cov (8,, &) = P%o, 0,/2n, cov (B, ) = cov (G;, {iy) = cov (&,, §,) = 0
var 6, = of/2n, var {y=0c%/n et cov(l, {,) =[Pl o qg/n (14)

On en déduit que cette fois la premiére des relations (9) conduit a :

20 -1>0 c'est-a-dire : |p|>,/2l = 0,707... (15)

tandis que la seconde se raméne a :

1 A N 1 A oA 1 A 1 N
__[-Fcov (B, , &) +_c_r? cov (G, , ol)] -[Tf var i +G—§var 01]>0

(1) En toute généralité on devrait écrire 8, = I A] y, et ilz = I vly odles Alet
les V] forment une méme permutation des A, et des v,. Comme de plus,
(A - A)*> O entratne T M 5 I A, A et que les coefficients (v,/u, = A\/c)
vérifient une relation analogue, il s'ensuit que la condition (13) donne, en réa-
lité, la borne inférieure des valeurs minimales de | p]|.
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En posant k = of/p?, avec (l4), cette relation devient :

1
2 =
Pt + 2R lpl - (k +2)>0
c'est-a-dire :

le]>e avec P, = -k+\/k"’+k+2l (16)

I1 apparaft ainsi que pour des variables normales, l'estimateur aj

. 1
doit &tre préféré a l'estimateur 8, dés que |P|>\/ s tandis que le choix

2
peut se porter sur l'estimateur b; dés que el dépasse la valeur critique
P, qui décroit régulierement de -zl-é % lorsque le rapport B varie de

zéro a l'infini.

4 - APPLICATION

Le probléme particulier d'ajustement qui vient d'étre considéré
trouve de fréquentes applications en climatologie, notamment & 1'occasion
d'études a 1'échelle régionale.

On sait, en effet, que les réseaux climatologiques au moyen des-
quels on recueille les informations nécessaires a la description du climat
ont généralement des durées de fonctionnement trés inégales. Plus pré-
cisément, si la création de stations centrales de météorologie remonte
communément & un passé assez lointain, celle des stations régionales
n'excéde le plus souvent pas dix ou vingt ans et rarement trente ans.

I1 en résulte que si, dans la plupart des cas, la distribution sta-
tistique des éléments climatologiques est bien connue pour la station cen-
trale, par contre, cette connaissance est, apparemment du moins, limitée
par la brieveté des séries d'observations pour les autres stations.

Cet état de choses n'est toutefois pas aussi grave qu'il semble a
premiére vue et 1l'intérét de 1'étude théorique qui précéde réside juste-
ment dans le fait qu'elle donne les conditions auxquelles des estimations
plus précises pourront &tre obtenues.

L'existence méme de ces conditions fournit d'autre part un moyen
objectif d'appréciation de la qualité d'un réseau. Pour le montrer, nous
avons considéré le cas des pointes maximales du vent au cours de chacun
des mois de 1'année en Belgique.

Leur étude montre, en effet, que le coefficient de corrélation entre
la pointe maximale observée au cours d'un mois dans une station ré-
gionale donnée et la pointe maximale correspondante enregistrée a la
station centrale d'Uccle varie d'une manieére linéaire avec la distance qui
sépare la station régionale de la station centrale.

De plus, si 1'on exprime les coefficients P de corrélation en mil-
liémes et les distances d en km, on trouve, en particulier, pour le mois
de janvier :

P = 1000 - 1,42d (17)

et pour le mois de juillet
p = 1000 - 5,63d (18)
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Par ailleurs, comme la distribution des pointes maximales du vent
obéit a4 une loi doublement exponentielle, on sait (cf. [3] et [4]) que,
lors de l'ajustement, il convient d'utiliser des estimateurs linéaires des
parameétres de la loi de probabilité.

I1 s'ensuit que les estimateurs al' et b; pourront étre utilisés des
que P> l, c'est-a-dire, en vertu des relations (17) et (18), pour les sta-

tions régionales situées a des distances de la station centrale inférieures a
352 km pour le mois de janvier et & 89 km pour le mois de juillet.

Si l'on note alors que le réseau anémométrique du pays se dé-
compose en triangles dont les cétés ont des longueurs variant de 30 km
a 140 km, et qu'en outre, la distance maximale des stations régionales
a la station centrale atteint 161 km, on en déduit que pour 1l'hiver la con-
naissance de la distribution des pointes maximales du vent a la station
centrale est effectivement utile & 1'étude statistique des pointes maximales
du vent & 1'échelle de tout le pays, mais que pour l'été, cette utilité n'in-
téresse qu'une région beaucoup plus restreinte.

5 - CONCLUSIONS

En résumé, on a vu que l'existence d'une corrélation entre deux
séries d'observations ne permet pas nécessairement d'obtenir des déter-
minations plus efficaces de la loi de probabilité a laquelle l'une d'elle
est soumise lorsqu'on connait l'autre ; encore faut-il que cette corré-
lation atteigne un seuil minimal qui dépend de la forme des estimateurs
des parametres de la loi de probabilité en cause.

Du point de vue pratique, nous croyons que cette propriété justifie
l'introduction de la notion d'indépendance climatologique que l'on réser-
vera aux séries d'observations pour lesquelles le coefficient de corré-
lation est inférieur au seuil critique tel qu'il vient d'étre défini.

Pour le reste, l'exemple choisi montre toute l'importance que cette
notion revét lors de l'exploitation des séries d'observations fournies par
un réseau climatologique donné.
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