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ESTIMATEURS ET INTERVALLES DE CONFIANCE
D'UN CERTAIN PARAMETRE

DANS LA DISTRIBUTION GAMMA GENERALISEE
DE MAXWELL ET DE WEIBULL

Dr. Tadeusz STRODKA
Ecole Polytechnique de Lodz

Dans cette étude on donne l'estimateur T et l'intervalle
de confiance du parametre Q.- b*d'une distribution,dont la dis-
tribution exponentielle, ainsi que les distributions de Nax-
well de,Rayleigh et de Weibull sont des cas particuliers.,

En particulier on donne l'estimateur met l'intervalle de
confiance du parametre b et l'on démontre que cet estimateur
est "le meilleur”, c'est-a-dire sans biais et de variance mi-
nimum.

En 1961, J. Agard [1] a donné un estimateur du parametre dans
la distribution exponentielle.

Dans le présent travail on va s'occuper des estimateurs et des in-
tervalles de confiance du parameétre b*(la condition pour k est donnée
dans le théoréme 1 ci-apreés) dans la distribution plus générale et notam-
ment :

04

JEIRYEIES

a

f(x) = xﬂexp(-_’i),a>0,f3>- 1, 0<x<mo (1)

b

dont les cas particuliers sont les suivants :

1/ Lorsque « = 1, B = p - 1 pour p >0 : distributien gamma -
Kendall |2 donne l'estimateur du parametre b dans cette distributien.
Particulierement lorsque § = 0 nous obtenons la distribution exponentielle
dont s'occupait J. Agard.

2/ Lorsqug a = 2, B = 2 . distribution de Maxwell.

3/ Lorsque o = m, B = m-1 : distribution de Weibull dont la
distribution de Rayleigh est un cas particulier lorsque a = 2.

La figure (1) présente la courbe de densité dans le cas a« = 2, B =
=3 etb = 2.
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Soit R (X,, ..., X,), un vecteur aléatoire dans un espace des échan-
tillons de n dimensions, et{X;} i=1, 2, ..., n des variables aléatoires
indépendantes de méme distribution présentée par la formule (1),

THEORENE 1

. . 1
La statistique (2) T, = 1" (B Te kT 1) 3 2 x§ (2)

est un estimateur sans biais du paramétre Q, = b* pour a et B déter-
minés,
Démonstration

Etant posée l'indépendance des variables aléatoires considérées,
nous obtenons :

¢ r(<7)

E (m) =W : E(xm)zl, (B A jo‘mxmf () dx,  (2a)
[0 [04

ol f (x) est la fonction donnée par la formule (1). Aprés la substitution

-§—= t nous ramenons l'intégrale & la fonction I' d'Euler et aprés trans-

formations nous obtenons E (W) = b*= Q, ce qui démontre le théoréme.

THEORENE 2

L'écart-type D (T,) de la statistique T, s'exprime par la formule :
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I1([:3+22.k+1)r (B;'l)

N

D (%) =

5le

1_‘2([3+a.k+1)

a
Démonstration

Etant posée l'indépendance des variables aléatoires considérées,
nous obtenons :

e @)y e TED
Pz(B+a.k+1)'n' I12(B+oc.k+1)'n

o 04

D%(t,) = [E (X**™-E (x“-')]

Dans la suite nous procédons aux calculs d'une fagon analogue 2
celle dont on a procédé dans (2a).

Apreés transformations nous obtenons la formule (3).

THEORENE 3

Si Uk est un certain estimateur sans biais dy parametre Q,=b de
la distribution (1), alors 1'écart-type D (U,) satisfait & l'inégalité :

D(U)>k.Q . V—F/—— (4)

n(B+1)

Démonstration

De l'inégalité de Rao-Cramer, nous obtenons :

2
-1

Dz(Uk)z n£m[31nf (XIQ ] f(Xle) dax =

2Q,
a -1
- ® 1 (x* B+1)? a B XN ax
= nj; 2 ku-aQ) Xexp( l)
- k B+1 i
Q, Qk"l"(B_"'l) Q,
a
En subs’citua.ntla-l‘= t et en tranformant nous avons :
k
Q,
2 2 B+1
DZ(U“)> k ri 04 ) B
B+a +1 ) + 1
F(B+2a+1) _2(B+1)F( o )+(B+1) r ( a )
2

o a
Nous servant de la relation connue :
F'(p+1)=pT (p), p>0

nous obtenons le résultat énoncé.
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THEOREME 4

Pour n suffisamment grand, nous avons :

P e 1<Q, < Tk = 1
B+2a k+1 B +1 2 k B+2 ak+1 B+1 2
1 +_tVr=1: P( < B +oc)ki(; . )-1 —Vt_; F( [Sowial)cl-;(la )-1
() r (/)
X 20(t) -1 (5)

ol &(t) est la fonction cumulative de la distribution normale N (0,1),
Démonstration

Comme la statistique T, est une variable aléatoire de distribution
asymptotiquement normale N (Q,, D (7,)), pour n suffisamment grand,
nous avons par conséquent :

PIQ-tD(T<h<Q+tD (T)X¥ 22 (t) - 1 (6)
I1 est évident que, a 1l'aide de la statistique t,, la formule (5)

donne approximativement, pour n suffisamment grand, l'intervalle de
confiance pour le parametre estimé Q, au niveau de confiance 2 @ (t) - 1,

THEORENE 5

n
La Statistique Tl=—n(—;:—1‘) 2 x;est un estimateur efficient du pa-

i=1

rameétre Q = b de la distribution (1), dont 1'écart-type est

a
Doin = QV e+ 1)

Démonstration

La démonstration du théoréme découle de 1'égalité R(T;) = Q, démon-
trée déja dans le théoréme 1, ainsi que de la relation évidente :

D (1) = Q, ;(%—Jr;) = Dain

obtenue de (3) et (4). De ce que nous venons de dire il résulte déja que
T, est aussi un estimateur suffisant.

Note :

Dans le cas : k = 1 la formule (5) prend la simple forme suivante :

S N N
P L P T 7w |rzew - ()
VaVB +1 VoV B+1
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