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TEST DE KOLMOGOROV-SMIRNOV

SUR LA VALIDITÉ D’UNE FONCTION DE DISTRIBUTION

P. FERIGNAC
Statisticien

I - LE PROBLEME -

La solution d’un grand nombre problèmes statistiques implique la con-

naissance de la distribution de la variable aléatoire X soumise au contrôle .

La distribution de X est fondamentale dans de nombreux tests d’hypo-
thèses. Par exemple, le test t de Student, les cartes de contrôle de la moyenne
et de la dispersion d’une caractéristique mesurable, le test F de Snédécor,
le test T d’Hotelling,... supposent que les variables aléatoires obéissent à

une loi normale.

Les problèmes sur la sûreté de fonctionnement d’un matériel sont basés
sur la probabilité de durée de vie de ses éléments qu’il est nécessaire de
connaître en vue de chiffrer la fiabilité d’un ensemble qui compte souvent
plusieurs milliers de pièces élémentaires.

On a, en général, des raisons théoriques ou une expérience suffisante
qui conduisent à l’adoption d’une forme déterminée pour la fonction de dis-

tribution F(x) dont on sait estimer les paramètres. Dans ce qui suit nous

supposons que F(x) = Prob(X  x) est connue. Alors, ayant extrait un échan-
tillon aléatoire d’effectif n, nous nous proposons de vérifier si la distribu-

tion de x dans l’échantillon est compatible avec la fonction de distribution

théorique F(x) ou si quelque cause contrôlable est intervenue qui infirme la
validité de cette fonction pour la description des observations.

On juge habituellement l’ensemble des écarts entre les distributions

théorique et observée à l’aide du test de X 2 de K. Pearson. Ce test, indé-

pendant de la forme de F(x), demande un assez grand nombre d’observations
puisqu’aucune des classes ne doit avoir un effectif trop faible et que, d’autre

part, le groupement des résultats entraîne la perte d’une partie de l’infor-

mation. Le test de Kolmogorov-Smirnov, qui n’est pas astreint à ces res-
trictions, et dont l’application est facile peut rendre de grands services dans
la solution du problème posé.

II - DESCRIPTION DU TEST -

On considère la fonction de distribution F(x) d’une variable aléatoire
continue et les fréquences cumulées S n (x) d’un échantillons d’effectif n. Si
les valeurs observées de x proviennent de la population décrite par F(x),
les écarts entre les probabilités à priori et les fréquences cumulées dépendent
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des fluctuations aléatoires de l’échantillonnage et, en vertu de la loi des

grands nombres, tendent vers zéro lorsque n croit indéfiniment. Il est in-

tuitif de caractériser la divergence entre Sn(x) et F(x) par le plus grand des
écarts observés Dn, J soit :

Dn = plus grande valeur de Sn(x) - F (x) .
Connaissant la loi de répartition de la grandeur aléatoire Dn, on peut

alors, avec un risque fixé à l’avance, conclure si l’écart maximum entre

F(x) et Sn(x) peut être imputé au hasard de l’échantillonnage ou, au contraire ,
est dû au fait que l’échantillon n’est pas extrait d’une population décrite par
la fonction de distribution F(x).

La répartition de Dn est indépendante de F(x), le test d’hypothèse est
donc un test non paramétrique.

La loi limite de Dn a été étudiée par Kolmogorov lorsque n tend vers
l’infini [ 1]( 1) et par F. J. Massey Jr pour les petites valeurs de n [3] et [4].

Exemple :

Supposons que nous voulions tester l’hypothèse que 5 nombres 0,52 ;
0, 65 ; 0, 13 ; 0,71 et 0, 58 ont été choisis au hasard dans une population de
nombres uniformément répartis entre 0 et 1. La fonction de distribution est
alors F(x) = x. Si xk est une valeur de x, telle que parmi les n valeurs de
l’échantillon classées selon l’ordre de grandeur croissante, k soient infé-

rieures ou égales à xk , J on a :

(xk et x k + 1 sont les valeurs observées de rangs k et k + 1)

d’où le graphique de la figure 1.

S 5 (x) est une ligne polygonale en escalier qui présente 5 discontinuités,
quand x franchit la valeur 0, 52, S 5 (x) passe de 0,20 à 0,40, et la distance
maximum Du 5 réalisée pour x = 0, 52 est égale à 0, 52 - 0,20 = 0, 32.

Si nous nous reportons à la table II on lit qu’on a 20 chances sur 100
de trouver du fait du hasard, une valeur de D 

5 supérieure à 0,446 pour
n = 5. Nous concluons que l’écart 0,32 n’est pas significatif. Nous pouvons
donc considérer comme raisonnable l’hypothèse de la distribution uniforme
de la population-mère d’où nous avons tiré l’échantillon.

(1) Les chiffres entre crochets sont des renvois aux références citées à la fin de l’article.
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Figure 1

III - ETUDES THEORIQUES FONDAMENTALES -

1 - Echantillons de grande taille.

Kolmogorov a étudié la distribution de Dn dans le cas où n tend vers

l’infini ("Bulletin de l’Académie des Sciences de l’U. R. S. S., 1933).

Théorème de Kolmogorov.

SoientF(x) une fonction de distribution continue et Dn une variable aléa-

toire définie par
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Pour toute valeur de Z &#x3E; 0, si n2013&#x3E; oo on a ;

où L( z) est la (onction de distribution cumulée donnée par

Pour z  0 on a évidemment L(z) = 0.

W. Feller, a donné de ce théorème une démonstration qui, bien que
plus simple que celle de Kolmogorov, reste assez difficile ; nous ne la re-

produisons pas ici. Le lecteur qui désire approfondir cette question pourra
se reporter à la référence [1 ].

N. Smirnov a calculé la table de L(z) (publiée en 1939 dans le "Bulle-
tin Mathématique de l’Université de Moscou") que nous reproduisons d’après
Annals of Mathematical Statistics [6].

Un problème annexe du problème posé au § I est celui qui consiste à
comparer les fréquences cumulées observées dans deux échantillons afin de
tester l’hypothèse de leur extraction de la même population-mère. Le cri-
tère de vraisemblance de cette hypothèse est fourni par le théorème de
Smirnov. [1] ]

Théorème de Smirnov.

Soient (x, x2’.....xm) et (y, Y2..."’Yn) deux échantillons de variables

aléatoires indépendantes continues ayant la même fonction de distribution F(x).

Si l’on représente par Sm (x) e t Tn(x) les fréquences cumulées dans chacun

des échantillons on définit la variable aléatoire

Posons

et supposons que m ~ ~, n ~ ~ de man i è re que 
m 
)a où a est une

n

constante. Dans ces conditions, pour toute valeur de z  0 on a :

où L(z) est la fonction définie par le théorème de Kolmoéorou.

Une démonstration de ce théorème est donnée par W. Feller [1].

La table I peut être utilisée pour la comparaison de deux distributions
expérimentales lorsque m et n sont grands.
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TABLE I

Table de la fonction L(z)
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TABLE 1 (Suite)

2 - Petits échantillons.

Le théorème de Kolmogorov est un théorème limite qui s’applique lors-
que nu 00. Nous verrons un peu plus loin à partir de quelle valeur de n

on peut utiliser la fonction L(z) avec une approximation suffisante pour les

besoins usuels. F. J. Massey a étudié la distribution de Dn pour des échan-
tillons de faible effectif [3] et publié la table II que nous reproduisons [4] .
Cette table donne les valeur D qu’on a la probabilité a de dépasser du fait

du hasard. Si Sn(x) représente les fréquences cumulées et F(x) la fonction de
distribution on a :

Pr. borne supérieure

a représente donc le risque d’erreur de lère espèce.
Revue de Statistique Appliquée 1962 - Vol. X - N’ 4
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TABLE II

Comparaison des tables I et II.

Dans la table II F.J. Massey admet qu’à partir d’un échantillon de
n = 36 observations on peut utiliser la table I qui donne les valeurs z aux

seuils de confiance 0, 80 ; 0, 85 ; 0, 90 ; 0, 95 et 0, 99. Il prend, en effet ,

pour Dn la valeur z , z étant tiré de la table I. Il est intéressant de voir
vn 

la rapidité de la convergence de la distribution exacte de Dn pour de petits
échantillons vers les valeurs limites pour n infini, déduites de la table I.

Pour cela on a récapitulé dans la table III les seuils de confiance calculés

d’après la table I pour n 20132013&#x3E; oo correspondant aux valeurs de Dp de la table

II, pour 1 - a = 0,80 ; 0,85 ; 0,90 ; 0,95 et 0,99.
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TABLE III

n = effectif de l’échantillon

Les probabilités dans le corps de la table sont à 0,005 près

Nous constatons que les probabilités calculées à l’aide de la loi limite
de la table I se rapprochent de leur vraie valeur quand n croît et que pour
n 36 l’approximation fournie par la table I est pratiquement suffisante.
Donc n = 36 est un grand nombre à partir duquel le théorème de Kolmogorov
s’applique au moins pour 03B1  0,20.

IV - PUISSANCE DU TEST -

Considérons que nous appliquons le test de Kolmogorov - Smirnov en
comparant S n(x) et Fo (x). Nous pouvons commettre dans notre jugement une
erreur de lère espèce que nous savons chiffrer : nous avons la probabilité
a de rejeter à tort la fonction de distribution Fo (x).

Le test peut comporter une erreur de 2ème espèce qui consiste à ad-
mettre la fonction Fo (x) alors que l’échantillon provient d’une distribution

décrite par F1 (x). Si j3 est la probabilité de cette alternative, p caractérise
le risque de 2ème espèce. La puissance du test 11: == 1 - 03B2 mesure sa facul-
té de discrimination entre les deux distributions Fo(x) et F1(x).

F. J. Massey [4] ] a étudié la puissance du test de Kolmogorov pour les
grands échantillons (n &#x3E; 36). Il introduit à cet effet, l’écart-maximum entre

Fo (x) et FI (x), soit : A = borne supérieure IFo (x) - F1(x) |1 et démontre

que la puissance du test n’est jamais inférieure à

avec

n = effectif de l’échantillon supposé de grande taille,

Dn correspondant au risque de lère espèce a adopté.

À suit donc la loi normale N(0, 1) dont la fonction de distribution est

il Si l’on admet pour a les niveaux courants 0, 05 et 0,01, on prendra
pour z respectivement 1, 36 et 1,63, d’où :
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Les risques de 2ème espèce correspondants Pl et 03B22 sont évidemment

Ainsi lorsque

Ces résultats montrent que lorsque le risque de lère espèce décroît,
le risque de 2ème espèce croit , il faut donc se fixer à priori les 2 risques,
eu égard au but que l’on se propose, et déterminer alors l’effectif de l’échan-
tillon à prélever.

Les courbes de la puissance du test TL en fonction de A vit sont re-
présentées pour a = 5 % et 1 % sur la figure 2 qui permet de répondre ra-
pidement à quelques questions telles que la suivante :

Figure 2 - Borne inférieure de la puissance du test pour a = 0, 05 et ce 0,01.
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Supposons que la différence maximum en valeur absolue de Fo (x) et Fi (x)
est 0,2 et qu’on admette les risques a = 0,05 et 03B2 = 0, 50, quelle est la
taille de l’échantillon à prélever ? On lit sur le graphique l’abscisse 1, 36
à l’intersection de la droite 11: = 0, 50 et de la courbe 5 %.

46, 24. Un échantillon de 47 uni-

tés sera donc nécessaire.

Remarque :

La figure 2 donne la limite inférieure de la puissance 7t du test, celui-
ci est donc en général plus puissant que ne l’indique une lecture sur le gra-
phique. De même, le risque de 2ème espèce (3 est en général inférieur au
risque qui s’en déduit ( p = 1 - TI ).

V - APPLICATIONS NUMERIQUES -

1 - Observations individuelles.

a) On essaye pour un matériel une loi de survie exponentielle avec
une valeur moyenne de 170 heures, la fonction de distribution des pannes à

l’âge x, exprimé en heures, est : F(x) = 1 - e- x/170 [2] ]

Cette fonction de distribution théorique est représentée sur la figure 3.

Figure 3 - Durée de service en heures, x.

Dans l’expérience décrite par J. A. Foster, [ 2 ] on prélève un échantil-
lon de 60 unités pour lesquels on a noté les durées de vie ci-dessous classées

par ordre de grandeur croissante.

Les fréquences cumulées observées S60 correspondantes sont représen-
tées par la courbe en escalier de la figure 3.
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TABLEAU 1

Si l’on admet le risque de lère espèce a = 0, 10, d’après la table II

on a : D60 = 1, 22 - 0, 1575. Portant cette valeur de part et d’autre de la

fonction de distribution théorique on obtient les deux limites en trait poin-
tillé. La courbe en escalier ne doit pas franchir ces limites pour que la

fonction de distribution exponentielle F(x) soit acceptable. On admet qu’une
fois sur dix on la rejettera à tort ( a = 0, 10). ,

Les courbes des fréquences cumulées touche 2 fois la limite inférieure
de confiance :

- un peu avant 100 h,
- un peu avant 111 h.

Nous concluons donc au rejet de la fonction de distribution

A titre de vérification on calcule la distance de F(x) aux fréquences
cumulées pour :

Les deux distance d6o sont supérieures à D 60 = 0, 1575 ce qui confirme
la conclusion précédente.

b) Nous appliquons le test de Kolmogorov à la fonction de dis-

tribution théorique normale de moyenne 170 h et d’écart-type 110 h qui est
représenté en trait plein sur la figure 4. En procédant comme dans le cas
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Figure 4 - Durée de service en heures, x.

a nous constatons que la courbe en escalier des fréquences cumulées ob-

servées reste comprise entre les deux limites de confiance. La distribution

normale N(170 ; 110) peut donc être retenue pour décrire la durée de vie du

matériel d’après l’information expérimentale dont nous disposons.

c) Puissance du test pour la discrimination entre les deux lois

précédentes : exponentielle et normale.

Nous avons vu au § IV qu’il était possible de calculer une valeur mi-

norée de la puissance du test.

Nous faisons le calcul en admettant l’hypothèse d’une distribution nor-
male des durées de vie contre l’hypothèse d’une distribution exponentielle.

Avec les notions du § IV on mesure sur les figures 3 et 4 la dis-

tance maximale entre les deux fonctions de distribution théoriques : on a

A = 0,17.

d’où

La puissance du test 7t n’est jamais inférieure à 0,57 ou encore, le

risque de 2ème espèce (3 est inférieur ou égal à 0, 43. En d’autres termes ,
en admettant la distribution normale au lieu de la distribution exponentielle
nous nous tromperons au plus 43 fois sur 100 sans pouvoir mieux préciser
ce risque.
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Si nous admettions pour 03B2 la valeur maximale, 0, 10 nous devrions avoir
approximativement :

d’où:

s Oit :

il faudrait donc un échantillon de 121 observations du durée de vie pour le-

quel l’écart maximal, D121 , entre la fonction de distribution théorique et

les fréquences cumulées serait D121 = 1,22 11 = 0, 1109 (au lieu de D60 = 0, 1575)

correspondant à un risque de lère espèce a = 0, 10.

2 - Observations groupées.

Nous empruntons à F.J. Massey [4] ] l’exemple d’un échantillon de 511
unités provenant d’une population normale. Les données sont relevées dans
la tableau 2.

La plus grande différence, en valeur absolue, entre les effectifs obser-
vés et théoriques est 12, 41 qui correspond à une différence de F(x) et S 511 (x)
de 511 - 0, 024. De la table II on tire la valeur de D511 correspondant au

risque de lère espèce a = 0,05 : D511 = -- 0, 060. Nous concluons

donc que l’écart n’est pas significatif au seuil habituel 0, 05 et que l’échan-
tillon peut provenir d’une population normale, les écarts entre les distribu-

tions théorique et observée étant imputables au hasard.

Comme nous avons un grand échantillon nous pouvons appliquer le théo-

rème limite de Kolmogorov traduit par la table I. La valeur de z corres-

pondant à l’écart maximal observé 0,024 est z = 0,024511 ~ 0,54. De la

table I de L(z) on tire :

on a donc environ 93 chances sur 100 d’observer, du fait du hasard de

l’échantillonnage, un écart D511 supérieur à 0, 024, l’accord est donc éton-

nament bon.
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TABLEAU 2

Comparaison des distributions théorique et observée

pour un échantillon d’effectif 511 extrait d’une

population normale.

Remarques :

1/ Le groupement des observations en classes tend à diminuer la valeur
de Dn . En conséquence, le risque de lère espèce, a , est donc inférieur à
celui qui est donné dans la table II. Toutefois, pour de grands échantillons
le groupement n’entraine qu’une erreur négligeable si l’intervalle de classe
n’est pas trop large et le nombre de classes pas trop faible (par exemple
supérieur à 10). L’exemple ci-dessus est dans ce cas. De toute façon, grou-
per dans un très petit nombre de classes peut entraîner des conclusions

erronnées même pour de grands échantillons.

2/ Le test de Kolmogorov suppose que la fonction de distribution théo-

rique est donnée à priori indépendamment de l’information fournie par l’échan-
tillonnage. La distribution de la déviation maximale Dn n’est pas connue quand
certains paramètres de la loi théorique sont estimés d’après les données de

l’échantillon. Il est vraisemblable que l’estimation de certains paramètres
en utilisant les observations de l’échantillon tend à diminuer la valeur cri-

tique de Dn correspondant au risque adopté. Donc, si la distance trouvée

est alors supérieure à Dn de la table II on peut sûrement conclure que l’écart

est significatif et rejeter la distribution théorique soumise au test.
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F. J Massey a vérifié expérimentalement cette propriété [4]. Sur 100
échantillons de 10 unités extraits d’une population normale, dont les para-
mètres sont estimés d’après les échantillons, il a trouvé : le 95è percentile
de Dlo à 0, 29 au lieu de 0, 41 (de la table II) et le 90è percentile à 0, 25
au lieu de 0,37 (de la table II) et aucune observation au-dessus de la valeur

0, 37.

VI - JUGEMENT SUR LA VALIDITE D’UNE FONCTION DE DISTRIBUTION
THEORIQUE FONDE SUR LA LOI BINOMIALE -

1 - Principe.

Connaissant la fonction de distribution F(x) d’une variable aléatoire X,
la probabilité d’observer une valeur inférieure ou égale à x est F(x). Lors-

que l’épreuve est répétée n fois la proportion des résultats inférieurs ou

égaux à x, soit Sn(x), est une variable aléatoire qui suit une loi binomiale
B [n, F(x)]. Nous connaissons donc les limites des fluctuations aléatoires de

S,, (x) à un seuil de confiance fixé à l’avance. Pour toute valeur de x, indé-

pendamment des conclusions en d’autres points de la distribution, Sn(x) doit
donc demeurer entre les limites ci-dessus. Dans cette éventualité, et dans
cette éventualité seulement, nous dirons que F(x) est compatible avec les
données de l’échantillon.

2 - Application.

Le test binomial étant indépendant de F(x) nous prendrons pour celle-ci
F(x) = x avec 0  x  1.

Dans les figures 5, 6 et 7 nous représentons les limites de confiance

correspondant à la fonction de distribution F(x), au seuil de probabilité 0, 95
respectivement pour n = 5, 20 et 100. Les limites K du test de Kolmogo-
rov-Smirnov sont tirées de la table II, les limites B du test binomial sont

lues sur les abaques de la distribution binomiale. ( 1)

Nous constatons que l’intervalle de confiance du test binomial B n’est

pas uniforme comme pour le test, K de Kolmogorov - Smirnov, que les pre-
mières limites sont plus serrées que les secondes et que lorsque n croît
les limites B se rapprochent des limites K.

Notons que le test binomial s’applique que la variable aléatoire X soit
continue ou discrète.

D’autre part, l’intervalle de confiance maximal se produit pour
F(x) = 0, 50, on pourrait donc, dans un but de simplification, admettre que
cet intervalle est constant au détriment de la sévérité du test qui demeure
néanmoins plus sévère que le test de Kolmogorov.

3 - Applications numériques.

Nous reprenons les exemples numériques du § V auxquels nous appliquons
le test binomial.

(1) Tables statistiques du Centre de Formation aux Applications Industrielles de la Statis-

tique - (Institut de Statistique de l’Université de Paris).
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Comparaison des limites de

Confiance de KolmogorovK
e t Binomiale B

n = 5 , Seuil de confiance = 0, 95
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Figure 6
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Figure 7
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- Pour la durée de vie d’un matériel nous allons vérifier la va-

lidité de F(x) = 1 - e -x/170 pour x = 99. On a :

Les limites de confiance de la loi binomiale B( 60 ; 0, 442) au seuil
0,90 sont : 0, 33 - 0, 56 et S6o (99) est hors de ces limites, nous rejetons
donc la fonction de distribution exponentielle ci-dessus.

- Appliquons le test à la distribution théorique normale N( 170, 110)
au point d’abscisse x = 99. On a : F(99) =0,26 ; les limites de confiance
de la loi binomiale B( 60 ; 0, 26) au seuil 0, 90 sont 0, 16 - 0, 32. Cet inter-
valle contenant la fréquence dans l’échantillon 0, 283, nous acceptons l’hypo-
thèse d’une distribution normale avec un risque de lère espèce a = 0, 10.

- Dans l’exemple donné au tableau 2 nous testons le gros écart

12,41 entre les distributions théorique et observée par le test binomial
287,59

B(511 ; 0, 56) ( 511 = 0,56).

L’échantillon est de grande taille, la probabilité théorique n’est pas
voisine de zéro, nous admettons donc pour les limites de confiance de la loi

binomiale au seuil 0, 95 les limites à 2 écarts-types autour de 0, 56. On a :

et l’écart maximal qu’on peut permettre à S!)ll est 0, 022 x 2 = 0, 044, d’où

l’on conclut en faveur de l’adoption de la fonction de distribution normale

pour la population-mère.

Dans les trois exemples numériques que nous avons examinés on aboutit
donc aux mêmes conclusions par l’application soit du test de Kolmogorov soit
du test binomial.
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