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MESURE ET CONTROLE DE LA DISPERSION

A PARTIR DE GROUPES DE DEUX

par

B. CYFFERS
et
A. VESSERAU

Ingénieurs des Manufactures de I’Etat

Le contréle de la dispersion est assez généralement effectué a wvartir de
lintervalle de variation des échantillons worélevés ; ce mrocédé, moins efticace aue
celui tasé sur le calcul de lécart-tyve, ayant l'avantage de réduire, de maniére
importante, les calculs a exécuter.

Dans le cas cu l'apvareil de mesure permet la comparaison oualitative immeé-
diate des mesures d'un échantillon de deux, sans qu'il soit nécessaire d’observer
individuellement celles-ci, MM. Cyffers et Vessereau envisagent une méthode
supprimant tout calcul, méthode bLasée sur les commparaisons d'une série d’échan-
tillons de deur. '

Un exemnple d’apolication industrielle (fabrication des ninas) est donné woar
les auteurs, avant une étude théorique de la méthode.

La dispersion d'un petit groupe de mesures :

X0 Xy oo X Xy

est habituellement caractérisée par l'un ou l'autre des deux indices suivants :

’écart-type empirique :

s =

> (x, - %)’
K 1

X désignant la moyenne arithmétique des mesures,

- Dintervalle de variation (ou ''étendue', ou

M

""range'') :

w=x"—xm

x, et x_ désignant la plus grande et la plus petite des K mesures.

La variance empirique (s® = carré de 1'écart-type) est une estimation absolu-
ment correcte de la variance o? de la population totale dont le groupe de mesures
est supposé constituer un échantillon. Lorsqu'on dispose de plusieurs groupes de
méme taille, ou échantillons indépendants, conduisant aux estimations

2 2 2 2
s’ s2... s? .....82

la meilleure estimation de g2est :

_2ast 2030 -® )

n n (K- 1)

6-2

%, désignant la moyenne arithmétique de 1'échantillon (i) et 1'on prend pour esti-

mation de o :

L\
0'(52)= o
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Lorsque la population totale des x; est mormale, la loi de distribution de 1'in-
tervalle de variation w (pour des échantillons de K) est telle que la valeur moyen-
ne (espérance mathématique) de w est proportionnelle & o, le coefficient de pro-
portionnalité ne dépendant que de K :

E (w) = d, o
Si 1'on a calculé l'intervalle de variation sur n échantillons de K :
W, W, ...W,

de moyenne arithmétique :

on peut prendre pour estimation de o :
A~ l —
(o3 = —w
(w) d,
Cette estimation est plus facile & calculer que l'estimation & (42, , mais elle
est moins efficace : elle perd une partie de l' "information'' apportée par l'ensem-

ble des n, mesures.

Lorsque chaque échantillon est constitué de deux mesures seulement : x et

x,, » on voit immédiatement que 1'écart-type empirique et l'intervalle de variation

sont proportionnels 1'un a 1'autre.

Wizlxiz‘xn|=\/;5|

‘D'autre part (voir Chapitre II - Théorie de la Méthode) la relation entre o et
la valeur moyenne de w devient :

2

2
E (w) =—— d =__)
(w) \/no- ( z V=
de sorte que, dans ce cas, on peut estimer ¢ par :

~ T _
Owp =3~ % = 0.8862W
Naturellement cette estimation n'est précise que si le w moyen est calculé a
partir d'un assez grand nombre d'échantillons de 2.

Dans ce qui suit, l'indice 2 attaché au symbole w (w,) indique qu'il s'agit de
1'intervalle de variation d'un échantillon de 2 mesures (différence arithmétique
des mesures).

BN

En plus de la simplicité de calcul, l'estimation de o a partir de w, apporte
une autre simplification importante lorsqu'on peut facilement déterminer, sans
avoir a les mesurer, laquelle des 2 quantités x, et x, est la plus grande. C’est
le cas que nous étudierons spécialement oi ces quantités sont des poids.

En effet, plagcant les deux objets sur les deux plateaux d'une balance suffi-
samment sensible, on détermine immédiatement lequel est le plus lourd (nous le
désignerons par L) et lequel est le plus léger (£). L est ensuite placé dans une
boite dite ''des lourds'' et { dans une boite '"des légers' . Ayant ainsi classé et ré-
parti un certain nombre n de couples d'objets, il suffit de déterminer (par une
seule ou au plus deux pesées) la différence de poids D entre la boite des lourds et
celle des légers. On a l'estimation de ¢ par :

& (= 0.8862 2

Il convient de remarquer que les erreurs qui peuvent €tre faites dans le clas-
sement des objets ont pour effet d’accroitre de fagon systématique la valeur du coef-

ficient de proportionnalité entre & et % . Il y a 12 une difficulté qui peut étre

réduite si 1l'on connait, de facon approchée, l'imprécision du classement; cette
question sera traitée en détail au Chapitre II.

Ce préambule est suffisant pour aborder (Chapitre I) l'exposé d'une applica-
tion industrielle, la théorie plus complete de la méthode, de ses avantages et de
ses inconvénients, étant renvoyée 2 la fin de cet article (chapitre II).
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I. - APPLICATION AU CONTROLE DE LA DISPERSION DES MACHINES
A CIGARILLOS

Apres avoir évoqué rapidement l'intérét que présente le contrdle des poids
dans les fabrications de la Régie Frangaise des Tabacs, nous insisterons sur le
cas particulier de la confection des cigarillos Ninas : nous exposerons ensuite
l'organisation pratique des Contrdles et examinerons les résultats obtenus du
double point de vue ''statistique'’ et ''industriel'.

Intérét du contrdle du poids dans la fabrication des tabacs

On peut diviser les productions de la Régie Francaise en deux grandes caté-
gories :

N

- les produits vendus au poids : scaferlati pour pipe, tabacs a priser et a macher
- pour lesquels il convient de ne léser ni le consommateur en lui offrant des pa-
quets trop légers, ni le Monopole en mettant en vente des produits trop lourds.

DN

- les produits vendus a 1'unité - cigares, cigarillos, cigarettes - dont le remplis-
sage et le tirage doivent étre corrects.

Le poids des produits apparait donc comme un facteur important de qualité
qui revét de plus un intérét financier considérable, par suite du prix élevé de la
matieére premiere traitée.

Cas de la confection des cigarillos NINAS

Nous ne nous occuperons, dans ce qui suit, que du contréle du poids des ciga-
rillos Ninas dans la principale Manufacture fabriquant ce produit. L'atelier de
confection comprend une soixantaine de machines, produisant chacune environ
1.000 Ninas par heure de travail effectif, soit au total 60 % environ des Ninas
vendus en France.

Il nous parait indiqué de donner quelques précisions sur la confection des
cigarillos. Un cigarillo est formé de deux constituants; le tabac d'intérieur, et la
cape. Le tabac pour intérieur est introduit dans le distributeur de la machine et
celle-ci grdce a un systéme mécanique assez compliqué, fournit automatiquement
la dose d'intérieur pour chaque cigarillo. Le travail de 1'ouvrieére chargée de la
conduite de la machine consiste a tendre des feuilles de tabac sur un gabarit de
découpe de la cape. Celle-ci est découpée, transportée automatiquement sur un
tapis de roulage et l'intérieur est alors enroulé dans la cape par un dispositif

analogue a celui, bien connu, de certaines boites a tabac permettant de rouler les
cigarettes par simple fermeture du couvercle.

Le dosage des quantités d'intérieur est volumétrique. Il est possible de ré-
gler le volume et par suite le poids moyen. D'autre part, la machine posseéde un
dispositif de régulation automatique du poids des doses. Ce dispositif trés ingé-
nieux et certainement indispensable au bon fonctionnement de la machine, présen-

te cependant l'inconvénient d'inciter a croire qu'il n'y a 2 s'occuper que du poids
moyen et nullement de la dispersion puisque la machine se corrige elle-méme.

Or, si l'on procede 2 la pesée individuelle de 1,000 Ninas consécutives, (en
gros la production d'une heure), on s'apercoit que les poids sont distribués selon
une loi normale, avec une dispersion qui peut varier considérablement d'une ma-
chine a l'autre. En premigre analyse, on peut admettre que cette dispersion est
due uniquement au tabac d'intérieur, puisque la cape n'intervient que pour 15 a
20 % du poids total du cigarillo, et que son poids est assez régulier, sa surface
étant sensiblement constante.

Ainsi, pour un poids moyen de 1'ordre de 1,6 g, on constate des écarts-types
de l'ordre de 0,05 g pour les meilleures machines, et pouvant atteindre jusqu'a
0,12 ou 0,14 g pour les machines les plus dispersées.

D'autre part, pour une méme machine, la dispersion n'est pas une caracté-
ristique stable. Si l'on n'y prend garde, elle va s'accroissant avec le temps, par
suite de 1'usure ou du déréglage de certaines pieces.
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Il convient, pour chaque machine, de connaitre sa dispersion et de chercher
sans cesse a la diminuer,

- parce que la dispersion en poids est liée directement a la régularité de compa-
cité et de tirage des cigarillos,

- parce que la dispersion en poids s'accompagne d'une dispersion des diametres
qui peut occasionner des difficultés lors du paquetage mécanique des Ninas,

- enfin, parce qu'on ne saurait effectuer un contréle efficace du poids moyen sans
connaitre la dispersion.

C'est pourquoi il est indispensable d'obtenir, pour chacune des machines, des
informations sur leur dispersion qui soient suffisamment rapprochées dans le
temps.

Organisation pratique du contrdle de la dispersion

Avant de mesurer la dispersion d'une machine, il convient de définir le nom-
bre de cigarillos sur lesquels portera la mesure, et leur mode de prélevement.

En effet, si l'on désigne par o, la valeur de 1'écart-type mesurée sur n ciga-
rillos consécutifs, on constate que o, croit avec n: ceci provient de ce que le
poids moyen fluctue dans le temps. De la méme manieére, l'écart type mesuré sur
n cigarillos non consécutifs sera d'autant plus grand que les n cigarillos auront
été prélevés dans une population couvrant une plus grande période de production.

Nous avons toujours opéré sur 1000 cigarillos consécutifs . L.e nombre 1.000
a été choisi parce qu'il correspond a peu prés a une période de la fluctuation du
poids moyen, qui est grossierement sinusoidale.

Premiére méthode - Pesée individuelle de 1000 Ninas

Nous avons tout d'abord établi un contrdle de la dispersion basé sur la déter-
mination de 1'écart-type empirique des poids individuels. La pesée des cigarillos
est effectuée sur un peson a lecture directe dont le cadran est divisé en 51 plages
(-25, -24, ..., -1, 0, +1, +2, + ..... +25) d'amplitude lcg. Le zéro est régla-
ble.

Les opérations a effectuer sont les suivantes :

- dénombrement des 1,000 cigarillos
- pesée globale pour détermination du poids moyen
- réglage du 0 du peson au poids moyen
- pesée individuelle des Ninas et enregistrement des mesures sous forme d'histo-
gramme
- calcul de 1'écart-type.
Ces opérations demandent au total environ 4 heures. Une vérificatrice ne
peut donc, par cette méthode, contrdler que deux machines par jour ouvrable.

Par conséquent, en affectant une vérificatrice en permanence a ce contrdle,
on ne dispose d'une mesure par machine qu'environ toutes les 5 semaines.

Apres quelques mois de fonctionnement de ce contrdle, on s'est apercgu :

- que la distribution des poids était toujours sensiblement normale,

- que l'écart-type variait d'une machine 2 l'autre,

- que l'écart-type, pour une méme machine, avait tendance a croitre avec le
temps.

Ainsi est apparue la nécessité d'établir un nouveau contrdle donnant une in-
formation plus rapide.

Deuxiéme méthode basée sur P'intervalle de variation w,

a) Mode opératoire :

La vérificatrice dispose d'un trébuchet choisi aussi sensible que possible, et
sur le socle duquel a été installé un petit compteur. Elle place devant elle un
échantillon d'environ |,000 cigarillos.
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Elle préleve simultanément deux unités, une dans chaque main, et les dépose
sur les plateaux du trébuchet. Tandis que de la main droite elle appuie sur un
bouton pour libérer le fléau, elle appuie de la main gauche sur la touche du comp-
teur . Elle repére ainsi le cigarillo le plus lourd et le cigarillo le plus léger, et
enregistre automatiquement le nombre de couples comparés. Le cigarillo le plus
lourd est ensuite transporté de la main droite dans une '"'boite des lourds' et le
plus léger, de la main gauche, dans une ''boite des légers''.

Si, par exemple, on a dispo-
sé la ""boite des lourds'' a droite
du trébuchet et l'autre boite a LA A
gauche, les gestes s'effectuent %1% o auk

selonla regle suivante etdevien-
nent rapidement un réflexe :
- Si l'aiguille se dirige vers
la gauche : transporter les Ninas
—

sans croiser les mains.

- Si l'aiguille se dirige vers
la droite : enlever les Ninas des l \ SOOLE j
plateaux en croisant lesmains et
transporter dans les boites en \M,,,f”
décroisant.

Les deux boites ont été préalablement tarées et ont le méme poids.

On poursuit 1'expérience jusqu'ad ce que le compteur indique 500, On pose en-
suite les deux boites sur les plateaux d'une balance de comparaison a lecture di-
recte, et on obtient ainsi, par simple lecture, la différence de poids totale entre
les 500 ""lourds'" et les 500 ''légers' de chaque couple. On peut en déduire facile-
ment l'intervalle de variation moyen (en multipliant par 2/1.000) et également, si
on le désire, 1'écart-type en multipliant par le facteur de proportionnalité 0.8862.
Pratiquement, nous avons retenu comme indice de dispersion la différence totale

N

de poids, lue directement, qui est proportionnelle a 1'écart-type.
b) Avantages.
Les opérations sc;nt grandement simplifiées par rapport a la lére Méthode :
- suppression du dénombrement des 1,000 Ninas,
- suppression de leur pesée globale,

- suppression du réglage du peson. Il faut bien entendu s'assurer que le trébuchet
indique 0 lorsque les plateaux sont vides, mais il n'y a plus lieu de procéder a
un réglage systématique pour chaque échantillon,

- remplacement des 1.000 pesées individuelles, qui exigent d'attendre 1'équilibre
du peson, et l'enregistrement des résultats par 500 comparaisoms, qui suppri-
ment ces deux exigences.

- Enfin, suppression de tout calcul.

Le temps nécessaire 4 une mesure est & peu prés 1 heure, et une méme vé-
rificatrice peut contrdler environ 8 machines par jour.

La rapidité d'exécution compense donc largement la perte d'information ré-
sultant de 1'utilisation de cette méthode, puisque (voir Chapitre II}) cette perte
d'information n'est qu'a peine supérieure a 50 % .

Cependant la méthode présente l'inconvénient mentionné au début de cet arti-
cle, a savoir qu'il n'existe qu'un seul risque d'erreur, celui de classer un "lourd"
en ''léger' et vice-versa, soit par manque de sensibilité de la balance, soit par
erreur de manipulation; la conséquence en est une sous-estimation systématique
de l'intervalle de variation ou de l'écart-type.

c) Précision :

Malgré l'instauration du contréle par la seconde méthode, nous avons pour-
suivi le contrdle basé sur la lere Méthode et sur chaque échantillon de 1.000 ciga-

N

rillos soumis a la pesée individuelle fut effectuée ensuite une mesure de l'inter-
valle de variation.
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Nous disposons ainsi de plusieurs mesures de W, sur des échantillons dont
1'écart-type o est connu.

Trois vérificatrices effectuant, a tour de rdle, le contrdle par la seconde
méthode, nous avons enregistré sous forme de graphiques, les résultats relatifs
a chacune d'elles en portant en abscisses les valeurs observées de o, et en ordon-
nées, celles de W, moyen (o et ¥, en milligramme s).

Sur chaque graphique, nous avons de plus tracé deux droites :

_ 1
2~ 0,8862

- la droite des moindres carrés calculés a partir des résultats observés.

- la droite théorique : & o =1.1284 o

Les équations de ces droites sont les suivantes :

Vérificatrice TG : W, = 1.1284 0 - 11.20 §153 points;
" AT : W, = 1.0846 o - 1.93 (106 "
" MT : %, =1.0885c - 1.59 (58 " )
Ve 'f‘icirtri e MT
170 /
) anyd
160 ~ / /
/
/
/
150 ¥/ ,/
/// /
®
o AR
& | 4
A A
& °
130 Q(v\ ;‘)&
A
120 A
N/
10 /Z]/ *
//+/ +
100 ; ///4/
+
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N
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/
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Vw44 s
70 //. +H
s !
ol A *
/// -t —+- + —+— Fig. 1
50 4 T | | o Iabalrvé
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Pour chaque graphique, on remarque :
- que le nuage de points est tr&s aplati sur la droite des moindres carrés,

- que les points sont en majorité situés au-dessous de la droite théorique, ce qui
correspond au risque d'erreur signalé plus haut dans la détermination de W, ,

- que les deux droites ne sont pas exagérément écartées 1'une de l'autre,
- enfin que le facteur personnel de la vérificatrice semble intervenir assez peu.

En définitive, l'examen des graphiques montre que la valeur observée de W,
apporte une information suffisante sur la valeur réelle de o .

Nous donnons page 50, a titre d'exemple, le graphique relatif a la vérifica-
trice MT. (fig.1)

Résultats obtenus sur le plan industriel

Sur le plan industriel, ces contréles ont entrainé une amélioration de la dis-
persion des poids des cigarillos. Nous donnons comme exemple la reproduction
de la fiche de la machine N° 12 relative 2 une période de 8 mois environ : chaque
trait horizontal a une longueur proportionnelle au w, observé. On constate une
tendance réguliezre 3 la diminution de la dispersion dans le temps. (fig.2)

Dates
18 Fer. 64 -
25 Fev. 56 "
5 Mars 47 [— 1
25 Mars 55 — 4
1 Avril 51 . —
15 Avril 50 - "
6 Mas 46 4
26 Mar 4 — -
17 Juin 36 — "
19 Juin 47 — 4
5 i, a3 , ,
3 Juil. 34 4
4 Sepl 31 — J
29 sScp/‘ 44 — .
6 Oct 43 —_
22 Oct. 35 X
18 Nov. 34 .

Fig. 2

Cependant, malgré 1'établissement de ces fiches sur lesquelles sont enregis-
trés les résultats des contrdles par la 2&éme Méthode, nous n'avons jamais aban-
donné totalement la lere Méthode. Le contrdle par l'intervalle de variation est un
excellent moyen de dépistage des machines 2 mettre en observation ou en révision
mais ses résultats sont peu éloquents pour le personnel chargé de l'entretien des
machines. Celui-ci accorde en général peu de valeur a la différence moyenne de
poids entre deux cigarillos prélevés au hasard, et objecte fréquemment que l'on
aurait pu trouver un tout autre résultat si les couples & comparer avaient été
constitués différemment.

Par contre, la présentation de 1'histogramme donné par la lere Méthode est
frappante, et il n'est jamais venu a 1'idée de personne de nous dire qu'un autre
échantillon de 1.000 Ninas aurait pu donner un autre résultat.
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C'est pourquoi, lorsque par l'intervalle de variation, nous constatons qu'une
machine a une grande dispersion, nous procédons de suite a la pesée individuelle
de 1.000 autres cigarillos. Nous avons ainsi confirmation du fait, et nous possé-
dons l'histogramme grdce auquel l'action sur le personnel d'entretien est facili-
tée. Une nouvelle mesure de l'écart-type, par la lere Méthode, est effectuée
apres révision, et le mécanicien est plus sensible a la présentation des deux his-
togrammes ''avant'' et "apres'' qu'a tous les indices chiffrés de dispersion qu'on
peut lui donner .

En définitive, la méthode de contrdle de la dispersion basée sur l'intervalle
de variation w, , malgré la perte d'information qu'elle entraine, constitue pour
l'Ingénieur, grace & sa rapidité, un moyen efficace de surveillance d'un nombre
assez considérable de machines.

Cependant, la mesure directe de 1'écart-type par pesée individuelle conserve
des avantages, non seulement sur le plan statistique, mais également sur le plan
psychologique.

Il. - THEORIE DE LA METHODE

loi de w, . - x, et x, étant deux nombres pris au hasard (dans 1'ordre 1, 2) dans
une méme distribution normale d'écart-type g, la loi de z = (x, - x,) est une loi
normale de moyenne nulle et d'écart-type o \/2 :

1 “ao?

f(z)dz=Wx—e dz (-oc ¢z ¢ +ox)
La loi de w, = |z | est donc :
w3
1 by
f(w,)dw, - o_w e’ dw, (o< W, ¢ +o¢)
f(w,)
0 w,

Fig. 3 z

Elle est représentée par la moitié droite de la courbe normale de moyenne
nulle et d'écart-type o \[Edont on a doublé les ordonnées. (fig.3)

L'espérance mathématique de w, est :

et _W_zz 2 o (Wz)z
1 407 (o} 77 W, 2
E(w,) = p, =/ e w, dw, = /e d (-2)
A cr\/?t \ WA 20

B (o

P“:\/;

E(w,) = 0,8862 E(w,)

d'ou l'on tire :

Ve

2

relation utilisée pour l'estimation de o & partir de la moyenne arithmétique de
plusieurs valeurs indépendantes de w, .

o =
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On calcule sans difficulté les premiers moments centrés de la loi de w, . On
trouve :
. . _ 2 -4
moment du 2&me ordre (variance) o == 7 ©
écart-type ......00000 \/Hz = \/ 2—3:(_—4 T
(Loi de w, )
2 N _16-4=x
moment du 3eme ordre p, = - o
n
N _ 16 42
moment du 42me ordre  ..........0.. B = (12 - = ¢ )o*

Loi de la moyenne arithmétique de n valeur w, indépendantes (loi de W,)

(w,), +(w,), + ... +(w,),

W2= n

L'expression de la loi de W, n'est pas simple, mais on peut calculer facile-
ment ses premiers moments.

Tout d'abord, on a évidemment :

o~

E(®,) = E(w,) = p, ==

B

Pour calculer les moments centrés, on passe par l'intermédiaire des cumu-
lants de la loi de w,, dont les expressions sont :

Kz:“"z Ka:ﬂa
_32(x®-3)

K4=’,L‘-3‘,L

Le cumulant d'ordre r de la loi de W, s'obtient en divisant par n""' le curnulant
d'ordre r de la loi de w, . Les cumulants de ¥, sont donc :

=27t—4 2
2 nn
- 16 - 4= o?
3T reereeaaan T\ Tx
K =32!1t—320_4
4 naxz

Les cumulants K, et K, se confondent avec les moments centrés d'ordre 2 et 3.
On obtient le moment d'ordre 4 par la relation :

94:K4+3K§

On trouve ainsi, pour moments de la loi de &, :

moment du 2&@me ordre (variance) @, =———g¢g?
nw
. _ 2w -4
écart-type ... .00 ienn B, = —
(Loi de &, ) nx
2 . _ 16 - 4x
moment du 3&éme ordre po = —— =
n z:\/?
N _12n (x-2)2 +32 (n - 3)
moment du 4eme ordre ..... Ceeeaa P = P a4
. n’ =

Les coefficients de Pearson ont ainsi pour valeur :

© 2 (x-4)?_0,9859
B i?_n(n—zy— n

1

P _ n-3 _ .. 0,8692
i LIy ) il

B.
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Lorsque n augmente, ces coefficients tendent respectivement vers 0 et 3, qui
sont les valeurs de [3, et (5 dans une loi normale

Pour n= 10, on a 3, =0,099 B, = 3,087
n= 50, " , = 0,020 , = 3,017
n =100, " , = 0,010 (3, = 3,009

On a ainsi l'exemple de la convergence vers la loi normale de la moyenne
arithmétique de variables aléatoires (w, ) & distribution individuelle complétement
dissymétrique. L'approximation & la loi normale est déja trés acceptable pour
n =30 (3 =0.033, 3, =3.029).

by

Précision de I’écart-type estimé a partir de w,

On estime 1'écart-type o par :

. _\Va

Ty =3 %
On vient de voir que la variance de w, est :

21 - 4
nm

var (w,) = o?

la variance de l'estimation & est donc :
(wy)

A SR-2
var | 8, | =550

n désignant le nombre de couples d’observations, le nombre d'observations utili-
sées est en fait 2 n. Lorsqu'on estime 1'écart-type par la racine carrée de 1'écart
quadratique moyen d'un échantillon unique de (2n) mesures :

=)2

Siany = |/ 2lx - %)
2n-1

la variance de cette estimation (n étant suffisamment grand) est

A _ o?
var | Sy =74

Le rapport des deux variances est :

var [6'(sz,] 1 44
I=3ar [Fom] ~2(x-2) " 100

La perte d'information, par l'emploi de W, , dépasse 50 %, mais elle peut se
trouver compensée par une plus grande facilité, ou rapidité des opérations.

D'autre part 6"(5:) et c'(wz, ne représentent la méme chose que si 1'on a
rassemblé 2n objets, que l'on a calculé leur écart-type empirique &(s2) et que
d'autre part on a calculé &,,, en constituant n couples de deux, par une su1te de
prelevements aléatoires et exhaustifs dans l'ensemble des 2n objets. Si O'(sz) a
été calcule a partir de 2n objets consécutifs dans la production d'une machine, et
que c'(w ) resulte de n couples espacés dans le temps, ces deux indices pourront
différer : &(w,) Sera généralement plus faible que & (42, 2 cause des liaisons qui
existent fréquemment entre les caractéristiques d'objets consécutifs.

Conséquences d’erreurs dans le classement des deux objets

Comme il a été dit au début, on consideére le cas ol les deux objets du couple
ne sont pas mesurés, mais seulement comparés : celui dont la caractéristique est
la plus grande (le plus lourd s'il s'agit de poids) est placé d'un c6té, celui dont la
caractéristique est la plus petite (le plus léger) d'un autre cété. Ce n'est qu'apres
avoir classé les n couples qu'on détermine la différence moyenne entre l'ensem-
ble des plus grands (lourds) et l'ensemble des plus petits (légers).
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Dans cette suite d'opérations, des erreurs de classement peuvent se produi-
re : elles sont méme inévitables lorsqu'on compare des poids au moyen d'une ba-
lance insuffisamment sensible : deux objets de poids treés voisins auront 3 peu
preés une chance sur deux d'étre incorrectement classés, le plus léger étant dirigé
vers la '""boite des lourds', le plus lourd vers la ''boite des légers''.

On va examiner quelles sont les conséquences de ces erreurs de classement.

Pour cela, nous admettrons que tout couple pour lequel la différence des me-
sures est inférieure 3 un nombre*a"est classé strictement au hasard;lorsque cette
différence est supérieure 2 a, le couple est correctement classé.

Soit y la mesure jugée la plus grande dans le couple,
z la mesure jugée la plus petite

La différence x = y - z varie de - a 3 +oc suivant la loi suivante :

-a < x < a .-Laloi de x est une portion de loi normale de moyenne nulle et
d'écart-type c'\/—Z_.

a ¢ x ¢ toc.- La loi de x est une portion de la loi de w,

On a donc :

pour -a < x < +a £, (x) = 1 e *9°
20\
xﬂ
pour a < x < + o< fz(x)=l e 4o?
Y
f(x)

N

1) Valeur moyenne de x
On a :

20 ';L;!
T =E(x)=/xf,(x)dx+/xf,(x)dx=v;-e

d'ou en posant

=
Al
20 -7
E(x) = e *
;;ﬂ
TN 4 2
o :\Z/—e4 E(x) #T-(l +4A) E(X)

l'approximation étant valable si le rapport A est assez petit.

Ainsi, en prenant pour estimation de g :

g =5-%
on obtient une valeur systématiquement trop faible (estimation biaisée).

Si 1'on connait a et une valeur approchée de o, on peut calculer une valeur
approchée de A et faire la correction nécessaire.

- 55 -



Par exemple :

si a =0, la formule d'estimation correcte est : & = 0,8862 %

a=%, " & = 0,8897x

az_g‘_, " & = 0,9001 %

a=g, " & = 0,9434 %
etc ..

2) Variance de x et de % :

Le moment d'ordre 2 par rapport a l'origine est :
+a

By = E (x?) =/ x?f, (x) dx +/ x?f,(x)dx = 20?

et le moment centré (variance) :
A? Az
40? -7 2 7T
- ' 2 2 - 2
le—tl.z—lJ.,‘—Zc'- X e —2(1-?3 )O'

La variance de la moyenne X de n valeurs indépendantes x est :
2 2

X)=—(1-—¢€
var (%) - ( -

a) Si, ignorant A , on prend pour estimation de o :

A Jr -
g =-5—%
la variance de cette quantité est : .
)\l
nT-2e 2 _,
—_—C

2 n

L'estimation est biaisée et moins précise que lorsqu'il n'y a pas d'erreurs

de

classement. La nouvelle ''perte d'information' par rapport & ce cas (A = o) est :

xﬁ
 x-2 _2(1-e ")
n-2e-% - 2e-22

soit approximativement, si A = % est petit :

z}
Nixmo- 2
Par exemple, pour :
a = 0, cette perte d'information est de 0 %
a=g, I 1.3 %
a =Z¢’ " 5.1 %
a =g, " 17.1 %

b) Si, connaissant une valeur approchée de A , on prend pour estimation de o :

la variance de cette quantité est :

ate%l'— 2
(——=7)°

N

L'estimation est alors a peine biaisée, mais toujours moins précise que s'iln'y a
pas d'erreurs de classement. La ''perte d'information' par rapport & ce cas est :
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-2 _:n:(e"lf-lL

lnne%—’ -2 me¥ -2
soit approximativement, si A = % est petit :
KZ
Ni2-t
g
Par exemple,
pour a = 0 , cette perte d'information est de 0 %
a=g, " 2,1 %
a=g, " 8 %
a=g, " 26,8 %

Avantages et inconvénients de la méthode

Nous les décrirons dans le cas ou la caractéristique mesurée est un poids.
Les inconvénients sont les suivants :

- une perte d'information, par rapport a l'estimation de ¢ utilisant 1'écart qua-
dratique moyen des mesures, qui dépasse 50 % dans le cas le plus favorable.

- une estimation biaisée (dans un sens connu) lorsqu'il y a des erreurs de classe-
ment, ce qui oblige :
- soit & opérer avec un appareil de pesée tres sensible, (mais pas nécessaire-
ment parfaitement juste)
- soit a effectuer une correction qui exige que 1'on connaisse, au moins de fagon
approchée, la sensibilité de 1'appareil et l'ordre de grandeur de 1'écart-type
recherché.

Les avantages sont :

- la grande rapidité des opérations : on compare deux poids sans avoir a les me-
surer,

- la suppression des erreurs de lecture,

- la suppression presque totale des calculs,

- la possibilité d'imaginer un appareil effectuant le classement de fagon automa-
tique.

On a vu au paragraphe I, que les avantages peuvent l'emporter nettement sur
les inconvénients, en particulier dans des contrGles industriels qui doivent étre
confiés a un personnel peu qualifié, et ou l'on ne recherche pas une trés grande
précision de 1'indice de dispersion.

VERIFICATIONS EXPERIMENTALES

Avant d'appliquer industriellement la méthode, nous avons procédé '"in vitro"
a une série de vérifications expérimentales dont les résultats vont étre donnés.
Toutes les vérifications ont porté sur la dispersion en poids de lots de ciga-

rettes prélevées a la sortie d'une machine. La distribution des poids de cigarettes
obéit presque toujours 3 une loi normale, ou tres voisine de la normale.

Le poids moyen d'une cigarette est d'environ 1 gr 2, L'écart-type, exprimé
en milligrammes, varie, suivant le modele, l'ancienneté et 1'état de la machine,
de 50 2 100 et méme plus.

Les lots étudiés - provenant de plusieurs Manufactures et dans chacune
d'elles de plusieurs machines - sont de 1000 cigarettes.
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a) Estimation de o a partir de w,, sans erreur de classement
Les cigarettes, numérotées de 1 & 1000, ont été pesées individuellement avec
une grande précision, et 1'on a calculé 1'écart-quadratique moyen.

On a ensuite associé les numéros deux par deux, strictement au hasard. On a
calculé les 500 différences de poids w, des cigarettes ainsi associées, puis leur
moyenne W, . On en a déduit l'estimation &, par la relation :

8y = 0,8862 W,

Les résultats obtenus figurent dans le tableau ci-apres (on avait choisi volon-
tairement des lots d'écarts-types tres différents).

Référence G (et G(WZ, ]I_D(:iffe_
Machine 1 54,1 54,8 +0,7

" 2 55,1 57, - +1,9

Manuf.X " 3 58,4 57,4 -1,-
" 4 53,8 64,8 +1,-

" 5 67,2 65,7 - 1,5

59,7 59,9 + 0,2

Machine 1 67,3 63,6 - 3,7

" 2 76,3 73,- - 3,3

Manuf.Y " 3 79,6 79,7 + 0,1
" 4 87,9 86, - -1,9

" 5 115, - 112,6 - 2,4

85,2 83,- -2,2

Machine 1 90,5 86, - - 4,5

" 2 97,8 98,1 + 0,3

Manuf.Zz { " 3 101,8 105,6 +3,8
" 4 112,7 111,1 - 1,6

" 5 117,9 112,5 - 5,4

104,1 102,7 - 1,4

ENSEMBLE 83, - 81,9 -1,1

La concordance des deux estimations peut étre considérée comme satisfai-
sante. Les plus gros écarts sont presque touJours dans le sens O'(W) < By
et sur l'ensemble c'( ,) est légeérement inférieur a & (s?) . Ces écarts sont dans
le sens qu'expliquent de légeres erreurs de classement.

b) Influence des erreurs de classement

Sur 3 lots de 1.000 cigarettes, on a procédé a la vérification suivante :
1) On détermine l'écart-type &2, (désigné ci-dessous par o).

2) Comme indiqué ci-dessus (numérotage des cigarettes de 1 & 1000, consti-
tution au hasard de 500 couples) - on détermine le poids total des plus lourdes de
chaque couple, et le poids total des plus légeres, d'ol par différence et division

par 500 l'intervalle de variation moyen W, ; on en déduit le rapport (%) observé
2
(la valeur théorique est 0,8862).

3) On repere tous les couples dont la différence w, est inférieure ou égale a
a = 5 mg. Pour chacun de ceux-ci, on dirige, d'aprés le résultat d'une épreuve
de ''pile ou face', la cigarette la plus lourde, soit vers le groupe des cigarettes
""les plus lourdes' soit vers le groupe des cigarettes '"les plus légeéres'' et inver-
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sement. Ainsi, le poids total des cigarettes considérées '"comme les plus lourdes
dans chaque couple' est normalement diminué; le poids total des cigarettes ''con-
sidérées comme les plus légeres' est normalement augmenté. On calcule ensuite

la nouvelle valeur de (-‘_;,‘7) qui est normalement plus élevée que la précédente
2

- et on la compare a la valeur théorique dont on a établi précédemment qu'elle
est :
A, 5
0,8862 e " , avec X = .
4) On recommence la méme opération avec des '"erreurs de classement" ca-
ractérisées par des valeurs de a :

=10 a=15 a =20 a =25

et 1'on compare chaque fois le coefficient observé (<Z-) - qui normalement aug-
q w, q g

mente de plus en plus - et le coefficient théorique calculé avec la valeur convena-
ble de A .

Le résultat de ces opérations figure dans les trois tableaux ci-apres. On y
constate qu'il y a une concordance satisfaisante entre coefficients observés et
coefficients théoriques.

ler LOT
1.000 cigarettes - 500 couples - o = 70,21
Valeur de a 0 5 10 15 20 25
Valeur de A =& 0 0.071 | 0.142 | 0.214 | 0.285 | 0.356

% de couples séparés au hasard 0% 3.6% 8.2% (11.4% [15.-% |19.8%

W, observé 78.458 |78.322 (77.970 |77.694 [76.978 |76.014
0 /%, observé 0.8949| 0.8964  0.9005( 0.9037 | 0.9121| 0.9236
Coefficient théorique 0.8862| 0.8873| 0.8907| 0.8964 | 0.9044 | 0.9147
2eme LOT
1.000 cigarettes - 500 couples - ¢ = 80.23
Valeur de a 0 5 10 15 20 25
Valeur de A =% 0 0.062 | 0.125 | 0.187 | 0.249 | 0.312
% de couples séparés au hasard 0% 3.2% 7% 10% 13.2% |16.6%
W, observé 90.444 {90.404 |89.964 (89.660 |88.852 |88.008
o /%, observé 0.8871| 0.8875| 0.8918| 0.8948( 0.9029| 0.9108
Coefficient théorique 0.8862| 0.8871| 0.8897| 0.8940| 0.9000| 0.9080
3¢me LOT .
1.000 cigarettes - 500 couples - o = 87.13
Valeur de a 0 5 10 15 20 25
Valeur de A =3~ 0 0.057 | 0.115 | 0.172 | 0.230 | 0.287

% de couples séparés au hasard 0% 2.6% 6.6% 9.2% (10.4% |15%

W, observé 96.000 [95.928 |95.628 |94.948 |94.024 |[94.056
o /w, observé 0.9076] 0,9083 | 0.9111| 0.9177| 0.9267| 0.9264
Coefficient théorique 0.8862| 0.8869 | 0.8891| 0.8928 | 0.8980| 0.9046

-59 -



