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HIERARCHISATION D'ENTITES A PARTIR DE COMPARAISONS
BINAIRES ASSISTEE PAR UN SYSTEME INTERACTIF (*)

par Laszlo N. Kiss (!) et Jean M. MARTEL (%)

Résumé. — Dans la pratique de la gestion, on a de plus en plus tendance & vouloir prendre en
considération des aspects socio-économique, technique, politiques et des objectifs multiples souvent
conflictuels. Le manager est ainsi confronté & des problémes passablement complexes qu’il cherche
d structurer en établissant une certaine hiérarchisation dans tous ces éléments.

C’est précisément pour lassister dans cette phase de structuration que nous avons développé
quelques résultats issus de l'analyse combinatoire et mis au point des algorithmes itératifs et
interactifs, conviviaux avec présentation visuelle.

Mots clés : Macroentités; décomposition hiérarchique; systéme relationnel d’ordre; graphe
partiellement et totalement saturé; relations binaires; systéme interactif.

Abstract. — There is a growing tendency in the real world to take account of socio-economical,
technical, political aspects and often conflictual objectives when making decisions. The manager
can thus be confronted with complex problems that he would try to structure through the development
of a hierarchy among all these elements.

The focus of this paper is to help the manager establish such a structure among the conflicting
objectives. Results emanating from combinatory analysis are presented together with iterative and
interactive convivial algorithms and visual support.

Keywords : Macroentities; hierarchical decomposition; order relational system; completly and
partially saturated graph; binary relations; interactive system.

INTRODUCTION

Dans I’analyse des problémes de gestion (autant dans la gestion publique
que privée), on a de plus en plus tendance & vouloir prendre simultanément
en considération les aspects économique, humain, technique, politique, etc.
On se trouve dés lors confronté a4 une multiplicité d’objectifs, de contraintes,
de revendications, etc. L’hypothése simplificatrice selon laquelle 1'unique

(*) Regu octobre 1989.

(*) Centre National de Management, Budapest, Hongrie et Facuité des Sciences de I’Admunis-
tration de ’Université Laval, Québec, Canada G1K 7P4.
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130 L. N. KISS, J. M. MARTEL

objectif d’un dirigeant est la maximisation du profit ne semble pas trés
réaliste. Bien que le profit a long terme soit toujours important pour les
entreprises, ces derniéres poursuivent le plus souvent tout un ensemble
d’objectifs pas toujours trés bien explicités, généralement conflictuels et méme
parfois ambigus.

Les situations sont trés nombreuses ou un manager doit établir une hiérar-
chisation (un ordre de priorité) parmi les éléments d’un ensemble parfois
assez grand d’entités. Par exemple, en analyse multicritére, que se soit avec
la méthode de la fonction d’utilit¢ multiattribut [Keeney and Raiffa, 1982],
avec une méthode basée sur une relation de surclassement [Roy, 1968, 1972,
1978], avec une méthode lexicographique [Fishburn, 1974], etc., on est amené
a hiérarchiser des objectifs et (ou) a établir une relation d’ordre entre des
critéres, des attributs. D’ailleurs, il existe présentement un courant de recher-
che fort important ou 'on part de relations d’ordre d’importance entre des
sous-ensembles de critéres, soit pour expliciter la valeur des coefficients de
pondération de ces critéres ou soit pour, tout au moins, établir des intervalles
de variation pour les valeurs de ces coefficients [Vansnick, 1986; Solymosi
et Dombi, 1986; Pasche, 1987; Roy et al., 1986].

Face a un ensemble de critéres construit pour éclairer une décision, il est
exceptionnellement rare qu’ils revétent tous la méme importance aux yeux
du décideur, ou bien que I'importance de chacun soit totalement différente.
Fréquemment, a partir de jugements révélés par un décideur sur des paires
de critéres, on cherche a construire une hiérarchisation de ces derniers selon
leur ordre d’importance. D’ailleurs, certaines méthodes d’analyse multicritére
exigent uniquement une telle relation d’ordre concernant 'importance des
critéres [Roubens, 1980; Paelinck, 1978; Hinloopen e? al., 1983].

Dés que 'on aborde une décision en cherchant a prendre en compte ses
multiples facettes, on est la plupart du temps conduit a des questions du type
de celles qui sont discutées dans ce texte. Notre objectif premier n’est cepen-
dant pas de chercher a résoudre un probléme de décision multicritére, comme
cela est le cas avec 1’analyse hiérarchique de Saaty [1980], mais de contribuer
éventuellement a sa structuration.

Les situations ou se posent des questions de hiérerchisation ne se retrouvent
pas uniquement en analyse multicritére mais également dans bien d’autres
contextes dans la gestion des organisations. On peut penser par exemple :

— au responsable d’un groupe travaillant sur la qualité de vie au travail
qui, aprés avoir recensé une liste souvent interminable d’irritants et d’en avoir
regroupé certains, doit établir un ordre de priorité entre tous ces éléments afin
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HIERARCHISATION A PARTIR DE COMPARAISONS BINAIRES 131

de proposer a la direction de son organisation une séquence d’interventions en
vue d’améliorer les conditions de travail;

— a des exercices de brain storming ou ’on emploie entre autres la techni-
que du groupe nominal pour susciter des idées que I’on doit par la suite
mettre en ordre;

— a la planification du développement, de I'implantation de projets néces-
sitant un large ensemble d’activités et de tches parmi lesquelles il faut établir
un ordre de priorité, certaines devant étre réalisées concurremment, d’autres
séquentiellement.

Alors qu'il peut étre relativement facile pour quelqu’un de porter un
jugement sur deux entités a la fois, la tdche qui consiste a hiérarchiser tout
un ensemble d’entités devient rapidement difficile lorsque leur nombre est le
moindrement grand. Aussi avons-nous développé un algorithme interactif,
convivial, avec présentation graphique pour assister les managers, les politi-
ciens et autres dans cette tache.

Dans un premier temps, cet outil permet de regrouper les entités jugées
similaires en macroentités. Dans un deuxiéme temps, a partir de jugements
révélés par le manager sur des paires de macroentités, I’algorithme établit un
ou plusieurs préordres.

La prochaine section de ce document présente les notations utilisées, ainsi
que la conception algorithmique qui comporte deux phases :

— DPagrégation partielle des entités en macroentités sur la base des
« équivalences » révélées;

— la décomposition hiérarchique sur la base des « priorités » révélées.
Dans les autres sections, on retrouve la décomposition hiérarchique; les divers
résultats reliés dune part a la variété des décompositions hiérarchiques
respectant un systéme relationnel d’ordre donné et, d’autre part, la variété des
systémes relationnels d’ordre conduisant 4 une décomposition hiérarchique
particuliére; et, enfin, la conclusion résumant briévement les résultats de cette
recherche ainsi que ses limites.

NOTATIONS ET CONCEPTION

On considére un ensemble fini X={X,, X,, ..., X,,} de m entités et une
relation binaire (une relation d’ordre : un ordre de priorité, d’importance, de
préférence) R={P, I} ={ >, ~ } définie sur les couples (X;; X;)e X+ X, telle
que
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132 L. N. KISS, J. M. MARTEL

e X;PX; une relation d’importance entre X; et X; ou P signifie « X; est
plus important que X; », ou « X; est prioritaire 4 X; », ou « X; est préférée a
X;», ... selon le contexte; (P = >)

® X;1X; une relation d’indifférence entre X; et X; ou I signifie « X; est de
méme importance que X; », ou « X; et X ; sont équivalents », selon le contexte;
I=~).

Si 'on désigne par £ = X-X P'ensemble des couples vérifiant 'une ou
I'autre de ces relations binaires, alors on désire que le graphe G=(X, %) soit
transitif, c’est-a-dire que lon ne tolére pas lintransitivité. De plus, il est
naturel que la relation I (relation d’équivalence) soit symétrigue, c’est-a-dire
que si (X, X)el=(X;, X)el; VX,eX; ¥V X;eX; Yi; Vj; alors que la relation
P est antisymétrique, c’est-a-dire que si (X, X)eP=(X;, X)¢P; VXeX;
VX;eX;i#).

Il est important d’observer que méme si I'on parvient 4 se prononcer sur
le sens de la relation R pour toutes les paires (X;; X;)eX X, il n’est pas
évident que I'on puisse déduire le préordre (total) résultant de ce systéme
relationnel d’ordre. De plus, pour un ensemble de m entités il faudrait que
I'on compare m(m—1)/2 paires, ce qui est assez laborieux dés que m est le
moindrement grand; il n’est d’ailleurs pas certain qu'un manager soit en
mesure et (ou) veuille faire toutes ces comparaisons. On ne supposera donc
pas que le manager se soit prononcé sur toutes les paires d’entités possibles
mais qu’il l'ait fait seulement sur celles pour lesquelles il est suffisamment
certain du sens de R. Il s’ensuit que le graphe G ne sera pas nécessairement
complet; on travaille en quelque sorte avec une « information incompléte » (*)
(voir fig. 1).

X X
1 2

" o

Ex. :non X3R X et

non qu X3

v

X
|

Figure 1

(*) Dans les relations de surclassement par exemple, non X,RX; et non X;R X; est interprété
comme de Pincomparabilité entre X; et X; le non R pourrait égafement étre interprété comme
une hésitation entre la préférence stricte et indifférence.
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HIERARCHISATION A PARTIR DE COMPARAISONS BINAIRES 133

Les questions que I’on peut étre amené d se poser dans une telle situation
sont :

e Sil’on est en présence d’un systéme relationnel d’ordre (S.R.0.) de type
R, peut-on obtenir un préordre (partiel ou total) des éléments de X ? Si oui,
ce préordre (cette décomposition hiérarchique) est-il unique ? Sinon, peut-on
trouver les autres?

o Etant donné une décomposition hiérarchique particuliére (une politique,
une séquence d’interventions, etc.), peut-on identifier le ou les S.R.O. condui-
sant précisément a cette décomposition ?

C’est 4 ces deux catégories de questions que I’on essaiera d’apporter des
réponses dans la suite de ce texte. Les réponses aux premi€res questions nous
renseignent sur le degré de liberté dont dispose le manager dans ses choix,
tout en respectant un ensemble de contraintes « d’aspirations » exprimées,
alors que les réponses aux questions de la deuxiéme catégorie peuvent s’avérer
forts utiles pour justifier une « prise de position » de la part du manager.

Pour parvenir 4 des réponses, il nous semble qu'un ftraitement en deux
phases peut €tre approprié, c’est-a-dire que l'on traitera de fagon séparée les
deux relations, I et P. Les relations I conduisent 4 une agrégation partielle
(une partition) des entités de X en macroentités 4; ms J= 1,2, ...,n,n<m;
chaque macroentité 4; est formée de 4; entités X, jugées équivalentes. Les
relations P seront appliquées aux macroentités et conduiront a une décompo-
sition (une partition) de ces » macroentités en v niveaux hiérarchiques
Dy > chaque niveau comporte m, macroentités, k=1,2, ..., v—1,v. On

n v

doit avoir évidemment ) h;= Y m,=m (voir fig. 2 et 3).

j=1 k=1

Définition InteractIve! I Proc&dure || DéfinitIon interactive][Procédure!

des relations I Jgragrégation!||! des relations ||de décom-!
, 4’ indifférence IR i de préférence position |
| xIx 77 qxsowy T AP A T (oEco)
J L _-_-__ | L __________ JE [

1%° puase 2° puAsE

___________________ B

Figure 2. ~— Synopsis du traitement en deux phases.

DECOMPOSITION HIERARCHIQUE

Comme nous venons de le mentionner, nous traiterons les relations R en
deux phases. On applique Ialgorithme ISOL pour regrouper en
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134 L. N. KISS, J. M. MARTEL

X A D
%] [ A | [ tn s ]
1 K
X A D
2 2(h,] 2[n,]
I=-~ . P=}
xi (indifférence) Aj ) (préférence) Dk ["x]
. —_— L2 _—
% Ratn ) vin,! |
! ] !
- - - - - ==\
! isolation agrégative l décomposition agrégative!

Figure 3. — Partition successive de ’ensemble X, puis de Pensemble A.
I; P=opérateurs de relations binaires. X;=i-iéme entité; i=1, 2, ..., m. 4; 1= j-iéme sommet
agrégé comportant un taux de cohésion v, constitué de /; entités issues de 'ensemble X; Y h=m;

i=1

2{h;Lv;<1; nEm; j=1, 2, ..., n. Dy, ,=k-iéme niveau constitué de m, sommets issus de

]
‘{: M=m;, VEREm; Dy N D, = k=1,2, ..., v, k#r.

Pensemble A;
X k=1

macroentités (?) les entités de X que I'utilisateur (le manager) juge similaires,
c’est-a-dire les entités pour lesquelles la relation I est vérifiée. Il peut s’agir
de critéres que l'utilisateur juge de méme importance ou de tdches qu’il
considére devoir étre exécutées simultanément, etc. On doit étre conscient
que selon le contexte et (ou) la procédure employée, 'ensemble X composé
de m entités peut déja étre le résultat d’une rationalisation car, souvent, on
part d’une trés longue liste d’idées un peu péle-méle (comme avec la technique
du groupe nominal par exemple) que I’on réorganise pour regrouper les idées
qui se recoupent. Cette premiére phase, nous permet :

e de réduire la dimension de l'ensemble X en un nouvel ensemble A
composé de n (<m) macroentités et

e de traiter le probléme des éventuels circuits que le graphe G pourrait
contenir.

Par la suite, I'utilisateur est demandé de révéler des relations d’ordre de type
P sur des paires de macroentités. On s’assure, a ’aide d’un algorithme (3), que

(*) On doit toutefois veiller a ce que le taux de cohésion entre les entités constituant chaque
macroentité soit suffisamment élevé afin qu’elle forme réellement une cligue.
(®) Le systéme interactif contient un algorithme qui contrdle l'intransivité (voir annexe 2, ).
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ces derniers jugements sont cohérents, c’est-a-dire qu’ils ne sont pas intransi-
tifs. Dans cette deuxiéme phase, on applique I’algorithme DECO au systéme
relationnel d’ordre que I'utilisateur vient de définir pour obtenir une décompo-
sition hiérarchique (un préordre total), dite directe, de celui-ci.

Si le nombre m d’entités est relativement petit (ex. : une demi-douzaine),
la mise en ceuvre de ces deux étapes de traitement est exécutable de fagon
manuelle, transparente et claire et, dans ce cas, on n’a pas réellement besoin
d’une assistance algorithmique. Par contre, méme avec beaucoup d’expérience
et de capacité mentale, si m augmente, la clarté disparait et les réponses aux
questions évoqueées précédemment deviennent rapidement difficiles & trouver.
11 est presque impossible de constituer sans contradiction des relations binaires
sur des ensembles d’entités de taille réelle lorsque le décideur ne dispose pas
d’une assistance algoritmique interactive en arriére-plan.

Dans la pratique, nous avons eu plusieurs fois I’occasion d’étre confronté
a des situations ou des gestionnaires pleinement engagés cherchaient a satis-
faire une suite de relations d’indifférence et de préférence qui étaient contra-
dictoires. Par conséquent, I'idée que le décideur puisse disposer d’une
« assistance algorithmique » interactive nous semble tout a fait fondée. Pour
assurer de fagon continue et systématique le contréle de la « cohérence » du
déeideur lorsqu’il révéle ses relations d’ordre, sachant que ces derniéres
exercent une influence décisive sur 'isomorphie entre la réalité et un modele
d’aide a la décision, un traitement en deux phases est également justifié.

L’algorithme de traitement de chacune de ces deux phases, dont les structu-

res sont présentées en pseudo-codes aux annexes 1 et 2, se base sur les deux
principes suivants :

1" phase : algorithme ISOL (isolation agrégative)
Principe

Fusion systématique des lignes de la matrice &/, .,; associée au graphe
G=(X, I) a l'aide des opérateurs logiques { OU ) (%).

La figure 4 illustre cet algorithme & partir d’'un ensemble X composé de
21 entités.
2°¢ phase : algorithme DECOQO (décomposition agrégative)
Principe

Recherche et séparation séquentielle des sommets de G=(A, P) dont les

demi-degrés extérieurs dg (4) sont zéro et dont les demi-degrés intérieurs
dg (A) ne sont pas nécessairement non-zéro.

(*) Une opération logique (OU ) dans l'algébre boolienne produit 1 si et seulement si au
moins I'une des deux entrées est a I’état 1.
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G=(x%,1) 4 | m=21
(mxm]
_# 01 02 03 04 0S5 06 07 08 09 10 11 12 13 314 15 16 17 18 19 20 21
0i 11 3 1
02 11 1 1
19 03 1
04 1
(el os| 1 12 1
0 1
07 1 11
\ 08 1 1
3] 1 1
18 \Ol 10 1
1 1 1
17 12 1
20 -y 11
14 1
15 1 1
16
7
18 1
19
20
21 1
[ J

Figure 4. — Isolation agrégative (exemple).

La figure 5 illustre cet algorithme & partir de ’ensemble des macroentités
obtenues a la figure 4. Afin d’expliciter d’avantage I’exemple présenté (fig. 4
et 5), voici quelques explications supplémentaires. Bien entendu, la topologie
des graphes des figures 4 et 5 ainsi que les relations introduites sont tout a
fait arbitraires.

Nous pouvons supposer que 'ensemble X= { X, X,, ..
une liste de 21 tiches différentes et que le décideur identifie une relation

d’indifférence I entre les couples suivants ;

Xo1TXoz;5 Xo1 LXos; Xog 1X g5 Xoa I Xos5 Xop 1X s
X031 Xo45 Xoe 1 Xog; Xor XX o3 Xon I Xyy; Xi31X, y;
Xi61X g5 X161 X, 15 X171 X g5 X171 X305 X191 X0
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G=(A,P)

[nxn] I

n| 01 02 03 04 05 06 07 08
01 1 1
02 1
03
04 1 1
. 0S
' \ ) 06 i
' 07| 1 1
\ Q8 1 1
Ny
L ]
HIERARCHISATION

niveaux 4 3 2 1

Figure 5. — Décomposition agrégative (exemple).

Le traitement d’isolation agrégative ISOL conduit & une agrégation partielle
produisant ’ensemble

A= {4,515 420205 43125 Aarsp Aspups Ao 4735 gy}

dont les éléments représentent 8 macroentités, « conglomeérats » des entités
provenant de I’ensemble X, ou

Ay s3=Xo1 U Xo2 U X5 U X0 U X5
Az 2= Xo3 U Xo4

vol. 25, n® 2, 1991



138 L. N. KISS, ] M. MARTEL

A3 2= Xo6 U Xog
Aa13=Xo7 U X0 U Xqy
As =X,
Ag21=X13 U Xy
A7 3= X16\U X158 U X3y
Ag31=X17 U X190 U Xy

(voir 1a figure 4).

La dimension initiale de 21 entités est réduite a 8, facilitant ainsi la lucidité,
P’expressivité structurée du probléme. Le décideur établit ensuite des relations
de préférence P entre les huit macroentités lesquelles sont sous le contrdle
immédiat et permanent d’un mécanisme algorithmique afin de prévenir la
production éventuelle de circuits dans le graphe. Supposons que le décideur
avait introduit les relations suivantes :

Ay (51P A3 1015 Ay 5P As (1) A2 2P Ay 513 A3 P Ay s); Ada 3P As g
Ag P Az A7 )P Ay 15); A7 (3P A3 125 Ag 3P Aua); As 3P 471315

alors le traitement de décomposition agrégative DECO nous fournit entre
autre ’ensemble

Do ={D; 1235 D21uy; D3pap Daran}s

Dy 2)= A3 15U 4s (1y= (Xo6 U Xog) U X153
D, =4, [5]=X01 U X2 U Xo5 U Xoo U X 55
Dy =A2120U 4a3U 47 13=
= (Xo3 U X04) U (Xo7 U X0 U X;1) U (X6 U X5 U X3y);
Dy1=A612)U dg 3= (X153 U X14) U (X1, U X190 U X30).

(voir la figure 5).

Notons que le traitement de décomposition agrégative fournit non seule-
ment le regroupement sur le méme niveau hiérarchique des macroentités
pouvant étre exécutés concurrement, mais également une structure hiérarchi-
que séquentielle respectant les exigences de préséance du décideur. On crée
ainsi des relations d’indifférences implicites dont le pragmatisme, du point de
vu du décideur est indiscutablement important puisque cela peut stimuler des
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perceptions nouvelles, de nouveaux axes de jugement du probléme initiale-
ment posé.

VARIETE DES DECOMPOSITIONS HIERARCHIQUES ET DES SYSTEMES RELATION-
NELS D’ORDRE

Il est assez facile de voir qu’il n’existe que rarement une correspondance
biunivoque entre les systémes relationnels d’ordre et les décompositions hié-
rarchiques. En effet, il existe en général plusieurs décompositions hiérarchi-
ques découlant d’un méme S.R.O. et plusieurs S.R.O. peuvent conduite 4 la
méme décomposition hiérarchique. Le fait que la correspondance ne soit pas
biunivoque n’est pas sans intérét. En effet, elle conduit & des questions
d’analyse combinatoire qui ne sont pas suffisamment explorées jusqu’a présent
dans la littérature et elle indique la marge de manceuvre dont disposent le
manager et le politicien dans le choix de leur stratégie d’intervention.

Dans ce texte, notre analyse combinatoire se limite 4 la deuxiéme phase,
c’est-a-dire a celle des relations du type P, I' : A< D. Toutefois nous sommes
conscients de ’existence des aspects combinatoires des relations I, A : X< A
ainsi que des relations R, A=T"¢A : X< D, dont I’exploration exigera encore
des efforts de recherche dans I’avenir.

Les situations de comparaisons binaires dans la pratique de la gestion
semblent étre dominées par les relations de priorité (voire de préférence),
d’ou « l'urgence » relative de se concentrer sur ’exploration de la relation
T':A<D.

Dans un premier temps, on vérifie la multiplicité des décomposition hiérar-
chiques.

Considérons I'ensemble A={ A4, ;, 42,y - - -» 4 g -+ s A (hy1 § QUI €St
le résultat de Uisolation agrégative de I'ensemble X (voir I’algorithme ISOL)

\

ou
X={X;, Xy, ..., Xy ..., X} n<m,
o, _ .
puis Iensemble D={D; 0. Dspypr - > Dipups -+ > Dypa > VERSmM qui

est le résultat de la décomposition agrégative de 'ensemble A (voir ’algorithme
DECO) avec, naturellement

v i n hj m
U ( U Dklkﬂ): U <U Ajm): U X

k=1 \ky=1 =1 \s=1 i=1

vol. 25, n® 2, 1991



140 L. N. KISS, J. M. MARTEL

Soit
d;(ay, ;) =min dj{(mk,kl"‘Dk+k2,k3)1®k+k2,k359fk,klf k=1,2, ..., v—1;
k=12, . onek,=12 .. vk ks=1,2, ..., Mpus, }
d;i(0y 5, )EN, Vi=1,2,...,n

le multiplicateur de distance entre la j-iéme macroentité agrégée en tant que
le k,-iéme élément du k-iéme niveau o, , et toutes les autres macroentités
agrégées, chacune en tant que le kj-iéme élément du (k+k,)-iéme niveau
Oy 4k, k5 S€ trouvant sur 'un des v—k niveaux restants a condition que
O s ky, k3 € a1, OU Hy ,, représente I'ensemble des macroentités avec les-
quelles @ ,, entretient une relation d’ordre A).

Algorithme pour la recherche itérative de ces multiplicateurs (INDI)
Principe

Surveiller le changement de position du niveau d’une macroentité, lequel
peut causer — par les superpositions de transitivités — une réaction en chaine
des changements de position du niveau d’une série de macroentités reliées en

cascade et (ou) en grappe, parmi lesquelles au moins une précéde directement
cette macroentité.

Alors, le dénombrement A du nombre de décompositions hiérarchiques
satisfaisant le méme systéme relationnel d’ordre peut étre donné par I'expres-
sion suivante :

A=Tl1d; Azl M

La décomposition est unique si A=1 et multiple si A>1. L’unicité ou la
multiplicité dépend de la « qualité » du S.R.O. construit par le manager.
L’unicité indique que 'on est en présence d’une relation I’ biunivoque; A
s’approche de plus en plus de 1 lorsque le S.R.O. est de plus en plus « saturé »
en relations d’ordre. La multiplicité signifie, dans un contexte de gestion, gue
lon peut satisfaire par plusieurs stratégies équivalentes (plusieurs décomposi-
tions) les mémes exigences de base, la méme philosophie de gestion.

Dans la pratique de la gestion, sous I’aspect d’une décomposition donnée,
il est exceptionnellement rare que I'on établisse un systéme relationnel d’ordre

(*) Autrement dit, 5#, ,, est I'une des lignes de la matrice & contenant des relations d’ordre,
concernant des macroentités de I’ensemble A.
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qui minimise la dimension de ce dernier. Bien au contraire, il est plutot
fréquent que ce systéme relationnel d’ordre soit surchargé par la superposition
d’exigences redondantes ou superflues.

Si A>1, c’est-a-dire lorsque la relation I' : A<D n’est pas biunivoque, ce
qui est le plus souvent le cas, on peut étre intéressé a déterminer les A
décompositions hiérarchiques résultant de ce S.R.O. ou a s’interroger sur les
divers S.R.O. conduisant &8 une méme décomposition hiérerchique. A partir
de I'algorithme DECO, on peut établir les deux préordres extrémes (°) ainsi
que toutes les décompositions intermédiaires si A n’est pas trop grand, ou
quelques-unes de ces décompositions (a 'aide de simulations) lorsque A est
grand.

Les prémisses et corollaires qui suivent permettent de déterminer les divers
S.R.O. conduisant 2 une méme décomposition hiérarchique D, et apportent
des éclaircissements sur la complexité combinatoire de I' : A<>D.

Prémisse 1

Le nombre minimum C,;, de relations d’ordre résultant de la méme
décomposition Dy est déterminé par la formule suivante :
i=2

Cmin = Z ni; v g 2 (2)

(incr.— 1)

ou
v=le nombre de niveaux de la décomposition D,
1;=1le nombre de macroentités appartenant au i-ime niveau, i=v, v—1,
2
5 2.

Remarque. — C;,=n—1 si et seulement si v=n=2, c’est-d-dire si les
niveaux sont constitués par une seule macroentité.

Prémisse 2

Le nombre maximum C,, de relations d’ordre résultant de la méme
décomposition D, est donné par la formule ci-dessous :
ne=1)_ 3 nini—1)
Crnin = -2 ©))
2 =1 2

(%) Le premier préordre extréme correspond a la décomposition directe, alors que le deuxiéme
représente la décomposition inverse a partir du graphe G'=(A, P™1).
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ou
n=1e nombre de macroentités constituant ’ensemble A
v=le nombre de niveaux de la décomposition Dy

n;=le nombre de macroentités appartenant au i-iéme niveau, i=1, 2, .. .,

v.

Remarque. — C,,=n(n—1)/2 si et seulement si v=n2=2, c’est-a-dire si les
niveaux sont constitués par une seule macroentité.

L’application de C,,,, résulte d’une saturation totale et absolue en relations

d’ordre dans S.R.O.

Prémisse 3

Le nombre quasimaximal C,  de relations d’ordre résultant de la méme
décomposition D, est égal a la somme sériale des produits, deux par deux,
du nombre d’éléments sur les niveaux successifs, c’est-a-dire :

i=2
Cqm“= z NiMi-1 )]
(incr.— 1)

N

ou
v=Ile nombre de niveaux de la décomposition D,
n;=le nombre de macroentités appartenant au i-i€éme niveau, i=v, v—1,
e, 2
Remarque. —
C <C

S .
min = “{qmax = — max

LD’application de C, _ résulte d’une saturation relative en relations d’ordre
par rapport & deux niveaux successifs.

=C,;,=n—1, si et seulement si v=n2>2 et évidlemment

4max min

Le dénombrement de Pensemble des systémes relationnels d’ordre résultant des
mémes niveaux hiérarchiques

En vertu du caractére combinatoire du probléme, il est facile de se rendre
compte que le décideur peut aboutir aux mémes niveaux hiérarchiques a
partir de nombreux états initiaux différents, autrement dit, a partir de plu-
sieurs systémes relationnels d’ordre.

CoroLLAIRE 1 : Le nombre x, de systémes relationnels d’ordre ou chacun
des systémes est construit par un nombre minimal C,;, de relations résultant
toujours de la méme décomposition Dy (en v niveaux ou ces derniers sont
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constitués respectivement par My, Ny, ..., T, Mmacroentités) peut étre obtenu
par lexpression suivante :
i=2
Ko=fo(nili="5 v=1,...,2)= H (M- ™ (5)
i=v
(incr.—1)

Nous ne donnons pas la démonstration de ce corollaire puisqu’elle n’offre
aucune difficulte particuliére; k, €tant les (v— 1)-uplets formés chacun de la
n;-puissance de n;_, macroentités, avec i=v, v—1, ..., 2.

CoRrOLLAIRE 2 — Saturation relative en relations : Le nombre x, de systémes
relationnels d’ordre ou la dimension de chacun des systémes varie entre le
nombre minimal C,,;, et le nombre quasimaximal C,  résultant toujours de
la méme décomposition D, (en v niveaux ou ces derniers sont constitué respecti-

vement par Ny, N, - . ., N, Macroentités) peut étre obtenu de la facon suivante :
i=2
K =fo(M:]i=v,v—1, ..., 2)= H (2ni-1— 1) 6)
(im‘::‘: 1)
i=2

Remarque. — 11 n’est pas nécessairement vrai que I—[ (2Mi-1—1)™ soit
i=
(incr.— 1)
égal a

i=y-1
n ni+1—1)m,
i=1

(incr. +1)

Démonstration. — Une macroentité se trouvant sur le i-iéme niveau de la
décomposition D, doit précéder au moins une macroentité se trouvant sur le
(i—1)-iéme niveau de D,

o Le nombre maximal de relations possibles entre chacune des macroentités
du i-iéme niveau et toutes les macroentités du (i— 1)-iéme niveau est évidem-
ment égal &

Mi-1
(n;—1)+(m—1>+ o +<m—1>+(m-1)= y <T|i—1)=2,,i_x_l
1 2 Ni-2 MNi—1/ «k=1\ k
o Le nombre maximal de relations possibles entre deux niveaux successifs
est alors &

(2“;‘—1 — 1)‘1:'

vol. 25, n® 2, 1991



144 L. N. KISS, J. M. MARTEL

e Par conséquent, le nombre maximal de relations possibles donnant la
méme hiérarchisation des macroentités, voire la décomposition D, en v
niveaux, est nécessairement égal a (6).

QED.

CoroLLAIRE 3 — Saturation absolue en relations : Le nombre x de systémes
relationnels d’ordre ot la dimension de chacun des systémes varie entre le
nombre minimal C_;, et /e nombre maximal C,,, résultant toujours de la
méme décomposition Dy (en v niveaux avec My, M, . . ., N, Macroentités par
niveaux respectivement) est donné par l'expression suivante :

i=2 k=i-1 n
kx=f(n;li=v,v—1,...,2)= Il ( Y (2“i—k—1)) )
i=v k=1
{incr.— 1}

Remarque. — 1l n’est pas nécessairement vrai que

i=2 k=i—1 n
M (x @)
i=v k=1

(incr.— 1)

soit égal a

i=v—1 k=v n
(5 )t
i=1 k=i+1

(incr.+ 1)

Démonstration. — En admettant qu’une macroentité se trouvant sur le i-
icme niveau de la décomposition D, doit précéder non seulement au moins
une macroentité appartenant au (i— 1)-iéme niveau, mais au moins une
macroentité appartenant au (i —2)-iéme niveau, ainsi de suite jusqu’au 1°f

niveau, alors Vinterprétation de x comme le (v— 1)-uplets formés chacun de
k=i-1

la n;-puissance des sommes Y. (2%-k—1);i=v,v—1, ..., 3,2 est évidente.
k=1
QE.D.

On peut interpréter x,, ¥, et x comme « les degrés de liberté » du décideur
en méme temps qu’ils sont aussi une indicateur de l'inutilit¢ de saturer le
graphe d’exigences superflues. Le nombre de relations sans influence — bien
qu’elles soient logico-mathématiquement toujours correctes — s’accroit trés
rapidement en fonction du nombre de macroentités impliquées dans le pro-
bléme étudié.

Drailleurs, le calcul numérique de (5), (6) et (7) nécessite quelquefois une
prouesse informatique. Par exemple, on a été contraint de construire une
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arithmétique virtuelle sur un IBM-AT afin de pouvoir effectuer ces calculs,
quelque soit la dimension de A (7).

On peut synthétiser les divers ensembles de S.R.O. découlant de ces corol-
laires de la fagon suivante :

® S, ={8, 8, .., S, ..., 8}
ou

Sp=lensemble des systémes relationnels d’ordre de cardinalité x admet-
tant une saturation absolue en contraintes;

S;=un systéme relationnel d’ordre dont la dimension peut varier de C;,
a C,,, et qui résulte toujours en la méme décomposition D,

S;#; Vi i=1,2, ..., x (voir la prémisse 2 et le corollaire 3);

08~ (8080 08 L8]
ou

§{“q,=I’ensemble des systémes relationnels d’ordre de cardinalités x, admet-
tant une saturation relative en contraintes;

S,=un systéme relationnel d’ordre dont la dimension peut varier de C,,,
a C,_. et qui résulte toujours en la méme décomposition D,

S’ﬁé Vi i=1,2, ..., x, (voir la prémisse 3 et le corollaire 2).

8= {8080 80 By)
ot

§[xol= Pensemble des systémes relationnels d’ordre minimal de cardinalité
Ko-

S,=un systéme relationnel d’ordre minimale dont la dimension est C,,,, et
qui résulte toujours en la méme décomposition Dy,

S#T; Vi i=1,2, ..., , (voir le prémisse 1 et le corollaire 1).

Bien entendu Sy, ;€8 €S, et koK, Sk

Pour donner un apergu visuel, nous présentons, a partir de P'exemple

introduit aux figures 4 et 5, une série de figures a l'aide desquelles nous
pouvons peut-étre illustrer mieux toute la richesse :

o des S.R.O. conduisant 4 la méme décomposition hiérarchique et
e des décompositions hiérarchiques découlant d’un méme S.R.O.

Considérons la décomposition D, de la figure 5. En utilisant (2) et (5), on
obtient C_; =6 et k,=18, c’est-a-dire qu’il y a 18 graphes de base, dont
chacun contient exactement 6 arcs orientés. En appliquant I’algorithme

(") Sans vouloir détourner P'attention du lecteur, signalons que x prend une valeur d’ordre
10190 si le nombre d’entités se situe autour de 70.
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A ¢ / W/ R
c / \ \ \%'/

SIG Sl7
\ \\ m " C, ~f(D)=6 ; k =£(D)=18
| \ e Ly \\]0\ \
\.\ ‘l’[ 1 ,
,1 Lo f‘i \ vo=-4
I I's . [ N
\ . ¢ i i 7, 2; 1)= 1; 1;- 3; n,= 2
: / 14

Figure 6
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i
LY
saturation saturation
- relative absolue

=11 c =23
qmax max
K, = 147 K = 23232
Figure 7

DECO sur ces 18 graphes de base, nous obtenons toujours la méme décompo-
sition D, (fig. 6).

L’état de saturation relative peut €tre réalis¢ a l'aide de C, =11 arcs
orientés [équation (4))], alors que la réalisation de I’état de saturation absolue
nécessite C,,, =23 arcs orientés [équation (3)]. Si le nombre d’arcs peut varier
entre C,,;,=6 et C, =11, alors on peut définir x,= 147 graphes différents
[équation (6)], tandis qu’a partir d’'un S.R.O. contenant entre C,;,=6 et
Chax=23 arcs orientés, on peut définir x=23232 graphes différents
[équation (7)]. Soulignons que chacun de ces graphes conduit toujours a la
méme décomposition directe Dy, (fig. 7).

Comme nous ’avons indiqué précédemment, plusieurs décompositions hié-
rarchiques différentes peuvent étre issues du méme systéme relationnel d’or-
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décomposition

S directe intermédiaire inverse

T

>
~
Yy,

AN
/f/ - -
f e :/ &
Ly ,
\0 g*v’

N

/ \ S Mt
i B ¥
" ,‘ . —_ ;
; f /
\ . &
\

N e

A(sv)~8

Figure 8

dre. Le coefficient de multiplicité A atteint son maximum local si les deux
préordres extrémes (décomposition directe et décomposition inverse) ont été
déterminé a partir de I'un des «, graphes de base. Aprés avoir appliqué la
procédure algorithmique INDI, dont le principe a été présenté dans les pages
qui précedent, a Paide de la formule (1), on peut déterminer
ASD.i=1,2, ..., x, (voir fig. 8).

La figure 9 fait la synthése des divers S.R.O. pouvant conduire a une
méme décomposition hiérarchique D, ainsi que des différentes décompositions
hiérarchiques issues de ces divers S.R.0O. On note en particulier que tous les
S.R.O. dont la dimension varie entre le nombre quasimaximal C, et
maximal C,,,, de relations d’ordre conduisent 4 une décomposition unique.
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1s2as2'%)
max

>—

S et
i multiplicité iunicitéi

Figure 9. — Synthése de I : A< D.

CONCLUSION

Dans la pratique de la gestion, on a de plus en plus tendance & considérer
simultanément de nombreux aspects (économique, humain, technique politi-
que, etc.) et de multiples objectifs, le plus souvent conflictuels. Le manager
est ainsi confronté a des problémes passablement complexes. Il peut chercher
4 les structurer en établissant une certaine hiérarchisation de toutes ces entités
(objectifs, critéres, opérations, etc).

C’est précisément pour cette phase de structuration que notre travail veut
apporter une contribution. En effet, nos résultats d’analyse combinatoire
ainsi que les algorithmes que nous avons développés, accompagnés d'un
support informatique visuel et convivial, fournissent au praticien une aide
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constructive et interactive pour mettre un peu plus d’ordre dans ce que 'on
est souvent justifié d’appeler un « fouillis ». L’accroissement trés rapide du
nombre de S.R.O. pouvant étre définie a partir d’'un ensemble d’entités et
des décompositions hiérarchiques qui en sont issues justifie amplement le
développement de tels outils.

A notre connaissance, on trouve nulle part dans la littérature des indications
sur le nombre de S.R.O. pouvant &tre définis a partir de » entités ou
macroentités. Pourtant, il s’agit d’'une question fort intéressante puisqu’elle
nous renseigne sur 'ampleur des possibilités combinatoires sous-jacentes. On
retrouve dans I’annexe 3, un corollaire fournissant quelques indiquations dans
ce sens.

Les résultats obtenus dans cette recherche nous ont permis de mieux
percevoir les dimensions des problémes combinatoires sous-jacents et nous
incitent a poursuivre I’effort dans ce domaine. Dans le présent travail, on se
limite aux questions de hiérarchisation d’entités sur la base de comparaisons
binaires. On ignore les aspects plus complets des problémes de décision,
comme la modélisation des préférences du décideur, I’estimation des valeurs
de certains paramétres, le choix entre plusieurs actions potentielles, etc. On
s’est plutdt enfermé dans un logique mathématico-informatique, alors que le
comportement humain, le systéme organisationnel, les systémes fiscal et
financier, le systéme d’information, 'environnement technologique, économi-
que, politique, etc. affectent de fagon trés concréte toutes les décisions de
gestion.

Malgreé cela, nous croyons que cette recherche apporte une contribution
originale et qu’elle s’inscrit bien dans le courant des travaux sur l'aide 4 la
décision.

ANNEXE 1

1" phase : algorithme ISOL (isolation agrégative)

Soit of la matrice associée a m entités portant les relations binaires
[mxn] p
d’indifférence I et soit aj€ A, i=1,2, ..., m; j=1,2, ..., m tels que

aij=

1, si  X,;IX; est vérifie pour les i#j
0 ailleurs
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Début 0
Initialiser 3 m le nombre d’'entités
Lire 4, |
(mxm]
Initialiger & zéro le vecteur-indicateur Vi;i=l,2,...,m
Initialiser a 1 le compteur ¢ des phases
Initialiser & zéro le compteur §

Fin 0

P des sommets agrégées
Début 1
Incrémenter i de 1 a m
Si vl=1 alors i=i+l
Sinon
Initialiser 3 zéro le pointeur e
Incrémentar j de 1 a3 m
si ai:ﬁl alors j=j+1
Sinon
si vj-o alors e=e+l
Sinon
Fin ai
Fin ai
Fin incrément (j)

Si e=0 alors aller & la fin incrément (i)

Sinon
S =S +1
R
o Incrémenter ude 1 a m
- Remarque:b €B ,ou B
o Mattre b¢,S¢,u aij [ ¢:S¢,u [S¢xm] [S¢xm]

est un tableau de travail dont la
dimension verticale momentanée est
égale a §
g ¢
Fin incrément (u)
Incrémenter j de 1 a3 m
si alj$1 alors aller a la fin incrément (3j)
Sinon
si V]=l alors aller a la fin incrément (j)
Sinon
v =1
bl
Incrémenter k de 1 & m

Si a_#0 et a_#0 alors b 1
ik ik

85 4 K

Sinon
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Fin si

Fin incrément (k)
Fin si
Fin si

Fin incrément (j)
Fin si
Fin si
Fin incrément (i)

Contrdle du critére de la terminaison de la procédure d’agrégation

2

¢
si E:b¢,s,i=l;Vi;i=l,2,...,m alors aller & la Finl ,c.a d.
s=1 FIN DE L’/ISOLATION AGREGATIVE!!!
Sinon
¢ = ¢+l
Initialiser & zéro le vecteur-indicateur Vi;i=l,2,...S¢q
Initialiser 4 zéro le compteur S¢
Incrémenter i de 1 a s¢_J
3i V =1 alors aller a la fin incrément (i)
Sinoﬂ
VX=1
S¢ = S¢+l
Incrémenter u de 1 d m
Mettre b¢'s¢'“ = b¢-1,i,u
Fin incrément (u)
Si i=s¢-1 alors aller a la fin si
Sinon
Incrémenter j de i+l a s¢-1
si V)-l alors aller a la fin incrément (j)
Sinon
Incrémaenter k de 1 a m
si b¢-l,i,k # 1 et b¢—1,j,k # 1 alors aliizrzmi:tiiy
Sinon
v =1
bl
Incrémenter £ de 1 a m
si b¢-1,i,£ =1 et b¢—1,j,£ = 1 alors b¢,i,£ =1
Sinon
Si b¢-1,i,£ =1 ou b¢—l,j,2 = 1 alors b¢,1,e =1
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Sinon
Tin si
Fin si
Fin incrément (&)
Incrémenter mi de 1 a m
Mettre b¢-1,i,m1 = b¢,i,m1
Fin incrément (mi)
Aller 4 la fin incrément (j)
Fin ai
Fin incrément (k)
Fin si
Fin incrément (j)
Fin si
Fin si
Fin incrément (i)
Fin si
Fin contrdle

Fin incrément (j)
Fin incrément (i)

Afficher icéniquement les <«macrosommetsy Ai (c
agrégées par isolation); i=,2,...,8

Mettre n-S¢

Fin 2

Appeler l‘algorithme DECO

ue :

€A CA

i

¢eeeeS ;IShism

¢

Fin 1
Début 2
Incrémenter i de 1 & S¢
Initialiser d zéro le compteur h‘du nombre d’entités agrégées dans
le iéme «macrosommet®» Ai
Incrémsnter j de 1 a m
si b¢,i,j = 1 alors h ~h +1 et z‘.hl-g [ Rzmarq
i,h
3
l i=1,2
Sinon
Fin si

.4 d. les entités
¢
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ANNEXE 2

2¢ phase : algorithme DECO (décomposition agrégative)

(i) Etant donné I'ensemble A composé des entités fusionnées de ’ensemble
X (voir fig. 3) ou V 4;,,€A; i=1, 2, ..., n représentent des macrosommets,
résultats du traitement par 'algorithme ISOL sous les contraintes des rela-
tions d’indifférence X;1X, alors le contrdle permanent pour éviter la forma-
tion de circuits (c’est-a-dire l'intransitivité) lors de la saisie des relations
d’ordre 4;,,P 4; ;) €st réalisé a I’aide du segment de programme ci-dessous :

Début

Génération d’un couple (Ai[hi],Aj[h‘]);i=l,2,.‘.,n;j-1,2,...,n
et i#j ’
Si la relation A, )4 est retenue par le décideur,alors

A
h h
il i] 30 j1
Si i>j alors la dimension momentanée de la matrice carrée X
associée est ixi,donc on a X
(ixi)
Sinon, la dimension momentanée est jxj,donc on a X

(3x3)
Fin si
Contrdle de l’existence de circuits
o chercher les points de sortie du graphe (ligne nulle de la
matrice associée X )
s chercher les points d’entrée du graphe (colonne nulle de la
matrice associée X )
> supprimer les lignes et colonnes des éléments retenus
S8i la procédure de contrdle est applicable jusqu’d ce qu’il
ne reste aucun point,alors il n‘y a pas de circuit,la

relation A est acceptée;retour au Début

Pa
1[h1] j[hj]
Ssinon (c.d d. s'il n’est plus possible de supprimer des

éléments de la matrice associée X ),il existe au moins un

circuit,la relation A est rejetée;retour au

P A
i(hi] j[hj]
Début
¥in si
Sinon, retour au Début

Fin si
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(ii) Une fois terminée la construction de ’ensemble des couples Z< X X
vérifiant la relation P= >, nous exécutons, selon la terminologie de la théorie
de graphe, la décomposition d’un graphe sans circuit.

Debut ¢
Initialiser 3 n la nombre de sommets du graphe G
Initialiser 3 zéro le compteur v des niveaux
Mettre Gv =G

Initialiser & zéro le compteur %n{(v) du nombre de sommets a

séparer du véme sous-graphe Gv

Fin 0

Debut 1
Incrémenter 1 de 1 a n

siod’ (AL) = 0 alors ni{v+l)=n({r+l)+l et a
“v
Sinon

Fin si
Fin incrémant (1}
8i ni(v+l) > 0 alors v=v+l et P(v)=7n({v-1

ety T M

Sinon
+ avertissement («le graphe posséde des circuitsy)
» appeler le mécanisme algorithmique pour réviser les relations
de préséance
* retourner au Début 0
Fin si
Initialiser a zéro le compteur k du nombre des sommets du sous-
graphe Gv
Incrémenter 1 de 1 4 n
Initialiser & zéro le compteur T de 1l'indice de congruité
Incrémenter ) de 1 a n(v)

S: * A alors T=T+1

a
ny
Sinon
Fin si

Fin aincrement {j)

S1 T=7({v) alors k=k+l et Ak=A

1

Sinon

Fin 81

vol. 25, n° 2, 1991



156 L. N. KISS, J. M. MARTEL

Fin incrément (1)
Si k # n-n(v) alors («erreur logique!!!»),aller & la Fin 1
Sinon
n =k
S8i n = 0 alors tracer icéniquement le graphe décomposé;fin
de la procédure de hiérarcﬁisation:aller a4 la Fin 1
Sinon ,tracer le graphe partiellement décomposé
Fin i
Fin si
Retourner au Début 1
Fin 1
HIERARCHISATION EST TERMINEE

ANNEXE 3

COROLLAIRE : Le nombre O, d’ensembles de systémes relationnels d’ordre
définissables a partir de n entités (®p, € N) peut étre déterminé par la formule
suivante :

n o Vi 2 4i-1 nt
Op= Y. Z[W,,iZ{H(Z(T‘f—'-'—l)) }] nz2  (8)
k=2 i=1 t=1 Lj=k \r=1

Notre raisonnement se fonde sur le principe de base de la partageabilité
d’'unentiernen 1, 2, ..., n—1, n parties :

n
—~ 1 2 - — k
Om=Qh+ 0+ .- +00+. .. O+ 0= X 0
k=1

Explication

O,y =représente le dénombrement des partages possibles de # entités en 1,
2, ..., k, ..., nparties développées par un processus algorithmique récursif
en appliquant le principe de treillis de Young, (notre algorithme fournit en
méme temps la liste des partages, comme support indispensable).

Of)= le dénombrement des partages possibles de n entités en k parties;

V. ;= le nombre des configurations possibles de chacun des partages en k
parties (autrement dit, le nombre de structures topologiques possibles)

k!
Y, = ; " ; ' Q1,:t 0yt . o =k ISk
P1, i P2, Pyire - Pryt

k=2,3,..,m i=1,2,...,08
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/=1le nombre d’¢léments distincts dans le i-iéme dispositif du partage de »
en k parties (1<[<k);

¢, ;=la fréquence du w-iéme élément distinct dans le i-iéme dispositif du
partage de n en k parties (u=1,2, ..., ¢, ;21);

V,, ;=le nombre de rangements possibles de n entités dans des niveaux
hiérarchiques de la i-iéme structure topologique en k parties contenant respec-
tivement My;, Ny - . .» Ny €léments;

n
Vi = ; Nutnut... tng=n
nli’ nZi’ IR nwii LI nki

Mo M2 -+ o> N >0; =12, ..., Q%

Nwi=le nombre des entités constituant le w-iéme niveau de la i-iéme
structure topologique; w=1, 2, ..., k.
Pour illustrer I'accroissement rapide des Q) et de Q,, nous présentons

ci-aprés un tableau condensé, comme une sortie auxiliaire de I’algorithme
développé :

ky| n» 2]3]4]5' sl 7'?[ Tolullzl 13| 14' 15I 161 17| ﬂ 19[20[ 21 .
1 Trt11 11311111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 7]
2 1122 3 3 4 4 55 6 6 71 7 8 8 9 9 10 10
3 112 3 4 5 7 81012 14 16 19 21 24 27 30 33 37
4 11 2 3 8§ 6 91115 18 23 27 34 39 47 54 64 72
5 1 1 2 3 5 71013 18 23 30 37 47 57 70 84 1ol
6 1 1 2 3 5 711 14 20 26 35 44 S8 71 90 110
? 11 2 3 5 7 11 15 21 28 38 49 65 82 105

—

8 11 2 3 5 7 11 15 22 29 40 52 70 89
9 112 3 5 7 11 15 22 30 41 54 73

EC] 112 3 5 7 11 15 22 30 42 55
EEY SR 11 2 3 5 7 11 15 22 30 42

H n
12 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30
13 1 1 2 3 5 7 11 15 22
14 11 2 3 5 7 11 15
15 11 2 3 s 7 11

b
16 11 2 3 5 7
17 11 2 3 s

]

18 11 2 3

e
19 11 2

fr—

20 1 1

-]

21 1

1
PO 1 K1 1 i e R Ecd Rl £ R Rd RRE EER] EAA] ERY EH ELH KR R AT

11 est évident que @,; > Q,, et ce dli aux opérations combinatoires impliquées
dans (8).
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