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REPRESENTATION DE MATRICES EUCLIDIENNES
EN VUE DE LEUR GENERATION ALEATOIRE (*)

par Jean Bover (1)

Résumé. — Pour tester de nombreuses méthodes permettant de résoudre des problémes combina-
toires sur des réseaux (routiers, par exemple), il est nécessaire de disposer d’un grand nombre
d’exemples de réseaux aléatoires. Une méthode simple est présentée permettant de générer aléatoire-
ment toute matrice dont les termes sont égaux a une certaine distance (symétrique) entre chaque
paire de points. On montre qu’il n'est pas possible d’utiliser n’importe quelle distance métrique;
finalement, on propose une telle distance admissible.

Mots clés : Réseaux routiers; voyageur de commerce.

Abstract. — In order to test some methods solving various combinatorial problems on networks
(e. g. road-networks), it is necessary to have many randomly generated networks. A method is given
for generating any matrix with entries being equal to a certain (symmetric) distance between every
pair of nodes. It is shown that it is not possible to use any metric distance; finally, a feasible
distance function is proposed. :

Keywords: Road networks; travelling salesman.

0. INTRODUCTION

Lorsque 'on développe des méthodes de calcul de cheminement dans des
réseaux (plus courts chemins, tournées, etc., voir par exemple [2 a 5]) et que
I’on désire mesurer les performances de telles méthodes, il est nécessaire de
disposer d’un ensemble d’exemples-test assez grand pour pouvoir tirer des
conclusions fiables des résultats obtenus. Souvent, on n’a pas accés a un
nombre suffisant de réseaux pour effectuer ces tests. Il est alors utile de
générer des exemples aléatoires.

Un réseau (routier, par exemple) peut étre donné par un ensemble de points
(carrefours) et par un ensemble de routes caractérisées par une longueur non
négative. A partir de ces données, on peut, avec une procédure de calcul de
plus courts chemins, obtenir une matrice des longueurs des plus courts
chemins entre les paires de nceuds du réseau. Si le réseau utilisé est symétrique,
on obtient une matrice A dont chaque terme g;; est la longueur du plus court

(*) Regu octobre 1984. B
(') Département de Mathématiques, Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne, CH-1015
Lausanne, Suisse.
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chemin entre les nceuds i et j. De telles matrices, que nous appellerons matrices
euclidiennes, veérifient les inégalités triangulaires :

a; S a,+ay, Vi, j, k.

A notre connaissance, peu d’articles ont été publiés traitant du probléme
de la génération aléatoire de telles matrices. Dans [1], par exemple, le pro-
bléme des distances ne se pose pas, les réseaux générés n’étant pas sensés
étre des réseaux « réels ». Il est évident qu’une méthode pourrait consister a
générer n’'importe quelle matrice symétrique A’ de la bonne dimension, puis
d’appliquer une méthode de recherche de plus courts chemins entre toutes
les paires de nceuds & partir des longueurs données dans la matrice A”. La
matrice 4 sera alors la matrice (euclidienne) des plus courts chemins entre
chaque paire de neeuds du réseau. Un tel procédé serait toutefois trés cotliteux
en temps de calcul.

On se propose d’é¢tudier une méthode plus simple permettant de générer
(aléatoirement) des matrices euclidiennes, en s’inspirant d’une méthode qui
est donnée par les étapes (a) et (b) suivantes :

Méthode (G) (réseau a n sommets)

(a) Générer aléatoirement n points dans R™ : x!, x2, ..., x~
(b) Calculer a;;=d (x’, x%), ou la distance d vérifie :
(i) d(x, y)=4d(y, x);
(i) d(x, x)=0;
(i) d(x, y)<d(x, 2)+d(z,y).
Une telle matrice est alors évidemment euclidienne. On verra pourtant

dans le chapitre suivant que la méthode (G) ne permet pas d’engendrer toutes
les matrices euclidiennes avec n’importe quelle distance d vérifiant (i)-(iii).

1. UNE « MAUVAISE » DISTANCE

Soit :
m 1/2
d(x,y)= Ix—Y| =( Z (xk_yk)2> >
k=1

la distance euclidienne usuelle.

La méthode (G) ne permet pas de générer toutes les matrices euclidiennes
a 'aide de la distance d,, comme le montre le contre-exemple suivant :

R.ALR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research
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Soit la matrice :

!
(]
[V R )
NS

b
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A WD
F N
w
[

a,, +a,3=a,; implique que les points 1, 2 et 3 sont alignés. Sans restriction

de la généralité, on peut donc, dans R2, définir les points :

x!'=(2, 0),
x2=(0, 0),
x3=(5, 0).

et:

De plus, a,,=a,,=4 implique :
x*~(1, +£3.9),

mais :
d, (x3, x*)=5.6#a5,=2,
ce qui montre qu’aucun choix des coordonnées des points ne permet de

générer la matrice donnée au départ.

2. UNE « BONNE » DISTANCE POUR LA METHODE (G)

ProposITION : La méthode (G), appliquée avec la distance d, donnée par

d, (x, y) =max | X —~Yi|>
i ‘ﬂ
permet de générer toute matrice euclidienne. ﬁ 5
Preuve : Définissons x*eR" ! (k=1, ..., n) par: 'q' 5
o 129
Ao si i<k, g Ly 5(3
k= 0, si i=k, 5 o
i P77 7 ASN : . ¥ D, ’ [ Ny
max (0, max (a;;—a;)) si i>k. Q@ & w
( > a I oy,
TR
Nous allons montrer qu’on a bien : @ ‘é" I
o P R
Vi, le[l, n], dy(x5 x)=ay ¥ 2
3 <
S &
w
Q
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c’est-a-dire :
. .
—xi|Saw Vil .. -1,

avec I’égalité pour un certain i.

Notons y,,;=x¥—x} et supposons k<! :

Nous avons cinq cas & distinguer :

1) i<k<l

(2) i=k<l;

3) k<i<l

4) k<i=l

(5) k<l<i

Nous donnerons la démonstration des cas (1), (2) et (5), les autres cas se
traitant de maniére semblable.

(1) i<k<l:

Yik1 = Gy — Qips

comme a; < a;+ay, il vient y,,<a, et comme a; <ay +ay, il vient —y,,Zay,
donc lyikl I Say;

(2) i=k<l:
Yir=0—ay,

donc |y | =a, : égalité!
(5) k<l<i:

Yia=max (0, max (a;— a;;)) —max (0, max (a;;—ay;)).
j>i j>i

11 faut ici encore distinguer trois sous-cas :
ler cas : xf=0, donc ym§0§.ak,;
2¢ cas : x{=0, donc a;;—a,;;<0, Vj>i, or:

a S a; S ag +ay,
d’ou :
x¥=max (0, max (a;—a,;)) < ay;
i>i
3¢ cas: x¥>0 et x;>0, alors il existe s, >, tels que :
a—aq=x¥>0 et a,—a,=x{>0

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research
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et par définition de x!, on a :

a,—a, 2 a;;,—a,

d’ou :

R 4 Iy _ — — — — =, —
Vi =X — X = i — O;— (@ ay) Lai,—a,—(a,—a) =a,—a,Zay,

méme raisonnement pour — ¥, =Vix-

Exemple : la matrice :

- 23 4
2 - 5 4
A= 53 5 _ »
4 4 2 -

peut étre obtenue avec la distance d, en définissant les points x', x?, x> et
x* e R? de la maniére suivante :

x'=(0, 2, 0), x?=(2, 0, 0), x3=(3, 5, 0), x*=(4, 4, 2)

et on a bien :

a,,=d,(x', x?)=max(2, 2, 0)=2,
a,3=d, (x", x*) =max(3, 3, 0)=3,
ay4=d, (x', x*)=max(4, 2, 2)=4,
a,;=d,(x%, x*)=max(1, 5, 0)=5,
a,,=d, (x2%, x*)=max (2, 4, 2)=4,

az,=d, (x*, x*)=max(1, 1, 2)=2. |

Nous avons ainsi apporté la preuve que Iutilisation de la distance d, nous
permet de générer toute matrice euclidienne en utilisant la méthode (G), ce
qui n’est pas vrai pour la distance euclidienne usuelle d,.

1.

2.

3.

A

4.
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