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APPROXIMATION D'UNE PREORDONNANCE
PAR UNE PARTITION (%)

par J.-L. CuanpoN (*) et F.-F. Boctor (%)

Résumé. — Nous nous intéressons aux problémes d’analyse typologique ou les mesures de
similarité entre objets a classer sont de type ordinal. Plusieurs chercheurs ont proposé de construire
une partition de I'ensemble d classer, de fagon @ muximiser un critére ordinal d’adéquation de
la partition d la préordonnance. Une présentation unifiée des divers critéres classiques est proposée.

Aprés un exemple formel de ces critéres et de la maniére dont ils prennent en compte les paires
équivalentes, une nowvelle approche, appelée « partitions efficientes » est développée. Un algo-
rithme permettant d’énumérer toutes les partitions efficientes de rang zéro est présenté.

Mots clés : Analyse des données; Tybologie; Préordonnance.

Abstract. — In this paper we consider the problems of constructing a partition of a set of N
objects which maximizes some ordinal criterion of goodness of the fit between the partition and
the objects’similarity matrix.

A unified review of various ordinal criteria of the goodness of the fit' is given. After an evaluation
of the classical criteria, focussing on their treatment of tied pairs, a new approach called» effi-
cient partitioning » is proposed.

Mots clés : Data Analysis; Clustering; Set partitioning.

I. INTRODUCTION

Nous nous intéressons aux problémes d’analyse typologique présentant
les deux caractéristiques suivantes :

(@) Les mesures de proximité utilisées pour définir les dissimilarités (res :
similarités) entre objets sont de type ordinal. L’information disponible se
présente sous la forme d’une préordonnance (%) qui permet seulement de
décider si les objets de la paire p sont plus semblables entre eux que les objets

(*) Regu en juin 1982.
(Y) Institut d’Administration des Entreprises, Clos Guiot, chemin des Camus, 13540 Puyri-
card.

(?) Terminologie introduite par Benzecri (1965).
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160 J.-L. CHANDON ET F.-F. BOCTOR

de la paire g. Elle ne permet pas de quantifier avec précision le degré de simi-
litude.

(b) L’information disponible ne permet ni d’avoir une idée a priori de
la structure de I'ensemble des données, ni de formuler des hypothéses précises
concernant le nombre de classes d’objets.

On peut diviser les méthodes de classification en deux catégories : celles
qui recherchent une partition et celles qui recherchent une hiérarchie de
partitions. On se limitera ici & la recherche d’une partition de I’ensemble
des objets. Cette structure a le mérite de la simplicité. Elle a cependant ’inconvé-
nient de requérir, pour la plupart des méthodes de classification disponibles
actuellement, une hypothése concernant le nombre de classes.

Nous présentons ici une nouvelle approche, appelée partition efficiente,
qui ne nécessite pas de choisir a priori le nombre de classes.

Nous montrerons également que le critére ordinal d’adéquation d’une
partition & une préordonnance que nous proposons, présente plusieurs avan-
tages vis-a-vis des critéres précédemment utilisés dans la littérature typo-
logique. Ce critére peut également servir a déterminer, parmi la suite des .
partitions emboitées générées par une méthode de classification hiérarchique,
celles qui sont les plus proches de la préordonnance.

Les méthodes de partition peuvent &tre classées en trois catégories :

1. Les méthodes nécessitant un choix préalable du nombre de classes

Parmi celles-ci, la méthode des « k-means » de Mac Queen (1967), et la
méthode des « nuées dynamiques » de Diday (1971, 1979), sont les plus connues.
Cette derniére permet de varier les centres de classes choisis pour initialiser
un algorithme de réallocation des objets aux classes. En comparant ensuite
les diverses partitions obtenues, on décide de ne retenir que les classes stables
ou « formes fortes ». On peut également faire varier le nombre de classes
et observer que certaines classes restent vides. Une telle approche s’est avérée
utile en pratique, mais il n’est pas certain qu'elle converge vers le nombre
de classe optimal. De plus, le critére d’adéquation utilisé est en général de
type métrique, quoique certaines applications au traitement des données
de préférences, telles que Chandon, Lemaire (1977) et Lemaire (1977), aient
utilis€ un critére ordinal.

Lorsque les objets a classer sont décrits sur des variables discrétes, la méthode
des « partitions centrales » de Régnier (1965), permet d’approcher, a l'aide
d’un algorithme de transferts, la partition la plus proche des partitions induites

R.A.I.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



APPROXIMATION D’UNE PREORDONNANCE PAR PARTITION 161

par chacune des variables discrétes. Malheureusement, ici aussi, la convergence
vers la (ou les) partition(s) centrales n’est pas certaine et le probléme du choix
d'une partition initiale demeure (3).

2. Les méthodes qui remplacent le choix préalable du nombre de classes par
le choix de seuils d’homogénéité ou de séparation des classes

La méthode la plus simple est celle du « leader » décrite par Tou et Gonza-
lez (1974) et par Hartigan (1975). Un seuil d’agrégation d, est choisi et les
objets sont considérés séquentiellement. Le premier objet est le premier
« leader ». L’objet suivant est affecté au premier groupe rencontré pour lequel
sa distance au leader est inférieure au seuil d’agrégation. S'il n’existe pas de
tel groupe, on en crée un nouveau dont il devient le leader et ainsi de suite
jusqu’a épuisement des objets. Le résultat obtenu dépend du seuil d, et de
I'ordre dans lequel on considére les objets.

\

Une seconde approche due & Sébestyen (1962) consiste & se donner un
seuil d’agrégation d, et un seuil de séparation djg, avec d, < dg. L’algorithme
est une généralisation de la méthode du leader ou les objets leader sont rem-
placés par le centre de gravité de la classe.

Il est clair que le choix des seuils est tout aussi arbitraire que celui du nombre
de classes. Diverses variantes de cette approche sont mises en ceuvre par le
programme Reloc de Wishart (1969) et Isodata de Ball et Hall (1965, a et b).

La méthode des « boules optimisées » de Benzecri (1979) propose une
variante itérative dans laquelle on fixe le nombre maximum de classes et le
rayon R initial des classes. Chaque objet est affecté 4 la classe la plus proche
si sa distance au centre de classe est inférieure & R, sinon il devient centre d’une
nouvelle classe. Si le rayon initial est insuffisant pour affecter tous les objets
4 une classe, il est doublé. Les centres de classe sont les centres de gravité
et ils sont recalculés aprés que tous les objets aient été affectés.

L’algorithme converge rapidement, mais le choix du nombre maximum de
classes et du rayon demeure arbitraire ().

3. Les méthodes qui déterminent simultanément le nombre de classes et P'affec-
tation des objets aux classes

Le principe de base de ces méthodes est de choisir un critére d’adéquation
d’une partition a la préordonnance puis de mettre en ceuvre un algorithme
maximisant le critére choisi.

(3 Le probléme des partitions centrales a été résolu récemment par Marcotorchino (1981)
a ’aide d’une autre approche ne nécessitant pas de choisir le nombre de classes.
(* Un grand rayon conduira automatiquement a un petit nombre de classes.
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162 J.-L. CHANDON ET F.-F. BOCTOR

Les différences entre les méthodes résident dans le critéere d’adéquation
choisi et dans l'algorithme (exact ou heuristique), utilis¢ pour atteindre ou
approcher la (ou les) partition(s) optimale(s).

Parmi les critéres d’adéquation les plus connus, nous examinerons le
critére de Benzecri (1973), le critére de la différence symétrique de De la Vega
(1967) et le critére de Lerman (1969).

Nous adoptons ici cette troisiéme approche. Nous donnons d’abord une
présentation unifiée des différents critéres classiques d’adéquation, puis
nous développons ensuite un nouveau critére ordinal de ’adéquation d’une
partition a une préordonnance. Enfin, un algorithme d’énumération des
partitions efficientes de rang zéro est présenté.

Il existe d’autres méthodes qui déterminent simultanément le nombre de
classes et 'affectation des objets aux classes, telle que la méthode des « pdles
d’attraction » de Lerman et Leredde (1977), Lerman (1981). Ces méthodes
ne seront pas envisagées.ici car elles n’optimisent pas un critére basé sur la
préordonnance.

II. APPROXIMATION D’UNE PREORDONNANCE PAR UNE PARTITION

Nous allons transformer ce probléme en celui, plus facile a résoudre, de
~ la comparaison de deux préordres totaux définis sur un méme ensemble.

a) Définitions

Soient : N l’ensemble & classer et n le nombre d’éléments de N.
M Tensemble des sous-ensembles a 2 ¢léments (paires) de N.
m le nombre des éléments de M ; m=n(n—1)/2.
d une application de M dans N* indicatrice du rang de dissimi-
larité entre paires d’objets.
P le préordre total (préordonnance) défini sur M par la relation :
pPq < dp<dq;p,qgeM
On dira que la paire p précéde la paire g si les deux objets composant p
se ressemblent plus que ceux composant g. L’ensemble ordonné des classes
d’équivalence du préordre P sera noté

P,<P,... <P
Le préordre P sera représenté par son graphe W, dans M x M
Wr={(p, 9)eM x M/pPq}
Wp est Pensemble des couples de paire (p, g) tels que les objets de la paire p

R.A.I.R.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



APPROXIMATION D’UNE PREORDONNANCE PAR PARTITION 163

4

2 5—7
! ‘TR
0 2

0 1 2 3 4

a) Positions géographiques des 9 villes

1 {-|1f2]1]2lafalr]7
2 -l1l2lalels]ols
3 -{1fs|7]7]w0] w0
4 -lals]|e|s]|o9
5 -l
6 -l2]2]3
7 -1312
8 -1 2
9 _

b) Rang des distances entre les 9 villes

Figure 1. — L’exemple de 9 villes.
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Figure 2. — L’exemple de 9 villes : représentation simultanée de ’ensemble 17/, et de I’ensemble Wr
pour la partition : @ = (1,2,3,4), (5,6, 7. 8, 9).
. 0 indique que (p,q)e R xS —W,
Légende : 1 indique que (p, q)eW,—R x S ///indique que (p, g)eW,
+ indique que (p, g)eWrnR x S 1 ou + indique que (p, 9)eW»
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O
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APPROXIMATION D’UNE PREORDONNANCE PAR PARTITION 165

sont séparés par une distance inférieure ou égale a celle séparant les objets
de la paire g.
Soit maintenant : m une partition quelconque de N,

R T'ensemble des paires réunies selon la partition ,
S T'ensemble des paires séparées selon m.

On notera r, et s, le nombre d’¢léments des ensembles R et S.

Soit II le préordre total a 2 “classes d’équivalence, R < S, induit sur M
par la partition ® en considérant que deux objets quelconques d’une paire
réunie sont €loignés d'une distance 8y inférieure a la distance 85 de deux objets
quelconques d’une paire séparée.

Le préordre IT sera représenté par son graphe W, dans M x M.

W.=!(p.g)eM x M/pTig}

La comparaison d’une partition n & une dissimilarité d se raméne donc a la
comparaison de deux préordres P et I tous deux définis sur M.

Pour illustrer ces différentes définitions, nous utiliserons I'exemple de
la figure 1 (°). Sur la figure 2, nous présentons I'ensemble W, et Pensemble W,
liés & une partition .

b) Croisement de deux préordres

Afin d’¢tablir une base de comparaison entre les diverses mesures d’asso-
ciations entre 2 préordres, formons la table croisant les classes d’équivalence
de P avec les classes d’équivalence de IT.

I : Préordre
induit par la partition
——t—
R N

Py My myz my
P, may Ma2 mj

P : Préordre induit par la matrice : : :
des dissimilarités P my | Mg m;.

P, myy my, my

my m m

(%) Exemple tiré de Chandon, Pinson (1981).

vol. 19, n° 2, mai 1985



166 J.-L. CHANDON ET F.-F. BOCTOR

Il en découle les relations suivantes :

m;; =| PiNR|
mi =|PnS |
m; =|P;|
my=r
m,=s

En utilisant la décomposition canonique du graphe W, d’un préordre P

en sa partie symétrique, Ip={(p, q)eM x M/d,=d, }
et sa partie asymétrique, Vo= {(p, g)eM x M/d,<d, }

et en considérant de plus la partie ¥}, opposée a V.

Ve={(p,q)eM x M/d,>d,}
On observe que I'ensemble V5 complémentaire de V, par rapport 8 M x M
est 'union des ensembles I et V5.
On note également les 2 relations suivantes :

Wp = VPU I P
W= VP
il est clair que tout éouple de paires est affecté 4 Pune des trois catégories
suivantes :
Paires équivalentes : (p. g)e I,

Paires concordantes : (p, g)eVp
Paires discordantes : (p, q)eVp

En croisant ces 3 catégories pour les deux préordres P et IT on obtient une
table qui précise les 9 modalités de relation entre les 2 préordres.

Préordre I1
8,<8, 8,=3, 8,>3,
dp <dq Ven'V, VeI, Van,‘ Ve
Préordre p— We
dp =dq IpnV, IpnI, IpnV, Ip
P — — — _
dp > dq VenV, Venl, VeV, Ve
Vo I v, M xM
S —
W,

R.A.ILR.O. Recherche opérationnelle/bperations Research



APPROXIMATION D’UNE PREORDONNANCE PAR PARTITION 167

Le cardinal des divers sous-ensembles de M x M peut étre calculé comme
suit 4 partir de la table des m;;

. |M x M |=m?
[Ip|= 3 m} I =12+
i=1 !
|%|=|ﬁ|=<mz—_2mi>/2 |Val=| Vil =(m? —r? —s?)/2=r x s
|m|—<m +Zm )/2 | W, |=(m?+r?% +s2)/2
i=1
1 ! I
|Ipﬁ1n|=z:l(mi21+mizz) |IPnVn|=‘IPmVn'=<.Zlm Z( u+mxz)>
i= ! i= i=1
Vo 1,|=|r7,,n1n|=<r2+s2— S (i, +m%2))/z
i=1
1
Ve Val={VenV,l= Z, mi1<.,21 mi'Z)

l
| Ve Vel =1 Vo V| = Z .1< Zmu)

i=1 i'<i

Croisement d’une préordonnance avec 2 partitions.

71 = (1,2,3,4) (5,6,7,8,9) ™9 =(1,2,3,4)(5,6,7)(8,9)
Paires Réunies Séparées Réunies Séparées
12, 14, 23, 34 6 0 6 6 0
56, 57
13, 15, 24, 67 6 1 7 4 3
68, 79, 89
69, 78 2 ) 0 2 0 2
16, 17, 25, 45 2 4 6 0 6
58, 59
27, 35, 46 i 0 3 3 0 3
26, 47 0 2 2 (] 2
18, 19, 36, 37 0’ o 4 h 4 o 0 4
29, 48 0 2 2 0 o 2
28, 49 0 2 2 0 2
38, 39 0 2 B 2 0 o 2
16 20 10 26

vol. 19, n° 2, mai 1985



168 J.-L. CHANDON ET F.-F. BOCTOR

Décomposition canonique.

n] %2
PG —
3p<8q §p=8q Sp>8q 8p<8q S p=6q Sp>8q
dp <dq 302 | 259 4 565 dp < dq |248 | 317 0 565
dp = dq 14 | 138 | 14 166 dp = dq 12 | 142 | 12 166
dp > dq 4 | 259 | 302 565 dp > dq 0| 317 | 248 565
320 656 320 | 1 296 260 776 260 | 1 296

Les deux tableaux précédents et la figure 3 illustrent I'application de ces
calculs aux données de la figure 1 et 2.

Les effectifs des cases du tableau de la décomposition canonique du croi-
sement de 2 préordres peuvent également étre obtenus en appliquant le
codage de Kendall :

Le codage a,, de la paire (p, g), notée pq, selon le préordre P, est donné par :

,

1 si dy<d,
apg=sign(d,~dj)= { 0 si d,=d,
(=1 si d,>d,

De méme, le codage b, de la paire (p, g), selon le préordre I1, est donné par :

-

1 si §,<3,
bpg=sign (8,~ 8,)= 0 si §,=39,
[ —1 si 8,>39,

On obtient alors :

[Vol=22 a2, [Vel=Y ) b2,

p<q - p<aq

| Ip|l=m?— Yy a2, |1 |=m?=Y.3 b2

p<q pP<q
| Vo Val =1 e Vel = L3 ayabsg
p<q
¢) Critéres d’adéquation d’une partition n 4 un préordre P

I1 est clair que tout critére d’adéquation doit croitre avec | VNV, | qui
représente le nombre de couples de paires concordantes dans les deux pré-
ordres et décroitre avec | ¥, ¥, | qui représente le nombre de paires discor-

R.A.LLR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research
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(1,2,3,4)5,6,7,8,9)

n=

1 + 1 111111 4+ 4+ + + 11 %+ + 4+ 4+ 4+ 4+ 4+ + 4 + + + + + +

1 + 1 111111 4+ 4+ 4+ 4+ 1 1 + 4+ 4 4 4 4+ 4 4+ 4+ + 4 + + + 4

1 +# 11 1 1 1 11 4 4+ + + 11 4+ ¢ 4 4+ 4+ 4+ 4+ 4+ + + 4 + + + +

+

1 + 1111 111 + 4+ 4+ 4 11 4+ 4+ 4+ + 4+ + + 4+ 4+ 4 + + + 4+

1 + 1 1 1 1 1 11 4+ 4 + + 11 4+ + + 4+ + 4+ + + + + 4+ + +# + 4
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170 J.-L. CHANDON ET F.-F. BOCTOR

dantes c’est-a-dire les paires dont I'ordre est inversé d’un préordre a l'autre.

La pondération des paires équivalentes comporte une bonne part d’arbi-
traire, selon qu’elles seront incluses ou exclues, on obtiendra des critéres larges
ou des critéres stricts.

On distinguera également les critéres purement ensemblistes des critéres
bornés qui sont indépendants du nombre de paires et donc du nombre d’objets
a classer.

CRITERES ENSEMBLISTES

1. Nombre de paires concordantes

(la) au sens large : | Wpn W, |
(1b) au sens strict : | Vpn V|

Ces critéres proposés par Benzecri (1965) présentent I'inconvénient de ne
pas tenir compte du nombre de paires incompatibles. Ainsi, ils classeront
ex aequo deux partitions 1, et ©, ayant le méme nombre de paires compatibles
méme si leur nombre de paires incompatibles est différent.

2. Différence symétrique

L’adéquation sera d’autant meilleure que la distance entre les deux préordres,
mesurée par leur différence symétrique sera plus faible. Le complément,
dans l'ensemble du couple des paires, de la différence symétrique sera donc
une mesure d’adéquation.

(2a) au sens large : | M X M — WpAW,|

(2b) au sens strict : | M x M —V,AV, |

Les deux critéres ci-dessus peuvent se mettre sous la forme :

1
— au sens large : | M |2 —| Wpl+2<|an W,,l—ilw;‘l)

1
— au sens strict : | M |2 —| Vp|+2<|VP N V"|_§l V,,])

On démontre dans annexe 1 que ces deux critéres sont identiques et qu’ils
sont de plus égaux a la somme des critéres la et 1b.

Le nombre total de paires et le préordre P ne variant pas, on peut se res-
treindre 4 la partie entre parenthéses, et 'on obtient ainsi les deux critéres
de De la Vega.

1
— au sens large : | Wpn W, |— EI W, |=| Wpn W, |~ (m2+r?+s?)/4

R.A.LLR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



APPROXIMATION D'UNE PREORDONNANCE PAR PARTITION 171

. 1
— au sens strict : | W V,,|—§| Vil=| Vo Vo |—r x s/2

S. Chah (1983) a récemment donné une linéarisation des critéres de Dela Vega
permettant I'application des techniques de programmation linéaire i la
recherche des partitions optimales selon ces critéres.

Lerman (1969, 1981) propose de normaliser les critéres de De la Vega :
— au sens large et a une constante multiplicative pres,

1
(I WPmWnl~5] Van)\/ I Wnl

— au sens strict et a4 une constante multiplicative prés,

1
<ImnVn|—5IVn|>/\/|%|

Sous ’hypothése d’équiprobabilité de I'ensemble des partitions de méme
type, les critéres de Lerman tendent vers une distribution normale centrée
réduite. '

3. Nombre de paires concordantes moins nombre de paires discordantes

(3a) Ausenslarge : [(Wen W) |+ (WENWE) | — | Wen Wi | —| WonWs |. Ceci

peut s’écrire également :
| Wen Wo | +{ (Ve Ve | —| WpAW, |

(3b) au sens strict | VonV,|—| Vo T, |.

La version stricte du critére présente Iinconvénient suivant : elle classe
ex aequo la partition =n,, possédant | V,; " Vp | paires concordantes et aucune
paire discordante avec la partition wt, telle que :

| VnZHVPI_l I7ﬂ2mI/P|=| annl/;'l

On démontre dans I'annexe 1 que le critére au sens large est égal au double
du critére au sens strict plus | Ipn I, |.

Par ailleurs, I. C. Lerman (°), a établi la relation :

On notera que la plupart des critéres précédents peuvent s’écrire sous la
forme Y.Y. a,,b,, par le choix d'un codage adéquat des a,, et b,,, comme le

pr<g
montre la figure 4.

(®) Communication personnelle. Nous tenons a remercier le professeur Lerman pour ses

nombreuses remarques et suggestions qui ont beaucoup contribué a la version finale de cet
article.
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PREORDONNANCE :
23=56=89<12=13=45=46=78=79 <24=34=57=67

P: { <14=25=36=47=58=69<35=26=68=59<15=16=48=49
<27=37<17=28=39<38=29<18=19

w

PARTITION NATiJRELLE (i. e. parfaitement compatible)
(m,=(1,2,3)4, 5, 6)7,8,9)
12=13=23=45=46=56=78=79=89
<14=15=16=17=18=19=24=25=26=27=28=29=34=35
=36=37=38=39=47=48=49=57=58=59=67 =68 =69

PARTITION NON NATURELLE

( n,=(1,2,3,4,5,6)7,8,9)

12=13=14=15=16=23=24=25=26=34=35=36=45=46

Tl =56=78=79=89

<17=18=19=27=28=29=37=38=39=47 =48 =49 =57 =58
=59=67=68=69

0
[ V]

Décompositions canoniques

b2 Ty . .
P dp<8q Sp=3q O&p>8q P dp<dq Sp=8q Sp>3q
dp<dg| 243 330 0 | 573 dp<dq| 273 | 270 30 | 573
dp=dgq 0 150 0 150 dp=dq 21 108 21 150
dp >dg 0 330 243 573 dp>dq 30 270 273 573
| | |
243 810 243 | 1296 324 648 324 |1296
Croisement de P aveg, m; Croisement de P avec =,
1) Nombre de paires concordantes
a-strictes
1 0 0
1
sz
243 o 273
b-larges
1 1 0
1
A2
723 o WL 672

Figure 4. — Partition naturelle et critéres d’adéquation.
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11) Complément de la différence symétrique

strictes et larges

TITATT.
966 A
’/,
121.5 DE LA VEGA stricte
196.5 large
7.79 LERMAN stricte
6.06 large

(a une constante multiplicative prés)

I11) Paires concordantes moins paires discordantes

a-strictes
v/ //, R
243
b-larges
1 1 -1
1 LR
N /7. /447 X
636 2 R ///‘//:///“

IV) Tau b de Kendall

N B 77
2430 _ 4 651 77

V243 x 573

Y474,

V) Gamma de Goodman, Kruskal

2430 R
=1.000 :
24340

Tous les critéres détectent la partition naturelle =,.

////| Partie de M x M contribuant positivement au critére.

Légende X .
u Partie de M x M contribuant négativement au critére.

945
111
186
6.17
5.97
243
594
-30
B0 _0.564
324 x 573
27330
L 0802
273430

Figure 4. — Partition naturelle et critéres d’adéquation (suite).
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CRITERES BORNES
1. Pourcentage de paires concordantes au sens strict
21 VeV, l/IM?
2. Tau de Kendall ajusté pour les paires équivalentes
_ Apgb
B/ ARI AN 2.2 b

AT A [ZzaquZbiq]”’

p<q p<q

3. Gamma de Goodman, Kruskal.
RAAEI A 2.2, agebpa
| VeVl +1 Ve V| nf—;mi—;m?j+;;m?j

Nous ne retiendrons pas ici le critére de corrélation des rangs de Spearman
que 'on peut considérer comme une approximation linéaire du t de Kendall
(cf. Guilbaud 1972).

On peut donner une interprétation statistique a ces 3 critéres.

. Le premier donne une estimation de la probabilité d’obtenir deux paires
concordantes en échantillonnant au hasard I’ensemble des paires. Ce critére
peut étre considéré comme étant une extension du critére de Rand (1971),
qui est fréquemment utilisé pour mesurer adéquation de deux partitions.
Il présente cependant le grave inconvénient de ne pas tenir compte des paires
incompatibles.

. Le tau b de Kendall (1948) est une mesure couramment employée de la
corrélation des rangs en présence d’ex aequo, cependant Lerman (1981),
pages 142 et 143, démontre qu’il devient biaisé lorsque I’on passe de la compa-
raison d’ordre totaux et stricts & la comparaison de préordre totaux.

. Le gamma de Goodman, Kruskal (1954, 1959, 1963) donne la probabilité
que deux paires, tirées au hasard parmi les paires non équivalentes, soient
concordantes moins la probabilité qu'elles soient discordantes. Son erreur
type est inférieure a celle de 7, et on vérifie toujours que | v |>| 1, |. De plus,
v=1lorsqu’il n’y a pas de paires discordantes, ce qui n’est pas vérifié pour Tt,.
Dans ce cas particulier, la partition sera dite parfaitement compatible avec
le préordre P puisqu’il n’existe pas d’objets réunis séparés par une distance
supérieure a la plus petite distance entre deux objets séparés :

n est parfaitement compatible avec P si l\;lea}zx dp< I}gn dq
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Cette propriété, conforme & la définition de « partition naturelle », adoptée
par Cormack (1971), Everitt (1974), Rao (1971) et Vinod (1969), ainsi que
les résultats de plusieurs études de simulation conduites par Baker et Hubert
(1975) et Milligan (1981, 1983) militent en faveur de l'utilisation de y comme
critére d’adéquation.

En effet, comme le montre le tableau de la figure 5, seul y croit avec le
nombre de couples de paires concordantes, décroit avec le nombre de couples
de paires discordantes, est indépendant du nombre de paires équivalentes
et atteint sa valeur maximum uniquement pour les « partitions naturelles ».
Cependant, ¥ donne un poids égal aux couples de paires concordantes et
discordantes ce qui est relativement arbitraire.

IMxM | |GV | o | v
VeVl 1 WorWal| Zaw, i = onTil]

1. Croit avec le nombre de cou-
ples de paires concordantes| OUI OUI OUIl OUI OoUul | oUl
2. Décroit avec le nombre de
couples de paires discordan-
tes NON Oul Ooul (018} ¢ OUI| OUI
3. Est indépendant du nombre
de paires équivalentes dans .
la partition OUI NON NON OUI NON| OUI
4. Atteint sa valeur maximum
uniquement pour les « parti-
tions naturelles » (parfaite-
ment compatibles) NON NON NON NON |NON| OUIl

Figure 5. — Evaluation de 6 critéres d’adéquation.

Nous proposons d’évaluer I'adéquation d’une partition par une approche
bicritére, dans lesprit des travaux de Hansen, Delattre (1980), consistant
a maximiser le nombre de couples de paires concordantes sous contrainte
d’un nombre maximum de couples de paires discordantes a ne pas dépasser.

d) Partitions efficientes

Posons a=|VenV,| et b=|VonV,|.
On appelle partition efficiente de niveau b, les partitions ©§ qui maximisent a
sans présenter plus de b couples de paires discordantes.

T3 : a(my) =Max { a(r,/d<b}
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L’application de ce concept aux données de la figure 1 donne les résultats
suivants.

Partition ng "
efficiente (1,2,3,4) T
Crite (’5) 6 -0 (1,2,3,4)
ritére ®,9) (5,6,7,8,9)
| Won W, | 719 713
a=|VpnV,]| 248 ‘ 302
b=|V,AVp| 0 4
a-b 248 296
stricte 118 142
De la Vega
large 201 225
Lerman stricte 7.32 7.94
(2 une constante multipli-
cative pres)
large 6.24 7.20
| M x M~ WpAW,|
et 967 1015
M x M—VpAV, |
T 0.647 0.701
a-b
y= 1.000 0.974
a+b

Figure 6. — Comparaison des critéres d’adéequation
pour deux partitions efficientes sur les données des 9 villes.

L'utilisateur est le seul a pouvoir décider du meilleur compromis entre
une partition efficiente de niveau zéro, c’est-a-dire parfaitement compatible
avec la préordonnance mais pouvant comporter un nombre de classes trés
¢levé, et une partition efficiente comportant un petit nombre (incompati-
bilités en échange d’un nombre de classes restreint.

Lorsque les partitions efficientes forment une hiérarchie, ainsi que pour
exemple de la figure 1, c’est une information supplémentaire importante
qui serait perdue si 'on optait pour I'un quelconque des critéres d’adéqua-
tion.
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IIIl. RECHERCHE DES PARTITIONS EFFICIENTES DE NIVEAU ZERO

Nous nous intéressons maintenant au probléme de la détermination des
partitions efficientes du niveau zéro (7). Le probléme général de la détermi-
nation d’une partition efficiente d’un niveau quelconque b, est un probléme
combinatoire non-polynomial. Deux approches de résolution peuvent étre
envisagées : une approche basée sur le principe d’énumération par séparation
et évaluation et une approche par 'énumération implicite (5).

Algorithme pour déterminer la partition n§ :
Dans I'exposé qui suit, nous supposons que les paires d’objets sont numé-
rotées tel que :
disd, ... $dy
Nous présentons d’abord la notation que nous utiliserons, ensuite nous

exposerons les définitions relatives a notre algorithme et, finalement, nous
donnerons les détails de fonctionnement de celui-ci.

Notations : T, une partition parfaitement compatible ;
E, ’ensemble de toutes les partitions parfaitement compatibles;

a(me) le nombre dé paires compatible de 7, ;

7§ une partition efficiente de niveau zéro.

DeriNiTION. — (1) Soit Y la variable indicatrice, selon la partition =,
de la réunion des objets i et j de la paire p. Une partition n de X est alors
définie par le vecteur Y" de m éléments tels que :

1 st peR
Y= { 2
0 si peS
Dans ce cas, la propriété de transitivité suivante est vérifiée :

soit i, j les objets de la paire p;
soit j, k les objets de la paire q; et
soit i, k les objets de la paire z
alors Y,=1 et ¥;"=1 impliquent V,"=1.
(2) Soit Z, le rang de la paire p dans la préordonnance P :
Z,=|{qeM/d,<d, }|

(") La partition n§ est unique si la préordonnance P est une ordonnance.
(®) Les algorithmes d’énumératio%n implicite testés par les auteurs s’avérent inefficients.
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A chaque rang Z correspond une partition G de M a deux classes R, et S,
telles que

R,=(p/Z,<Z) et S,=(p/Z,>Z)

. 1 si R
La variable YS = { s{ PESs
0 si peS,
(3) Soit G; et G;;, deux partitions de rangs successifs de M, e un sous-
ensemble quelconque de Rg;, ; — Rg;.
Chaque partition dont RgUe est la classe des réunis sera appelée partition
intermédiaire entre G; et G, ,.

ALGORITHME

Phase 1 : On classe les paires par ordre de distance croissante.

Phase 1 : On construit une suite G, G, ...,Gi, ..., G, de partitions de M
de rang croissant. Pour chaque partition G; on détermine si G;
est également partition de X. Si G; n’est pas une partition de X
on cherche la partition 1(G;) de X déduite de G; par « fermeture
transitive ». C’est-a-dire, on ajoute pour tout couple p et geR,
les paires zeS, nécessaires a la vérification de la propriété de
transitivité. 4

— On détermine si la partition n(G;) est parfaitement compatible
avec la préordonnance P.

— On retient la partition 7(G;) qui maximise a le nombre de
couples de paires de n(G;) compatible avec P.

Phase 2 : On cherche 4 améliorer la partition obtenue a I'issue de la Phase 1
en explorant systématiquement toutes les partitions intermé-
diaires entre G; et G;4 4, en vue de déterminer s’il existe des paires
pouvant étre réunies sans créer de contradiction avec P.

PROPOSITION : L’algorithme ci-dessus énumére toutes les partitions effi-
cientes T§. '

Démonstration : 1l s’agit de montrer que la partition 7(G;) qui maximise a
est telle qu’il n’existe pas de paires p compatibles avec P qui ne soient pas
contenues dans les partitions intermédiaires entre G; et G;. .

Dans la phase 1 on obtient la partition n(G;) telle que :
a[n(G;)]=max { a[n(G))], ..., a[n(G.)] }
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(1) Une réunion Y,=1 ne peut se produire que de 2 fagons différentes :
A. Soit comme conséquence transitive de réunions effectuces a I'étape
i—1.
B. Soit comme formation d’un groupe isolé.

(2) Seul I'ensemble (Rg;,, — Rg;) doit étre exploré car (étant donné que
Rg;+, contient au moins un z€ro) une réunion dans Rg;, , entraine nécessai-
rement au moins une contradiction.

(3) L'ensemble Rg;., — Rg; contient nécessairement au moins un Zz€ro
car sinon il est possible d’augmenter A dans la phase 2. CQFD

L’annexe 2 présente un code en langage BASIC de I'algorithme ci-dessus.

ANNEXE 1

PROPOSITION 1. — Démonstration que | M |>—| VoAV, |=| M |2 —| WpAW,|.
Il suffit de montrer que | Wo AW, |=| VpAV,|. '

Démonstration. — | VoAV |=|Vp|+| Vol =2| VeV, .
On ajoute et on retranche | Ip | et | I, ].
[VeAV = Vel+] Vil =21 VenVel+1Ip| = |Ip |+ | | = | I |
[ VeAV = We |+ | W | =21 Ve V| = Ip| = I.]
et comme Ipn(M x M)=1Ip on peut écrire
| VAV | =W | +| Wo| =2 Ven V| = IpnM x M | = | I,anM x M |
et comme (M x My=(I,uV,UV,)on a
| Ve AV, | =| W |+ Wi | = 2] o Vil = | Ipn(Te0 VU V) | = L (Tpu Ve U V) |

| VoA Ve | = W | +| Wi | =2 | Vo Vel = | Ipn I = | Ipa Ve | = [ Tp A V| = | 1e0 I
= LV | =10 Ve |

mais PSS AP YA
et | Ve =1, Vp|
donc

| VoA Vel =| Wo | +| Wa | =21 Vo Vo | =2 | Ipn L | =2 | Ip Vi [ =2 | T,n Vi |
| VRAVZ = We |+ | Wi | =2| Wpn W, |

et donc | oAV =| WpAW, | CQFD
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PROPOSITION 2. — Démontrons que le critére 2 est égal d la somme des
critéeres la et 1b

IMXM|—=| VoAV | = Wen W [+ Ven V]
Démonstration :
IMXM|—| VAV |=IMXM|—=|Vp|=|Vi|+2| VeVl
et comme M x M= Wp Vo= W, UV, et que, de plus (M x M)n(M x M)=M x M, |
il vient _ - ‘
=|(Wpu )W u V) [ =1 Vel —| Vo | +21VenVy]
En développant le premier cardinal, nous obtenons :
= | Wen W |+ G W |+ | (B Vo) Vo | = | Vo | = | Vil +2| Ve V4|
Le 3¢ cardinal vaut | V,|=|V,| et sannule avec I'avant-dernier cardinal
= | Wen W+ | oW | = Vo |+ Vo Ve |+ VeV, |
= | W Wl +| VoW | = | Vol +| e Ve +| Hen V4|
En regroupant le 2¢ cardinal et I’avant-dernier, on obtient :
= [ W W+ | (WU V) | = Ve |+ Ven V|
Le deuxiéme cardinal vaut | ¥, |=| V,| et s’annule avec le 3¢ cardinal.
= | Wen Wi+ | VenVy| CQFD

PROPOSITION 3. — Démontrons que :

| Won W, |+ | WEN W5 | — | Wen WE | — | W W5 |
=2[| % Vel =1 Vel 14+ I 1|

Démonstration. — Décomposons le premier cardinal utilisant We=V,ulp
et W,=Vul,. Remplagons également Wy par V5

| (HuIp)N(Vau L) [+ Ve Vel = | (BuIp)n Ve | = [ (VauIp) N Vp |
En développant, il vient :
[ Ve Vol +] Ve L |+ e Vil + | Tp I |+ Ve V|
= Ve Vil =10V | = | Van Ve | = [ [0 V|
En utilisant les relations suivantes :
Vel =1V, et |LnVel=|LnT

ainsi que o _ ~
| e Vel =11VenVil et [ VenVil=|VenV,|
il vient
21 Ve Vil =1 Ven Vo 1+ [ e 4| CQFD
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PROPOSITION 4, due a I . C. Lerman. ‘
(WeAW)A(VpAV;) = 1Al
Démonstration. — Développons la 17¢ parenthése.
CWeAW, = (Wen We) (W W)
en utilisant W=V, et Wg =V, il vient :
WoAW, = (Wen V)U(VpnWy)
en utilisant W= Vpulp et W=V, Ul,, il vient :
W AW, = (Vo V) u(Ipn V(G Vyu(Ten L)
Développons la 2¢ parenthése :
VAV, =(Ven VE)U(VEN V)
en utilisant V¢ = Vpn I, et Vi =Vpn1Ip, il vient :
VoAV, = [Vpu(VouI) 1V [(Ben TN V]
VAV, =V Vyu(Venlyu(VenV)ulpnVy)
Nous pouvons maintenant c;.lculer la différence symétrique entre les deux pre-
miéres parenthéses.
(W AW)AVA V) =L V) U (Ve L) o (VeI U(IpN V)

Les parenthéses 1 et 4 du membre de gauche peuvent étre factorisées comme
suit : _ _

UpnVyulIpn V) =Ien(V,u V) =I5
De méme, les parenthéses 2 et 3 du membre de gauche deviennent :

(B I)U(Genl) =40 V)T =150,
Donc :
(WPAW,E)A(I/;,AV,,)=(I,m1§,)u(1§,m1,‘):IPAI,r CQFD

ANNEXE 2

12 READN:M=N#(N=1)/2:DIRI(M+1)1J(M+1),D(M+1)Y(M) s X(M) sUCN) s P=INT(M/2) :D=P:F =P
20 FORS=@TOP-1:D(S)=-1E30:NEXTS :FORS=PTOM+1:D(S)=1EID:NEXTS

6@ READY:IFY={THENSQ

78 READC:DIMC(N»C) :FORI=1TON:FORJ={TOCIREADC( ) J) sNEXTS

8@ FORJ=2TON:FORI=1TOJ-1: IFY=1READX:GOT092

89 X=Q:FORS=1TOC: XaX+(C(I1§)=C(Js§)I#(C(L1S)~C(J+5) ) INEXTS

9@ K=D~1:IFX>D(PILETKaP

188 IFX<D(K+1) THEN2BRELSEK=K+1:60T0120
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282 IFD=1GOT0228
218 IFF=MORK~D{F-KGOT0328
228 IFK=FGOTOZ248
238 FORS=FTOK+1STER=1:D(5+1)2D(S):I1(S+1)=1(S):J(S+1)=J(S) :NEXTS
24@ IFFIMETFaF+1
250 K=K+13:60T0430
302 IFK<DEOTO3ISe
310 FORS=DTOK:D(S=1)=D(S) s I(S~1)=1(S):J(S=1)=J(S) :NEXTS
358 IFDYILETD=D-1
480 P=INT((D+F)/2):D(K)=X: I (K}=I:J(K)=JNEXTIVJ
49@ LPRINT® I. J®)*DIST®,*CONTRIBUTION® :FORS=17048:LPRINT®~*; INEXTSILPRINT
495 FORS=1TOM:IY(S)aM=5+{:IFD(S)=D(S~1)LETY(S)=Y(S-1)
S88 LPRINTI(S):J(S)yD(S)Y(S):NEXTS:FORS=1TO48:LPRINT®~* 3 INEXTS:LPRINT
510 FORI=1TON:U(I)=I :NEXTI:FORS=1TOM:D(S)=Y(S):Y(S)=8:NEXTS
482 LPRINT:LPRINT"PARTITIONS EFFICIENTES DE RANG 0° :LPRINTSTRING$(3261)
618 D=1:K=1:5=K:7=0
428 S=S+1:IFD(S)=D(D)G0TN62@
b4@ K=5-1:FORS=DTOK:Y(S)=1:NEXTS: IFK* (M=K} <K1*(M-K1) THENSOO
458 IFZ=@THENK1=K:D1=D
668 GOSUB1788:GOSUB1740: IFZ=260T0808
488 D=K+1:S=K+1:60T0420
808 X=1:K=K1:D=D1:FORS=K+1TOM:Y(S)=0:NEXTS
885 IFKD INT((M+1)/2) THENX=K=INT{ (M+1)/2)
810 Y=X-1:P=K-D+1:T=P
820 Y=Y+1:IFY>PSTOP
838 FORJ=DTOK:Y(J)=1:NEXTJ
848 FORJ=1TOY:X(J)=J:Y(D=1+X(J))=B:NEXTJ:GOSUB1708: GOSUB1848: IF2=060SUB1508: P=Y
858 FORI=YTOLSTEP-1:IFX(I)<T-Y+IG0T0878
86@ NEXTI:G0T0S29
878 FORJ=DTOK:Y(J)=1:NEXTJ
880 FORJ=YTOISTER-1:X(J)=X(I)+J~I+1:Y(D=1+X(J) }=@:NEXTJ
89@ FORJ=LTOI:Y(D~-1+X(J))=B:NEXTJ:GOSUB17308:GOSUB1848: IFZ=8G0SUB1588:P=Y
988 GOTO838
S8 A=0:FORS=1TOK: IFY(S)>BTHENA=A+1
1581 :NEXTS
1583 LPRINT:A=A#(M-A) :LPRINT® A=® ; A:LPRINT :W=@: I=1 :L PRINT* GROUPES: *
1518 IFUCII>@:LETU=U(I) :U(])=8:GOTO1530
1528 I=I+1:IFI>NLPRINT:RETURMNELSEGOT01518
1532 W=i+1:LPRINT*GROUPE® sW3* COMPOSE-DES INDIVIDUS :°313:IFI=NLPRINT:RETURN
154@ FORJ=I+1TON: IFU(J)=ULPRINT®"J3:U(J)=0
1558 NEXTJ:LPRINT:GOT01S28
1788 FORI=1TON:U(I)=I:NEXTI
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1703 7=0:FORS=1TOK: IFY(S)=00RU(I(S))=U(J(S))G0T01728
1718 Z=7+1:IFUCI(S) )<ULJ(S) ) THENUCJ(S) )=U(T(S) JELSEU(I(S) )=U(J(S})
1728 NEXTS: IFZ>0G0T01785ELSERETURN

1748 S=K

1758 S=5+1: IFS>MTHENZ=2:RETURN

1760 IFU(1(S))=U(I(S))E0T01750

1770 T=S

1780 S=5+1:IFSOMRETURN

1798 IFULI(S))=U(J(S))ANDD(S)<D(T)G0T0188BELSEGOTO1 780
1888 7=1 :RETURN

1848 FORS=K+1TOM: IFU(I(S))=U(J(S)160T01868

1838 NEXTS:RETURN

1868 I=1:RETURN
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