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UN NOUVEAU CONCEPT DE DOMINANCE
POUR L'ORDONNANCEMENT DE TRAVAUX
SUR UNE MACHINE (%)

par J. ErscHLER ('), G. Fontan (%), C. MEercek ()

Résumé. — Dans un précédent article, les auteurs ont développé une propriété de dominance
relative a I'admissibilité de séquences de travaux contraints par des dates limites et utilisant une
machine unique. Ces résultats sont transposés et interprétés ici en terme de retard. Une application
est faite en vue de I'amélioration de la procédure arborescente d optimisation proposée par Baker
et Su[2] permertant d obtenir la séquence minimisant le plus grand retard vrai. Une expérimentation
sur calculateur numérique démontre Iefficacité de la procédure proposée.

Mots clés : Ordonnancement d’atelier; procédure d’optimisation par séparation et évaluation
progressive.

Abstract. — In a previous paper, the authors developed a dominance property relative to the
feasibility of job sequences constrained by limit times when using a single machine. These results
are here transposed and interpreted for tardiness optimization purpose. An application is presented
with a view to improving the performance of the branch and bound algorithm proposed by Baker
and Su[2] to find the sequence which minimizes maximum tardiness.

Keywords: Deterministic job shop scheduling; branch and bound.

1. INTRODUCTION

L’ordonnancement de travaux indépendants sur une machine unique consti-
tue un des points clés du probléme d’ordonnancement d’atelier [4]. Les tra-
vaux sont généralement contraints par des dates limites liées a la gestion
globale de I'atelier. Dans un article précédent [7] les auteurs se sont intéressés
au probléme de 'admissibilité des séquences de travaux vis-a-vis des contrain-
tes de dates limites et d’utilisation de la machine. A cette fin, en s’appuyant
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16 J. ERSCHLER, G. FONTAN, C. MERCE

uniquement sur les dates limites associées aux différents travaux, un concept
de dominance a été proposé. Il permet de limiter la recherche des séquences
de travaux admissibles 4 un ensemble réduit de séquences, appelé ensemble
dominant de séquences. Comme c’est le cas pour toute propriété de dominance
(voir par exemple ordonnancements actifs [1, 6]) il en résulte une diminution
sensible de la « dimension combinatoire » du probléme.

La notion d’admissibilité est en réalité étroitement li€e a la notion de
retard. D’ou l'idée d’utiliser le concept de dominance dans le cadre de la
résolution du probléme de la minimisation du plus grand retard. De nombreux
auteurs ont proposé des méthodes arborescentes d’optimisation pour résoudre
ce type de probléme ([2, 3, 5, 9, 11], etc.). Dans cet article, on se propose
d’utiliser la propriété de dominance de maniére a améliorer la méthode
proposée par Baker et Su[2]. Le choix de cette procédure est lié d’une part a
son efficacité qui la place parmi les plus performantes [9] et d’autre part a
son principe qui se préte bien a P'exploitation de la notion de dominance
développée dans cet article. Les résultats concernant la propriété de domi-
nance vis-a-vis de ’admissibilité développés dans {7] sont auparavant transpo-
sés et interprétés en terme de retard. Les résultats d’une expérimentation sur
calculateur numérique mettent en évidence ’amélioration de la procédure de
Baker et Su obtenue par utilisation de la propriété de dominance.

2. POSITION DU PROBLEME

Soit un ensemble J de n travaux indépendants a ordonnancer sur une
machine unique : J={if/i=1, ..., n}. Un travail i est caractéris¢ par sa
durée p,, sa date de début au plus tot r, sa date de fin au plus tard d;. La
machine ne peut exécuter qu'un seul travail a la fois, il ne peut &tre inter-
rompu. Une séquence S correspond 4 une permutation des n travaux. Soit Z
I'ordonnancement au plus tot associé a cette séquence. La date de fin d’exécu-
tion d’un travail i dans Z est notée ¢;(Z). Son retard algébrique L,;(Z) est
défini par L,(Z)=c;(Z)—d,; et son retard vrai par T;(Z)=max (0, L;(Z)). Le
plus grand retard algébrique associ¢é a la séquence est not¢ L . (Z)=
max L; (Z). Cet article s’intéresse a la minimisation du plus grand retard vrai
ieJ

Tmax (Z) =max (0’ Li (Z)) =max (05 Lmax (Z))

ielJ

Dans le cas simplifié ot les dates de début au plus t6t »; sont identiques
(version « statique ») le théoréme de Jackson (voir par exemple[1, 6]) permet
de construire la solution optimale en ordonnant les travaux suivant I’ordre
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DOMINANCE POUR ORDONNANCEMENT DE TRAVAUX 17

croissant de leur date de fin au plus tard. Lorsque les dates de début au plus
tot sont différentes (version « dynamique ») le probléme est NP complet [10],
la résolution est plus délicate. On fait alors appel en général a des procédures
d’optimisation par séparation et évaluation progressive.

3. CONCEPTS DE CORPS D’HYPOTHESES ET DE DOMINANCE [7]

Les données du probléme défini dans le paragraphe 2 sont constituées par
le 3n-tuple (r, p, d) ou :

r={ry, .. nb  p={ps .. .p},  d={dy, ..., d,}.
Soit E ’ensemble de tous les 3 n-tuple (r, p, d).

DEFINITION 1 : Un corps d’hypothéses relatif au probléeme d’ordonnancement
défini au paragraphe 2 est un sous-ensemble H de I’ensemble E.

Quant H est réduit a un élément, le corps d’hypothéses est complet, toutes
les données du probléme sont alors connues. En général H représente des
ensembles de valeurs possibles pour les données. Ceci correspond a une
connaissance partielle de ces données. Une telle notion peut étre utilisée
lorsque certaines données sont effectivement inconnues. Elle peut également
étre utilisée, dans un souci de simplification, pour mettre en évidence certaines
propriétés en se basant seulement sur une partie des données. Cette dernicre
idée est utilisée ici dans le cadre du probléme de la minimisation du plus
grand retard.

DEFINITION 2 : Une séquence S, domine une séquence S, (S, % S,) vis-a-vis
du critére du plus grand retard algébrique, pour un corps d’hypothéses H, si

Lmax (Zi) ngax (22)’ V(r, D> d)EH9

Z, et Z, étant les ordonnancements au plus tot associés respectivement aux
séquences S, et S,.

Dans la suite de cet article on appellera dominance, sans précision supplé-
mentaire, la dominance relative au critére définie par la définition 2.

La relation de dominance & définit un préordre (relation binaire transitive
et réflexive) dans ’ensemble des séquences. Si §, domine S, et S, domine
S,, S, et S, sont dites équivalentes.

DEFINITION 3 : Une séquence dominante est une séquence S, telle que :
vSsS, S28, = S,;28.
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18 J. ERSCHLER, G. FONTAN, C. MERCE

DEFINITION 4 : Un ensemble de séquences & est dit dominant si VS ¢,
3S,e & telle que S; domine S.

Un ensemble dominant de séquences contient donc une séquence optimale,
vis-a-vis du critére du plus grand retard algébrique et a fortiori vis-a-vis du
critére du plus grand retard vrai. Ainsi la recherche d’une solution optimale
peut étre limitée a I'étude d’un ensemble dominant de séquences, ensemble
de dimension réduite par rapport a ’ensemble des séquences possibles.

L’établissement de la relation de dominance nécessite la comparaison de
séquences vis-a-vis de la valeur du critére. Le lemme 1 facilite ce type de
comparaisons.

On note :
e S une séquence de travaux;

® « < » la précédence entre deux travaux ou deux sous-ensembles de
travaux;

e I1(S)={(x, y)eJ*/x<y dans la séquence S };
e L., (Z) le retard algébrique du travail y induit par le travail x avec
(x, y)€I(S).

ny(Z)=rx +Px+ Z pk+py_dy,
x<k<y
dans S

Lmax (Z)= max Lij (Z)
@i, Nel(S)

LeEMME 1 : Une condition nécessaire et suffisante pour que S, domine S,
pour un corps d’hypothéses H est que :

V(@ pHel(S,) et vV, p, d)eH, 3k, Del(S)telque Lj(Z,)< Ly (Z,).

Démonstration :

(i) Condition nécessaire :
S,domineS, = L_, (Z,)=L_..(Z,), YV, p,deH,
par conséquent :
V(r,p, d)eH, 3(k,Del(S,) telque L, (Z,)SL,(Z)),

or :
V(l, J) eI(SZ)9 Lij(ZZ)éLmax (ZZ),
d’ou :
V(V,Pa d)EH’ V(i,.’)EI(SZ): a(ka l)EI(Sl)
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DOMINANCE POUR ORDONNANCEMENT DE TRAVAUX 19

tel que L; (Z,)< Ly, (Z)).
(ii) Condition suffisante :

Y@, p,deH, Y, j)el(S,), Ik, Nel(S,)
tel que L;;(Z,)£Ly(Z,),

orVY(r, p, d)eH et V(k, DeI(S,),
Lkl (Zl) é Lmax (21)3
on peut donc écrire :
V(r’ b, d)€H9 V(la ])EI(SZ)’ Lij(ZZ)éLmax(zl)’
d’ou :
V(T, P’ d)EH’ Lmax(ZZ)éLmax(Zl)

et S, domine S,.

4. CARACTERISATION D’UN ENSEMBLE DOMINANT DE SEQUENCES : STRUCTURE
PYRAMIDALE

Le corps d’hypothéses considéré est le suivant :

H={(r, p, d)/ ordre respectif des dates limites r; et d; est connu }.

Ainsi la durée des travaux n’est pas précisée, les dates limites peuvent varier
dans le respect de 'ordre des dates limites 7; et d;. Bien que partiel, ce corps
d’hypothéses va permettre une réduction sensible des séquences a considérer
pour le probléme d’optimisation envisagé.

Les notions de sommet et de pyramide facilitent la caractérisation d’un
ensemble dominant de séquences.

DEFINITION S : Un travail s, eJ est appelé « sommet » si & xeJ tel que
r <ryetd.,<d,.

Pour deux sommets s, et s, on peut écrire :

rsry, = d,<d,

sy ="s1

Les sommets sont indicés dans I'ordre croissant de leur date de début, ou
en cas d’égalité dans 'ordre croissant de leur date de fin. Dans le cas d’égalité
des dates de début et des dates de fin, ils sont indicés arbitrairement.

S’il existe N sommets la structure est dite « N pyramidale ».

vol. 19, n° 1, février 1985



20 J. ERSCHLER, G. FONTAN, C. MERCE

DEFINITION 6 : Une pyramide 2, associée au sommet s, est un sous-ensemble
de travaux P, ={s }\U{xeJlr.<r,etd, <d }.

Certains travaux peuvent appartenir a plusieurs pyramides; ils constituent
les travaux communs de ces pyramides. Tout ensemble de dates limites peut
étre décrit par une combinaison de pyramides.

Le théoréme suivant permet de construire un ensemble dominant de séquen-
ces a partir de la notion de structure pyramidale.

THEOREME 1 : Un ensemble dominant de séquences peut étre constitué par
les séquences telles que :

(i) Les sommets sont ordonnés dans I'ordre de leurs indices;

(ii) Avant le premier sommet, seuls sont placés des travaux appartenant a la
premiére pyramide rangés dans I'ordre de leur date de début (*);

(iii) Apreés le dernier sommet, seuls sont placés des travaux appartenant a la
derniére pyramide rangés dans I'ordre de leur date de fin (*);

(iv) Entre deux sommets s, et s, ., on place : en premier des travaux apparte-
nant a la pyramide 2, et wappartenant pas a la pyramide P, ., dans lordre
de leur date de fin (*), puis des travaux communs aux pyramides 2,, 2, ,
dans un ordre arbitraire, enfin des travaux appartenant d la pyramide P, ., et
nappartenant pas d la pyramide P, suivant I'ordre de leur date de début ().

Ce théoréme caractérisant un ensemble dominant vis-a-vis du critére de
retard peut se démontrer de fagon analogue aux théoréme et corollaires 1 a
S de [7] relatifs & un ensemble dominant vis-a-vis de I’admissibilité. On peut
remarquer en effet que la condition du lemme 1 est ici une condition nécessaire
et suffisante de dominance vis-a-vis du critére alors que dans {7] la démonstra-
tion s’appuie uniquement sur le caractére suffisant de cette propriété.

Exemple : Pour illustrer la construction d’un ensemble dominant & partir
du théoréme 1, considérons un exemple a quatre travaux notés q, b, ¢, d.

Les dates limites associées a ces différents travaux vérifient les inégalités
suivantes :

T <Ty<r.<Tg

dy<d;<d <d,

La figure 1 schématise les intervalles associés a chacun de ces travaux.

(') Dans un ordre arbitraire en cas d’égalité de dates.
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Figure 1. — Diagramme a barres.

On peut en déduire la structure pyramidale suivante :
e deux sommets : b, d;
e deux pyramides : Z,={a, b}, ?,={a, c, d}.

En conséquence, 'ensemble dominant de séquences est constitué par les
séquences suivantes :

a b ¢ d, b a ¢ d,
a b d ¢ b ¢ d a,
b a d ¢ b d ¢ a

soit 6 séquences 4 comparer aux 4!=24 séquences possibles.

11 a pu étre établi[4] que le nombre de séquences 4" de ’ensemble dominant
de séquences obtenu a partir du théoréme 1 est :

q=N
N =T1] (@+1)s
q=1

ou n, est le nombre de travaux appartenant & g pyramides. Une borne
inférieure et une borne supérieure peuvent &tre facilement associées a
N 122N/ S(N+1)"V. Ceci met en évidence la réduction de la dimension
de ’ensemble des séquences & explorer dans un probléme d’optimisation : A"
devenant rapidement petit par rapport a n! lorsque n croit.
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22 J. ERSCHLER, G. FONTAN, C. MERCE

5. METHODE D’OPTIMISATION PAR SEPARATION ET EVALUATION PROGRESSIVE

Ce type de procédure est élaboré a partir d’un principe de séparation et
d’une fonction d’évaluation[12]. Le principe de séparation utilisé par Baker
et Su construit une arborescence dans laquelle chaque neceud de niveau k
représente une séquence partielle de k travaux.

Ainsi, pour un ensemble de quatre travaux la séparation construit ’arbores-
cence représentée par la figure 2. Elle est constituée de 64 nceuds. La séquence
partielle correspondante est précisée a I'intérieur de chaque nceud.

niveau 1

niveau 2

niveau 4 abcd @ ———————

Figure 2. — Arborescence associée 4 la procédure de séparation
proposée par Baker et Su.

L’utilisation de la notion de dominance développée au paragraphe 4 permet
de réduire sensiblement la dimension de 1’arborescence.

Soit & séparer un nceud de niveau k en un ensemble de nceuds de niveau
k +1 correspondant a des séquences partielles issues de I'ensemble dominant
de séquences. Le principe de séparation doit prendre en compte la caractérisa-
tion pyramidale des séquences dominantes définie par le théoréme 1.

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



DOMINANCE POUR ORDONNANCEMENT DE TRAVAUX 23

On note :
e [ un nceud de I’arborescence;

e V(]) 'ensemble des travaux constituant la séquence partielle associée au
neeud /:

e R(H=J-V ()

e s; le sommet tel que k= min [k].
skeR(@)

Le principe de séparation peut étre décrit de la maniére suivante :
Pour tout nceud ! devant étre séparé, créer les nceuds suivants :

(a) un nceud correspondant a la planification de s; suivi de I’ensemble des
travaux Ty={jeR())[je Py jePi+,} dans 'ordre croissant de leur date de
fin au plus tard;

(b) des nceuds correspondant a la planification de chacun des travaux :
{j,jePcN R, j#5ir;Z T Ve V(D }.

Cette procédure de séparation modifiée est illustrée a partir de I'exemple
de quatre travaux présenté dans le paragraphe 4. L’arborescence construite

racine

Figure 3. — Arborescence construite
par le principe de séparation modifié.
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24 J. ERSCHLER, G. FONTAN, C. MERCE

est représentée par la figure 3. Le sommet de la « pyramide courante »
(correspondant a sp) est indiqué a c6té de chaque nceud de I'arborescence.
Cette arborescence est constituée de 13 nceuds. Ceci illustre la réduction de
dimension obtenue par rapport a la procédure classique.

Baker et Su présentent deux propriétés permettant de limiter la dimension
de Parborescence construite. La premiére prend en considération le fait que
seuls les ordonnancements actifs doivent étre énumérés. Ces ordonnancements
actifs sont des ordonnancements ne possédant pas de temps morts supérieurs
a la durée des travaux positionnés aprés et ayant une date de début au plus
tot permettant un déplacement dans ce temps mort (voir par exemple [6]).

La deuxiéme propriété utilise le théoréme de Jackson lorsque la date de
début possible des travaux restant 4 ordonner est supérieure a leur date de
début au plus toét. Dans ce cas, la solution optimale d’un tel sous-probléme
place les travaux restant dans I’ordre croissant des dates de fin.

Ces deux propriétés peuvent étre utilisées de la méme maniére dans le
cadre de la procédure modifiée.

De plus, a chaque nceud de I’arborescence, une fonction d’évaluation associe
une borne inférieure au critére pour le sous-probléme considéré. Cette fonction
d’évaluation calcule la durée de ’ordonnancement en supposant les travaux
interruptibles et en appliquant le théoréme de Jackson.

6. RESULTATS EXPERIMENTAUX

La procédure d’optimisation utilisant le concept de dominance est comparée
a la procédure utilisée par Baker et Su. Les données des différents problémes
testés sont engendrées de maniére aléatoire. La date de début au plus tot r,
de chaque travail i est une valeur aléatoire uniformément distribuée entre O
et 7., La durée p; d’un travail i est engendrée de maniére analogue a partir

TABLEAU 1

Valeurs des paramétres
associés a P'expérimentation.

n rlllll p'll.l smnx
10 10 10 10
20 20 10 20
30 30 10 30
40 40 10 40
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DOMINANCE POUR ORDONNANCEMENT DE TRAVAUX 25

d’une distribution uniforme entre 1 et p_,,. Enfin la date de fin au plus
tard d; est obtenue a partir de 'expression d;=r;+p;+s;, s; étant également
une variable aléatoire uniformément distribuée entre 0 et s,,,,.

Le tableau I indique les valeurs des paramétres choisis pour les différentes
dimensions des problémes étudiés.

Le tableau IT présente les performances concernant les temps moyens de
calcul et la taille moyenne des arborescences associées aux différents probleé-
mes testés; 30 problémes sont traités pour chaque valeur de n. Le calculateur
utilisé est un ordinateur IBM 370/168 programmé en FORTRAN.

TABLEAU 11

Résultats de I'expérimentation.

Procédure sans notion|Procédure avec notion
de dominance de dominance l:g&%(;:’t
Rapport de
Nombre Nombre | temps moyen nceuds moyens
Dimension Temps ncge ds Temps (;1: ds sarilsotgoz;vec sans
du calcul mol;ren calcul xl:xoyen de et
probléme moyen moyen : avec notion
™ (ms) l’a‘:le)o- (ms) l’arb((l):esce dominance de
dominance
rescence nce
10 5,6 8,4 59 6,7 0,96 1,27
20 50,8 24,7 31,2 16,2 1,63 1,52
30 216,6 50,6 105,1 27,1 2,06 1,87
40 642,7 92,6 272,3 41,2 2,48 2,24

7. CONCLUSION

Le concept de dominance relatif au critére L,,,, permet de diminuer notable-
ment 'ensemble des séquences & examiner lors de la résolution du probléme
d’optimisation. La caractérisation d’un ensemble dominant de séquences est
facilitée par la notion de structure pyramidale.

L’application de ces résultats au probléme de minimisation de T,,,, proposé
par Baker et Su permet de construire dans tous les cas une arborescence de
taille inférieure. Pour des problémes de petite dimension, les temps de calculs
moyens associés a cés deux procédures sont trés voisins. Ceci est di a
I’accroissement des calculs li€ a la prise en compte de la dominance, insuffisam-
ment compensé pour ces tailles de probléme, par la réduction de 'arbores-
cence. Dans les exemples traités ce phénomeéne est trés limité; il n’apparait
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26 J. ERSCHLER, G. FONTAN, C. MERCE

que dans trois problémes du cas n=10. Pour les problémes de dimension
importante les résultats sont toujours en faveur de la procédure proposée.
L’amélioration des rapports des temps de calcul croit rapidement avec n.

La comparaison des résultats expérimentaux associés a des procédures
differentes est souvent délicate car étroitement liée a leur programmation.
L’algorithme de McMahon et Florian[11] souvent présenté comme le plus
efficace a été comparé dans [9] a I'algorithme de Baker et Su. En analysant
ces résultats et ceux présentés dans cet article il semble que I’algorithme de
Baker et Su utilisant la propriété de dominance soit supérieur a I’algorithme
de McMahon et Florian pour des valeurs de n suffisamment grandes. En
particulier pour n=40 le rapport des temps moyens de calcul est nettement a
P’avantage de la procédure proposée.
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