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CONSTRUCTION
DE L'ULTRAMETRIQUE LA PLUS PROCHE
D'UNE DISSIMILARITE
AU SENS DES MOINDRES CARRES (*)

par J. L. Caanpon (1), J. LEMAIRE et J. PouGeT (%)

Résumé. — Soit un ensemble X d’objets d classer sur la base d’une matrice de dissimilarités entre
paires d’objets. On se propose de réaliser une classification hiérarchique des objets de X, telle que la
transformation des dissimilarités initiales d en dissimilarités ultramétriques 8 induise une distorsion
minimale au sens des moindres carrés.

~ Une propriété générale d’un optimum global est démontrée. Elle sert de fondement a I'élaboration
d’un algorithme hiérarchique ascendant garantissant I'obtention d’un optimum global. Ce premier
algorithme, relativement lent, est complété par un algorithme hiérarchique divisif rapide qui permet de
classer un grand nombre d’objets et qui conduit généralement a un optimum local de meilleure qualité
que ceux obtenus par des algorithmes hiérarchiques classiques.

Abstract. — X is a set of objects to be classified on the basis of the pairwise dissimilarity
matrix D. This paper present a hierarchical classification algorithm that minimize the sum of squared
differences between the original dissimilarities d and the final ultrametric dissimilarities & resulting from
the classification.

A general property of the global optimum is demonstrated. It is then concerted into a branch and
bound algorithm that insure that the true global optimum will be reached. However, this algorithm is
rather slow. It is supplemented by a divisive algorithm that can handle large sets of objects. This second
algorithm may lead to more local optimum but it often improve upon the results of the classical
hierarchical algorithms.

1. PRESENTATION DU PROBLEME

X désigne un ensemble fini d’objets. On notera P I’ensemble des paires
d’objets de X, c’est-a-dire ’ensemble des parties a deux éléments de X. Pour
simplifier, une telle partie { x, y} sera notée xy.

Etant donné une dissimilarité d sur X, c’est-a-dire une application de P dans R
[d(xy) sera noté d,,] on se propose de réaliser une classification hiérarchique
indicée des objets de X. S. C. Johnson [13] et J. P. Benzecri [3] ont démontré
conjointement qu’il suffisait pour cela de transformer d en une dissimilarité
ultramétrique 8 (en abrégé DU) vérifiant I'inégalité ultramétrique

Vxy, yzeP: §,,<max(d,,,9d,,). €))

(*) Regu novembre 1978.
(*) L.A.E., Aix-en-Provence.

(%) LASSY (Laboratoire de Signaux et Systémes), Equipe de Recherche associée au C.N.R.S.,
Université de Nice, Nice.
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158 J. L. CHANDON, J. LEMAIRE, J. POUGET

L’écart entre deux dissimilarités d et & peut étre mesuré par la norme
euclidienne (3) :

ld=3 =13 (dyy—8,,)1"2. )

Cet article présente une méthode permettant de résoudre le probléme :

min|[d—3]. 3)
3DU

R. R. Sokal et F. J. Rholf [17] puis R. R. Sokal et P. H. A. Sneath [18] furent les
premiers a poser ce probléme sous une forme équivalente (en termes de
corrélation cophénétique).

Devant la complexité combinatoire et la nature non convexe du probléme,
plusieurs algorithmes de recherche d’un optimum local ont été proposés. Une
premiére famille d’algorithmes repose sur des opérations locales consistant a
échanger ou a supprimer certains sommets de la représentation arborescente des
dissimilarités ultramétriques : J. A. Hartigan [11], D. G. Caroll et J. J. Chang
[5]. Une deuxiéme famille d’algorithme utilise une méthode de gradient :
D. J. Caroll et S. Pruzansky [6].

Signalons également les études empiriques de Sokal et Rholf [17], Boyce [4],
Farris [9] et Jambu [12] qui montrent que parmi la famille des algorithmes
ascendants hiérarchiques de G. N. Lance et W. T. Williams [15], I’algorithme de
la moyenne est celui qui conduit le plus fréquemment a la plus petite valeur du
critére ||d—38].

On trouvera dans la theése de Davy de Virville [7] et dans I’article de D. Florens
et E. O. Lochard [10] une étude des propriétés mathématiques d’un optimum
global. Notre article explore cette voie de recherche en utilisant trés largement le
concept de préordonnance ultramétrique binaire introduit par 1. C. Lerman (par
exemple [16]) et la technique de regression isotone.

Cette nouvelle formulation du probléme nous a permis de découvrir une
propriété originale d’un optimum global. Celle-ci induit un algorithme
hiérarchique ascendant généralisant ’algorithme de la moyenne et garantissant
I’obtention d’un optimum global. Cet algorithme permet également de mieux
comprendre Pefficacité de I’algorithme de la moyenne constatée empiriquement
pour minimiser ce critére.

(®) D. Defays [8] étudie un probléme analogue avec la norme

“d_8“= Zldxv"axvl'
xy
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CONSTRUCTION DE L’'ULTRAMETRIQUE 159

Cependant, cet algorithme étant relativement lent (il devient impraticable dés
que le nombre d’objets dépasse 15), nous avons été conduit a définir sur la base de
la propriété mentionnée ci-dessus un algorithme hiérarchique divisif rapide qui
permet de classer un grand nombre d’objets et qui conduit généralement a un
optimum local de meilleure qualité que ceux obtenus par les algorithmes
hiérarchiques classiques.

2. FORMALISATION DU PROBLEME (3) EN TERMES DE PREORDONNANCE
ULTRAMETRIQUE

Une préordonnance ultramétrique sur X (en abrégé PU) est un préordre total
surPnoteI' : ', <T,<...<I et vérifiant :

k k
Vk: xy,yze|JT; = xzelJT;. 4)
Jj=1 ji=1
La définition d’une DU & équivaut & celle d’'une PU T et d’une suite numérique
8;<8, <...< 8y en posant :

Vk, nyerk: SXY::SI('

Le cone convexe des DU construites de cette maniére a partir d’une PU T sera
noté Ar. Ainsi, le probléme (3) peut se formuler

min min||d—3|. Q)
TPU 8eAr
L’opportunité d’une technique de régression isotone apparait clairement en
considérant la fermeture Kr de Ap; cette fermeture contient toutes les DU &
définies comme précédemment mais a partic d’une suite numérique non
décroissante : 8, <8,=...=<8,. Non seulement le probléme

min min”d——&”, 6

TPU 5ear

équivaut au probléme (3) car on obtient toujours une PU en regroupant des
classes consécutives d’une PU, mais en plus, cette derniére formulation conduit
tout naturellement au probléme suivant de régression isotone lorsque I est fixée

min [|d—35]. )

SeAp

L’algorithme J. B. Kruskal [14] — ¢f. aussi D. Florens et E. O. Lochard [10] —
fournit aisément la solution d. du probléme (7).

vol. 14, n® 2, mai 1980



160 J. L. CHANDON, J. LEMAIRE, J. POUGET

On l'obtient en regroupant des classes consécutives de I'. Notant
2,<2;<...<X; la PU obtenue on a

VI, VxyeX;: d}(xy)zﬁzl

(dans toute la suite, si Q est une partie de P, EQ désignera la moyenne sur Q
des d ;).

11 reste donc a résoudre le probléme
min [d—dc |- ®
I'PU
Nous allons établir une propriété possédée par ses solutions. Le principal
résultat est le théoréme 1 qui permet de restreindre considérablement le nombre
de PU a examiner pour obtenir les solutions du probléme (3) via les solutions

« binaires » du probléme (8). Auparavant, il convient de préciser quelques
concepts classiques.

3. SUR LES PREORDONNANCES ULTRAMETRIQUES

Le caractére récurrent de ’algorithme proposé au paragraphe 5 nécessite le
concept de section commengante de PU sur X (en abrégé SCPU). On désigne ainsi
une famille de parties de P notée : I'; <T", < ... <I', et pouvant étre complétée
pour former une

PU: I'i<I'<...<I' <l <...<T%.
En particulier, toute PU est une SCPU et il en est de méme pour la famille vide.
Prorosition 1 : Soit 'y <, <...<I, une SCPU la relation définie par :
X~y si x=y ou xyelju...uTl,

est une relation d’équivalence sur X .

Démonstration : Seule la transitivité n’est pas évidente. Supposons x~y et

y~z. Sideux quelconques des trois éléments x, y et z sont égaux, il est clair que
L

x~z. Sinon xy et yz appartient 4 | T'; et il en est de méme pour xz d’aprés la
j=1

propriété (4).

ProrosiTiON 2 : Soient 'y <T'y< ... <T'  <I;,, une SCPU et Il la partition
de X induite par la relation d’équivalence associée ala SCPUT  <I', < ... <I',
(proposition 1). La relation définie par :

Cx~D si C=D ou 3Ixyel,,,: xeC et yeD

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



CONSTRUCTION DE L’'ULTRAMETRIQUE 161

est une relation d’équivalence sur I1. De plus :

T, = U (C, DY,

C, D classes distinctes de T1
CxD

ou
{C,DY={xy;xeCet yeD}.

Démonstration : La encore, seule la transitivité n’est pas évidente. Supposons
C=D et D~ E. Si deux quelconques des trois classes C, D et E sont égales, il est
clair que C=E. Sinon, soient xeC, y, ueD et veE tels que xy et uv
appartiennent 4 I'; ;. y et u étant dans la méme classe de I, on a

y=u ou yuellju...uT,.

Ainsi xy et yv ou xy, yu et uv appartiennent toutesa 'y u ... v, uTl,,,.La
propriété (4) d’ultramétricité implique alors :

xvel'yu...uTl,,,.

En fait, xveI'; ., car x et v ne sont pas dans une méme classe de I1. On en
conclue que C~ E. Si maintenant xyeI'; |, il existe deux classes distinctes C et
D de I telles que x € C et ye D. L’existence de la paire xy assure que C~D. De
plus xye{ C, D >. Réciproquement si C et D sont deux classes distinctes de IT
telles que xye{ C, D) et CaxD, il existe une paire uwveI',,, telle que ueC et
veD. x, u d’une part et y, v d’autre part, étant dans la méme classe de IT, en
supprimant éventuellement certaines paires dans les cas d’égalité, on en déduit
que xu, uv, vy appartiennent toutesa I'y u ... U T, . Comme précédemment,
lappartenance de xy a I';, | en découle.

Cette proposition précise la construction des SCPU. Inversement :

ProrposiTiON 3 : Soient I'; <I'y < ... <I', une SCPU, Il la partition sur X
induite par la relation d’équivalence associée (proposition 1) et zz. une relation
d’équivalence sur II.

En posant

Fig= U (C,D>.

C, D classes distinctes de 1
C&D

On obtient une SCPU :
I'i<...<T <T,,,;.

Avec les notations de la proposition 2, ~ et 7z coincident et la partition I1’
induite par la relation d’équivalence associée a cette nouvelle SCPU est obtenue a
partir de I1 en réunissant les classes ~-équivalentes.

vol. 14, n® 2, mai 1980



162 J. L. CHANDON, J. LEMAIRE, J. POUGET

Démonstration : On utilise le méme type de raisonnement que précédemment.

En particulier les sections commengantes de préordonnances ultramétriques
binaires sur X (en abrégé SCPUB) sont les SCPU I';< . .. <TI; telles que pour
tout I<L, T, soit égal a { C, D) ou C et D sont deux classes distinctes de la
partition induite par la relation d’équivalence associée alaSCPUT', < ... <T.

Comme toute SCPU peut étre obtenue a partir d’une SCPUB en réunissant
des classes consécutives de cette derniére (cela résulte immédiatement de la
proposition 2), on obtient une nouvelle formulation du probléme (3) :

min||d—dy |- ©)
T'PUB

L’énumération de toutes les PUB est vite fastidieuse : sin=card (X),ilyen a
n!(n—1)!1/2""1 (M. Barbut [1] par exemple). Une option simplificatrice consiste
a construire une PUBT", par récurrence, sans retour en arriére. C’est le cas en
particulier pour [l’algorithme de la moyenne. A partir d’'une SCPUB :
I'y<...<TIy, la I+ 1-iéme itération construit : I';,{=<{C, D}, ou C, D sont
deux classes distinctes de la partition IT & distance moyenne D, minimale :

1
Dypy=———+——>Yd,,.
?" card(C) card (D) ZC ¥
yeD
Observons que 'c_irszCD. Il est bien connu que la PUB ainsi cons-

truite ne comporte pas d’inversions : dr gﬁrz s... §HFK (par exemple
¢f. J. P. Benzécri [2]).

Dans ce cas, le probléme de régression isotone évoqué au paragraphe 2 admet
comme solution triviale

Vk, Vxyel,: dr(xy)=dy,
et |d—d||* est égal a I'inertie intraclasse Y I(I"y).
k

Nous allons voir que cette propriété est vraie également pour toute solution du
probléeme (9).

4. PROPRIETE D’UNE SOLUTION DU PROBLEME (9)

TugorEME 1 : Si 'y < ... <T'y est une solution du probléme (9) alors :

dp <dp, <...<dr.

On dira que T est sans inversion.

R.A.LLR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



CONSTRUCTION DE L’ULTRAMETRIQUE 163

Démonstration : Notons £,< ... <Z, la PU associée a d,..

Les classes de T étant des réunions de classes consécutives de T, il existe une

partition de { 1, ..., K} en L classes contigués K, ..., K, telles que :
Vl : 212 U rk.
kekK,;

D’autre part,
dr(xy)=d; ~ si xyeX, et dy <...<dy.
[¢f. probleme (7)].

Nous allons construire une PUB ®, < ... < ®,, et une partition de
{1, ..., M} en L classes contigues M4, ..., M, telles que
Vl : El = U ®m
meM, ( 10)

VI: (dg,)mem, nOn décroissante,

cette PUB nous permettra de montrer que _‘ir. =EE, pour tout [ et tout ke K.

Cette construction est réalisée par récurrence. Supposons dé€ja construite une
SCPUB ©, < ... < ® et une partition de {1, ..., N} en L; < L classes
contigué My, ..., M, telles que

VISL,: %= ) O,,

meM,

VIS L,: (Eem)mE u, Don décroissante.

Soient IT la partition de X associée a cette SCPUB (proposition 1) (ou, ce qui
revient au méme, a la SCPU X, < ... <X, ) et ~ la relation d’équivalence
associée a la classe X, ,, (proposition 2). Sur IT définissons la dissimilarité :

D}, =D, si CxD, =oo sinon (%)

(D¢p est défini a la fin du paragraphe 3). Avec cette dissimilarité, ’algorithme de
la moyenne construit sur IT une PUB

D, <. <P <Dy, < ... <D,
sans inversion; avec des notations évidentes on a :

D * D D - _D*x —
Dg < ... <D;‘P<D§P+l—...—D®Q—oo.

(*) En fait, une trés grande valeur positive.

vol. 14, n°® 2, mai 1980



164 J. L. CHANDON, J. LEMAIRE, J. POUGET

Prolongeons alors la SCUB ®, < ... < ®, en posant
®y,,= |J <C,D) pour p=1,...,P
CDe®,

et définissons
M, . ={N+1, ...,N+P}

(® est la PUB compatible avec X la plus conforme avec I’algorithme de la
moyenne).

Grice a la proposition 2, on prouve aisément que

ZL,-H = U ®m~

meMp, 41

La suite (dg_),cnm, ,, et non décroissante puisque de M Dg . Enfin, il est
. . " 1
facile de vérifier que

O, <...<0y <Oy, <...<Op,»p

est encore une SCPUB. Ceci garantit bien lexistence d’une PUB
®,; < ... <0, possédant les propriétés (10).

En fait, une telle PUB est sans inversion. En effet, comme (Z, d;) est solution
du probléme (5)etd; € Ag ,(®, d;.) est solution du probléme (6). On en déduit que
de =d; . Par conséquent dg, croit strictement d’une classe ©,, & une classe ©,,, ,
lorsque me Metm+1eM,,, caronpassede £, Z,, ¢, etzz, <Ez,.. .Onen
déduit que nécessairement : Eem <Z@M (propriété de la régression isotone).
Grace a la deuxi¢me propriété de (10), il en résulte que Eel <...= E@M'

On peut dire alors que
do (x, y)=dg_ si xye®,,

car il s’agit bien de la meilleure approximation dans le cadre d’une régression
isotone, et comme dg =d,., on peut en conclure que, sur chaque classe M, , la
suite (Ef@,m)mE u, €st constante. Compte tenu du mode de construction de @
utilisant ’algorithme de la moyenne, ceci n’est possible que si, pour tout entier
L, < L,ladissimilarité moyenne D, est la méme pour toute paire CD de classes
de la partition IT induite par la relation d’équivalence associée a la SCPU
Xy <...<Z et vérifiant C = D (cette valeur commune étant d’ailleurs
EZL; ,1)- Pour conclure, il suffit de remarquer que sike K, ,, laclasse I'; est une
réunion d’ensembles { C, D >, C et D étant deux classes distinctes de I telles que
C =~ D.Eneffet, observons que sixyeI',,comme xyeZ; ,,,ilexiste deux classes
distinctes de I1 : Cet D telles que C ~ D (proposition 2). Déslors,{C,D ) = T,
car,siueCetveD, ux, xy, et yvsont toutes les troisdansT"; U ... U T etilen

R.A.L.R.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



CONSTRUCTION DE L’'ULTRAMETRIQUE 165

est de méme pour uv d’aprés la propriété (4). En fait uve '), sinon appliquant
cette méme propriété a xu, uv et vy, on en déduirait que xy e I',. Conséquence,

dr,=Dep=ds, |
pour tout ke K, ., et la suite des Er,, est donc bien non décroissante.

CoroLLAIRE 1 : Si Ty < ... < T’y est une solution du probléme (9) :

Vk: dp <dp,  <d

= l",,“u...u]"K'

Démonstration : La premiére inégalité résulte immédiatement du théoréme 1.
“La seconde en résulte aussi car

< _card (') Erk + ...+ card (FK)ErK
S card ([y) + ... +card (Tg)

>dr, .
CoRrOLLAIRE 2 : Le probléme (9) équivaut au probléme (11)

K
min Y I(Ty).
i<...<Tg k=1
PUB sans inversion

(critére de I'inertie intraclasse).

Démonstration :

K J—
|d—dr||?= Y Y (., —dr,)?= inertie intraclasse

k=1 xyel',

puisque le probléme de régression isotone est trivial.

Le caractére récurrent de la construction ascendante d’une PUB suggeére un
algorithme de branchement dont le corollaire 1 va limiter considérablement le
nombre de branches a explorer.

5. ALGORITHME DE BRANCHEMENT RESOLVANT LE PROBLEME (11)

L’algorithme du type BRANCH and BOUND décrit ci-dessous construit une
arborescence ol chaque chemin issu de la racine correspond 4 une SCPUB. Tout
sommet S est caractérisé par une matrice symétrique. Les lignes et les colonnes de
cette matrice correspondent aux classes de la partition IT associée a la SCPUB
I'y < ... < T, définie par le chemin finissant en S (proposition 1). Les valeurs
de cette matrice sont les distances moyennes D, entre classes de I1. On
partitionne un tel sommet en réunissant deux classes C, D de IT ce qui revient &

vol. 14, n° 2, mai 1980



166 J. L. CHANDON, J. LEMAIRE, J. POUGET

prolonger la SCPUB par I'y,; = (C,D). Comme Er,,ﬂ =Dp, 1l est inutile
d’envisager les branches pour lesquelles D, n’est pas dans lintervalle [d; ,

ds_r,. . or,] (corollaire 1).

Par ailleurs, on peut aussi négliger I’exploration des sommets pour lesquels
k

Iinertie intraclasse partielle Y I(I';) dépasse la meilleure valeur de I'inertie
j=1
intraclasse déja obtenue. Les passages d’une matrice a la suivante s’effectuent

rapidement en utilisant les formules récurrentes de I’algorithme de la moyenne.
Signalons enfin que l'exploration de ’arborescence peut €tre réalisée en

« préordre » ce qui nécessite seulement le stockage des informations relatives a
un chemin de longueur maximale au plus.

Exemple : (cf. fig.) : 19 sommets de I'arborescence sont créés au lieu des 251
possibles.

REMARQUES : 1° Cet algorithme généralise 1’algorithme de la moyenne. A
chaqueitération, au lieu de se limiter au regroupement des classes C et D de Il qui
minimisent D, , on envisage tous les regroupements pour lesquels D, tombe
dans Dintervalle d’admissibilité. Cependant la similitude des calculs peut
expliquer le bon comportement de I’algorithme de la moyenne.

2° Sur les exemples, il apparait clairement que le critére minimisé — [’inertie
intraclasse — dépend essentiellement des derni¢res classes formées. Cette
remarque motive I’heuristique du paragraphe 6 et justifie son remarquable
comportement.

3° Evidemment, cet algorithme de branchement devient vite impraticable dés
que le nombre d’objets augmente. Néanmoins, on peut toujours I’appliquer dans
ce sens, a partir d’'une SCPUB, sur la partition IT qu’elle induit lorsque card (I1)
est faible (< 15). Une bonne SCPUB peut étre obtenue par exemple en utilisant
I’algorithme de la moyenne ou en utilisant 1’algorithme du paragraphe 6.

6. ALGORITHME DIVISIF D’APPROXIMATION D’UNE SOLUTION DU PROBLEME (11)

Cet algorithme construit une PUB T, < ... < I'y, en commengant par I' et
en terminant par I';. La construction de chaque classe T', est obtenue en
partitionnant un sous-ensemble X, de X en deux classes X; et X7, puis en
posant

Ipy=<( Xy, Xi).

Ces deux classes sont construites progressivement en minimisant dans chaque
étape, l’accroissement de l'inertie intraclasse résultant du classement d’un
nouvel ¢lément de X ;.

R.A LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research
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Dans ce qui suit, lorsque C et D sont deux parties disjointes de X :

IKC, DY)= Y (dy—dc py).

xye(C,D)
Initialisation :

1. ke<n—1[n=card(X)];

2. X« X.

Itération k :

xy <« une paire de X, de dissimilarité maximale;
Xip—{xtetX2{y}

pour tout objet ze X, — X1 U X2 :
31 I I Xiu{z}, X2Y)

3.2, 121X u{z}, X)),
3.3. I,«<min (I}, 1%);

4. z* étant un objet minimisant I,

si 1. =1, faire Xk<—Xku{z*}
sinon faire X7 « X2 0 {z*};

5.81 X, #XEuUXE, aller en 3,

sinon faire T, « ¢ X}, X 2.

Test d’arrét et incrémentation :

W =

1. si k=1, stop;
2. sinon faire :
2.1. k<—k—1,

2.2. X, <« X non encore partitionné, et contenant une paire de dissimi-

larité maximale (i=1, 2 et I<k),
2.3. aller a itération k.

Grace a la proposition 3, I'; < ... <I',_, est une PUB.
Exemple : Les données sont celles de la figure.
z I} 12
k=4X4={a,b,c,d,e},
Xi={a} et  Xi={d}. b | 05 |32
c 18 8
- e 245 0,5
1_ 2_
Xi={a b}et X;={d}, e gggz 1475
Xi={a b} et Xi={d e}, « e | 295 | 1883
Xi={a,b} et Xﬁz{c,d,e}
k=3 X;={c, d, e},
Xi={c} et X3={e} < |d] 2 05
Xi={c} et X3={d e}

z*

z*

z*
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k=2 X,={d, e},

X3;={d} et = Xi={e}.
k=1 X,={a, b},

Xi={a} et Xi={b}.

On détermine ainsi la PUB : ab < de < cd=ce < ac=ad=ae=bc=bd=be
précédemment obtenue et optimale.

REMARQUES : 1. Cet algorithme ne conduit pas toujours & une PUB solution du
probléme (11). En particulier, la PUB qu’il détermine peut présenter des
inversions.

2. Néanmoins, comme il limite au mieux l’accroissement de l’inertie
intraclasse dans la formation progressive des classes, et comme il construit
d’abord les classes finales qui contribuent le plus a cette inertie, son efficacité est
grande. Ainsi, sur des exemples classiques, le critére des moindres carrés a
toujours €t€¢ amélioré. Pour plus de détails concernant ces exemples, on pourra
consulter le rapport de J. L. Chandon (1978) de I'l.A.E. d’Aix-en-Provence
(n® W.P. 123).

Programmes : des programmes FORTRAN des deux algorithmes peuvent étre
obtenus auprés de J. L. Chandon.
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