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PROBLEME DE DULAC ET VARIETES PFAFFIENNES
Par R. MOUSSU dédié a René THOM

Cet exposé a pour but de proposer une approche du probléme de Dulac qui repose sur
la théorie des variétés pfafiennes de HOVANSKII [H], [R]. C’est un résumé d’un travail
avec C.Roche [Mo-R].

Soit v = a(z,y)dz + b(z, y)dy = O une équation différentielle analytique sur un ouvert
de R?, a points singuliers isolés. Un polycycle P de v = 0 est une union finie, connexe
de points singuliers (ses sommets) et de courbes intégrales (ses ¢dtés) qui posséde une

application retour unilatérale f. C’est-a-dire, il existe une courbe analytique
T:[0,1] - R*,T(0) € P,

transverse aux courbes intégrales de v = O telle que la courbe intégrale passant par T'(t)
recoupe une premiére fois T([0,1]) en T(f(t)) si t est assez petit. Evidemment f fixe O et

est analytique sur un ouvert |0, €[ mais, n’est pas en général analytique en 0.
Probléme de Dulac : Montrer que st f n’est pas I'identité, O est un point fize isolé de f.

Ce probléme est résolu par IL’YASENKO [I] lorsque les sommets a;, k = 1,2,...,n de P sont
non dégénérés dans le sens suivant : les courbes a = 0, b = 0 se coupent transversalement
aux points a; . Dans le cas général, une esquisse de preuve est proposée dans [EMMR], [Y]
et, dans [AI], il est annoncé que IL’YASENKO I’a aussi résolu.

Tous ces travaux reprennent et complétent la méthode de Dulac. On y montre tout
d’abord que le germe en 0O de l’application retour d’un polycycle appartient a un an-
neau A quasi-analytique : un élément f € A posséde un développement asymptotique
f (transasymptotique dans [EMMR]) qui appartient & un anneau A et le morphisme de
A dans A ainsi défini esi injectif. On =n déduit que si f n’est pas Iidentité, la fonction
flz) — = posséde une nartie nrincipale P(z) non nuie. On conclut en remarquant nve
P(z) a des zéros isolés. Le point essentiel dans cette approche du probleme de Dulac est
la preuve de ’injectivité du morphisme de A vers A. Dans [I] c’est une trés jolie applica-
tion du théoréme de PHRAGMEN-LINDELOF, dans [EMMR] elle repose sur les théories
de, ECALLE, MARTINET, RAMIS des fonctions résurgentes, de la resommabilité, des
quasi-fonctions [E, |, [E,],[Es], [Ma,R].

Nous allons prouver sans utiliser de quasi-analycité et méme de développement asymp-

totique le résultat suivant.
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Théoréme 1 : Soit P un polycycle d’une équation différentielle analytique v = 0 qut vérifie
la propriété (I) suivante : en chacun des sommets de P,v posséde un facteur intégrant
analytique. Alors, lapplication retour de P a seulement un nombre fini de points fizes si

ce n’est pas l'identité.

Rappelons qu’un facteur intégrant analytique F de v en un point a est un germe de

fonction analytique en a, non constant, tel que
vAdF + Fdv=0

Bien que trés restrictive, la condition (I) n’est pas complétement arbitraire. En effet, aprés
désingularisations, les sommets de P possédent toujours un facteur intégrant formel. Nous

reviendrons sur ceci a la fin de cet exposé.

La preuve du théoréme repose sur une propriété de finitude du nombre de composantes
connexes des variétés pfaffiennes de HOVANSKIIL. Rappelons tout d’abord leur définition,

ou plus exactement celle que nous utiliserons.

Soit M un ouvert semi-analytique de R",w une 1-forme différentielle analytique sur
un voisinage de I’adhérence M de M dans R"™ et soit V une sous-variété connexe, de
codimension 1 de M. Nous dirons que V est une hypersurface séparante de M associée a w,
ce que nous écrirons sous la forme d’un triplet (V,w, M) si V est une variété intégrale de w
= 0 et si M\ V est la réunion de deux ouverts connexes dont V est la frontiére commune
dans M.

Théoréme 2 : Soient X un ensemble semi-analytique de R™ et (Vi,wi, M) pour k =
1,2,...,q des hypersurfaces séparantes. Si M est relativement compact le nombre de com-
posantes connezes de X NV, NV,...NV, est fini.

Ainsi, du point de vue de la finitude du nombre de composantes connexes, les hyper-
surfaces séparantes se comportent comme les sous-ensembles semi-analytiques. En fait,
elles héritent d’autriz propiideés des ensembles semi-analytiques : finitude des groupes
d’homologie, structure conique.... Cependant elles ne sont pas, en général, semi-analytiques
en un point de leur bord. Par exemple, le graphe de £ — e~ !/* est une hypersurface
séparante de z°dy — ydz = 0 dans R, x R.

La preuve du théoréme 2 repose sur ’existence de stratification adaptée simultanément
a un ensemble analytique et & un systéme de Pfaff 0 = {w,,w,,...,w, }. C’est I’objet essen-
tiel de [Mo.R|. Cependant, nous ne sommes pas certains que le résultat du théoréme 2 soit
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complétement original. Dans [T], J-C. TOUGERON étudie des questions du méme type et
surtout HOVANSKII dans [H] énonce un théoréme dont le théoréme 2 n’est qu’un aspect.
Mais, nos hypothéses semblent moins restrictives et la méthode que nous utilisons pour
le prouver est différente de celles ﬁtilisées dans [T]. Par contre nous utilisons I’argument
basique de HOVANSKII, la variante suivante du théoréme de Rolle classique :

Stc:|a,B] & M est une courbe C* qui coupe une hypersurface séparante (V,w, M)
en c(a),c(B), il existe 7 € |, B] tel que w(c(r)).(c'(7)) = 0.

La preuve du théoréme 2 se fait par une double induction ; sur p = dim X et
g = #N ou N = (w;,ws,...,w,;). Montrons comment elle fonctionne lorsque p,q < 2 en

montrant ’assertion suivante :

Deuz séparatrices V;,t = 1,2 d’équations différentielles analytiques w; = 0 sur un
voisinage du O de R? qui se coupent en un nombre infini de points sont identiques.

Supposons que le cardinal de V; NV, soit infini et montrons que V; = V,. Envisageons
tout d’abord le cas ot V; = C,([0, 1]) est une courbe analytique C, : [0,1] — R?,C,(0) = 0.
Il existe par hypothése une suite monotone décroissante {t,} qui tend vers zéro tel que
pour tout n € N,C(t,) appartienne & V,. D’aprés le théoréeme de Rolle il existe, pour
chaque n,7, € [t,,t,.:] tel que w,(C(r,))(C'(7.)) = O. Ainsi, la fonction analytique
7 — w(C(r))(C'(7)) et une infinité de zéros, elle est identiquement nulle, V; est une

courbe intégrale de w, = 0 et ainsi V;, = V.

Montrons maintenant comment le cas général se raméne a ce cas particulier. Soit
{a.} une suite de points de V; NV, qui converge vers 0 € R? tel que a, appartienne a
l'arc (@,-1,8,+,) de V,. D’aprés le théoréme de Rolle, pour chaque n, il existe b, qui
appartient a l'arc (a,.a,,,) de V, et tel que w; A w;(b,) = 0. Soit V, une branche de
I’ensemble analytique w; A w, = 0 qui contient un infinité de b, . Le couple (V;,Vz) vérifie

les hypotheses du cas particulier précédent. On en déduit que

Vl :V2:Vl, C{wl/\UJ2:0}
Remarque : Sous ’hypothése de ’assertion précédente (wy,w, analytiques) si Vi =V,
n’est pas une courbe analytique il est clair que w; Aw, = 0. Plus généralement, soit V une

courbe intégrale commune & deux équations différentielles

Wy = a; d.’C‘f‘b,’ dy, 121,2
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ou les a;,b; appartiennent & un anneau de fonction A C R{z,y}. Si V n’est pas contenu
dans une courbe f = 0, avec f non constante et appartenant a A, alors w;, et w, sont
colinéaires. Par exemple, deux équations polynomiales qui ont un cycle non algébrique en

commun sont colinéaires.

Démonstration du Théroéme 1 : Soit v = adr + bdy une équation différentielle ana-
lytique sur un ouvert de R?, & points singuliers isolés et soit P un polycycle de v =0 a
cotés S, et sommets a, = S N Sx;+1,k = 1,2,...,n, avec la convention n + 1 = 1. Nous
supposons que P vérifie la condition (I) : il existe une fonction analytique non constante,
F, sur un voisinage U, de a, pour k = 1,2, ...q telle que :

(Ik) U/\dFk +dev-——0

Choisissons, pour chaque k, des points by € S, N (U, — a;),¢x € Ses1 N (Ux —ai) et des
courbes analytiques (comme sur la figure 1), transverses & v = 0 notées

By : zx €] — lal[_’ Be(zx) , B (0) = by

Y iUk €] - L= v (v) » 7%(0) = c.

Br+

Gk 4+

La courbe intégrale de v = O passant par 8, (z,) pour z; €]0,¢&,| coupe une premiere fois
v« au point v (yx ). L’application g : z; — y, ainsi définie est analytique et se prolonge
en O par continuité. Montrons tout d’abord ’assertion suivante :

Le graphe G, de g, est une courbe tntégrale d’une équation différentielle analytique
wx = 0 sur un vossinage de a, .

De (I,) on déduit que les composantes irréductibles de F, = 0 sont des courbes
intégrales de v = 0. Ainsi F} ne s’annule pas sur la composante connexe U,; de Ui\ SpU Si+1
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qui contient des points de 8, ,~,. On choisit U, de fagon que U,; soit simplement connexe.
Les courbes intégrales de v = 0 dans U,; sont les courbes de niveau d’une fonction analy-

tique :
I :U,'c — R avec dI, = —v—.
F,

En particulier g, est défini implicitement par I’équation I (Bx(zx)) = L (v (¥x)) ¥x =

G (zx). Ainsi g, est une solution de ’équation différentielle :

(£),  Gen=(F) oo

Son graphe G, est une courbe intégrale de I’équation analytique

we = Fi (9 (wx ) v (Bs (zk))‘(ﬂllc (ze))dzie — Fi (Be (zi))v (0 (yk)).('y; (yx))dyn

sur un voisinage de 0. Soit @, une 1-forme analytique sur le méme voisinage de O telle que
W ANw, = 0 et dont 0 est un zéro isolé. _

La courbe intégrale de v = 0O passant par ~;(yx), pour y, assez petit, coupe une
premiere fois fBy.; en Bii.(zxs,). L’application hy : yx — zx,, ainsi définie est un
difféomorphisme analytique qui fixe 0. Le graphe G, du composé

9 = hiogx 1T > Tiyy, T >0
est une courbe intégrale de I’équation 0 = wy, = H; (@, ) ot H, est le diffomorphisme

Hy : (2, Zes1) — (T, he ' (Tet1)-

D’autre part, 'application retour f de P évaluée sur v, est le composé f = g,0g,_,...09;.

Considérons les wy,k = 1,2,...,n comme des 1-formes {analytiques) sur des voisinages
de 0 dans R* = {z = (z,,22,...,Z,)}. Soit p > O tel que les w; soient analytiques sur
la boule B, (p) = {z € R"/ || z ||< p}. Notons M le sous-ensemble B, (p) " (R} )". Pour
k=1,2,...,n,(V,,w.. M) est une hypersurface séparante ot

Vi ={z¢€ M/(xk,zk+1) € Gy }-

Le graphe (dans M) de f,_, = g,.;0...g, est la courbe T = ﬂ:;: V. et I’ensemble Fix f
des points fixes de f est la projection 7, (I NV,) avec 7, : £ — z,. D’apres le théoreme 2,

I' "V, a un nombre fini de composantes connexes et si

4 Fix f = # ﬂ V. = oo,

k=1
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I’ est contenu dans V,, et f est ’identité.

Remarque : Les travaux précédents sur le probléme de Dulac (utilisation des dévelop-
pements asymptotiques) commencent par la désingularisation des sommets du polycy-
cle. Dans notre approche, cette premiére étape n’a pas été nécessaire, compte tenu de
’hypothese (I). Par contre, il est clair qu’elle le redevient sans ’hypothése (I); c’est le seul

moyen d’avoir des renseignements sur les applications g;.

Supposons que P soit un polycycle de v = 0 & sommets a,,k = 1,2,...n, réduits : ces
points sont des points singuliers hyperboliques ou semi-hyperboliques de v = 0 (voir [M]).
Dans les deux cas v = 0 posseéde un facteur intégrant formel F, au point a, (voir [CM]).

Dans des coordonnées analytiques (u,v) au point a,, bien choisies, Fy s’écrit

Fy (u,v) = u?, Z a, (u)v",p > 1,a, € R[u]].

n>0

Selon les cas, les 4, sont analytiques, resommables, "compensables”. On en déduit
I'existence d’un facteur intégrant (réel) F(u,v) = u?X b,(u)v", ol les b, ont k pour
développement asymptotique les a,. Compte tenu de ces propriétés, on peut espérer
que notre approche géométrique du probléme de Dulac puisse étre encore utilisée sans
I’hypothése (I). Ceci nécéssiterait évidemment une théorie des ensembles définis par des

équations non nécessairement analytiques mais "resommables”.
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