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INTRODUCTION

La reconnaissance de la relation trianole-étoile ( aussi appelée équation
de Yang-Baxter, ou encore équations de factorisation ) comme concent
fondamental pour la compréhension des modéles integrables en mécanique
statistique sur réseaux ( ou en théorie quantique des champs ) a de toute
évidence été a l'oriqine des progrés indéniables réalisés sur ces modéles
durant les dix derniéres années [11].

Dans la ﬁratique la recherche de nouveaux modéles intéagrables s'est donc
vVu ramenée au probléme ( a priori ) plus simple de la recherche de noﬁveaux
modéles satisfaisant les équations dites de Yano-Baxter. Presque toutes les
solutions connues a l'heure actuelle pour ces équations font intervenir
une paramétrisation de celles-ci en termes de fonctions rationnelles ou
ellintiques.

Les rares exemples qui donnaient quelques espoirs de sortir de cet " étau "
semblent confirmer cet état de fait : des modéles bidimensionnels, ol une
uniformisation par des fonctions thétas de genre g intervenait, se sont
avérés en définitive ne pas satisfaire les équations de Yana-Baxter [2:} et
le seul exemple non trivial de modéle soluble en dimension trois ( qui
satisfait une généralisation tridimensionnelle des équations de Yana-Baxter,
la relation tétraédre ), le modéle de Zamolodchikov-Baxter, [3] ‘:4] ,
présente en fait un cousinage marqué ( surtout en ce qui concerne la
fonction de partition ) avec le modéle de fermion libre de dimension deux de
Fan et Wu [5] .

Les efforts conjugués des spécialistes du domaine n'ont guére fait
qutaugmenter " l'herbier " des modéles bidimensionnels ayant une uniformisation

uniformisation rationnelle ou ellipntique [6t] [7] .
Une telle situation, qui peut paraitre assez décevante, semble indiquer

qu'il y a véritablement fort veu de modéles intearables.



L'analvse de ces modéles, ( voir m@me une recherche exhaustive de ceux-ci
nasse nécessairement par une meilleure compréhension des nroblémes de
paramétrisation de ces modéles. Nous allons montrer que tout modéle sur
réseau, intéarable en mécanique statistique est naturellement paramétré nar
des variétés alaébriques ( dans l'esvace des paramétres du modéle ) qui
vossédent en général des propriétés remarquables ( existence d'un ensemble
infini discret de transformations birationnelles laissant ces variétés
invariantes.

Ces structures algébriques sont suffisamment contraignantes pour qu'une
classification exhaustive des modéles solubles puisse &tre envisagée,

Nous montrons également ( en nous appuyant sur l'exemple de l'analyse
des zéros de la fonction de partition du modéle d'Ising bidimensionnel )
comment un choix de " bonnes variables " algébriques { correspondant aux
variétés algébriques précédentes ) simplifie l'analyse des modéles solubles,

Nous étudierons enfin les relations existant entre ces variétés
algébriques et d'autres variétés algébriques remarquables ( dites variétés

de désordre [EB] intervenant dans les modéles de mécanique statistique.
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1 PARAMETRISATION DES MODELES SOLUBLES PAR DES VARIETES ALGEBRIQUES

DE TYPE " NON GENERAL "

Pour la clarté de 1l'exposé nous développons ces idées sur l'exemple peut &tre
le plus représentatif des modéles solubles en mécanique statistique sur réseau,
le modéle a huit vertex symétrique ( encore appelé modéle de Baxter [9]

Cependant il doit &tre entendu que ces idées ne sont nullement restreintes
4 ce modéle précis mais s'appliquent a4 tous les modéles intégrables
bidimensionnels ( au sens par exemple de l'existence d'égquations de Yang-Baxter)
voir m@&me aux modéles in£égrables en dimension trois ( ou plus ).

1.1 Le modéle de Baxter.

Nous rappelons tout d'abord briévement certaines données de base concernant
l1tintégrabilité du modéle de Baxter ( sur réseau carré ).

Les paramétres du modéle sont constitués par quatre paramétres homogénes
notés d'ordinaire a, b, c, et d, (( a, b, c, d ) E P3 ).

La relation de factorisation de Yang-Baxter correspond & un systéme de six
équations homogénes et trilinéaires dans trois jeux de ces quatre paramétres :
(a, b, cy,d), (a, b'y c', d', ) et ( a", b", c", d", ). Typiquement l'une
de ces six équations s'écrit :

ad'd" + cb'b" = ac'c" + ca'a"
Ce systéme d'équations admet des solutions non trivialles si les relations

algébriques suivantes sont satisfaites :

F,(a, b, e, a) =F(ar, b, ct,d )=F(a", b, c", a" )

]
i}

F,( a, by, ¢, d) =F,(a', b', c'y d' ) =F,(a" b", c" a" )

avec

a2 + b2 -c =-d

F1 (a, b, cy, da) =
ab

ab
Fz(a,b,c,d)=——

cd



Les équations de Yang-Baxter assurent, quel que soit le nombre de colonnes
du réseau carré N, la commutation des matrices de transfert TN ( ici ce sont
. N N N . . . s
matrices 2 x 2 ) correspond A deux parmi les trois jeux précédents de

paramétres :

[TN( a, by ¢, d ). TN( a', b', c', a* )] =0

Cette commutation est l'expression m@me de l'intégrabilité du modéle,

Réciproquement la commutation des deux matrices TN et T' peut toujours

N

stécrire de facon alaébri 9, LT =4> ' ¢  Gtant
crire de facon alnébrique I,N( N‘,“g) I,N(T N o )) les I’Netan des

expressions rationnelles homogénes A coefficients entiers des coefficients

(resp T! ) qui sont A leur tour des exvressions polynomiales

T
Na,ﬁ Neo, (3

homonénes A coefficients entiers des naramétres (a,b,c,d)(resp(a',b',c',d')).

Ceci assure donc l'existence d'exnressions alnébriques telles que F1 et F2 .

En fait nous disvosons a priori d'une infinité de telles exnressions

( corresvondant aux différentes valeurs de N ) : 1'intéonrabilité du modéle
demande donc que cet ensemble infini d'équations soit redondant et se
raméne A un nombre fini de celles-ci, ce nombre étant inférieur au nombre de
varamétres du modéle, ( Dans le cas contraire nous serions ramenés 3 la
commutation triviale d'une matrice avec elle m8me ), Dans le cas du modéle
de Baxter nous sommes donc conduits de facon naturelle 3 un feuilletane de

l'esnace des naramétreslP% en courbes ellintiques :

Fl( a, b, c, d) Kl(constanﬁe)

i

F2( a, b, ¢, d) Kz(constante)

C'est la renrésentation nroiective bien connue, due 3 Clebsch, d'une

courbe ellintique comme intersection de deux quadriques dans P3

( biquadratique de Clebsch ). Appelons v un naramétre décrivant une telle

courbe, Nous avons l'uniformisation suivante :
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a = e.sq(v+7,k), b = e.sq(v-q,k)
c = ?.sn(ZV,k)

d = e.k.sn(29,k)sn(v-q,k)sn(v+7,k)

K, = 2cn(2?,k).dn(2?,k)

K, = k.sn2(27,k)

( sn, cn, dn sont les fonctions elliptiques de Jacobi de module k ).

Avec cette uniformisation les relations de Yann-Baxter reviennent & dire
que le module k et le noint de normalisation ? sont les mBmes nour les trois
jeux de naramétres et que l'on a de plus la relation sur les paramétres v :

vV + v o+ v = q

indiquant un lien manifeste (dans ce cas nrécis ) entre ces relations et le
caractére abélien de la variété aloébrique.

Sionalons éaalement le fait que la fonction de partition ( par site ) du
modéle satisfait des propriétés d'automorphie par rapport a deux
transformations birationnelles qui sont chacune des involutions; ces relations

dites relations "d'!'inverse" LlO) [11] correspondant dans ce cas précis aux

transformations:
a b -C -d
L : a=» ; b => ;. C© =-> a =
) / /
a2 - a4 bz - c2 b2 - c2 a2 - d2
a b -Cc -d
J: a->» ) b = — ;7 C => s & > 5 /
a® - &? b2 - @° a” - &2 b2 - a°

On vérifie aisément que F1 et F2 ( et donc k et n ) sont invariants par

I et J . Avec la paramétrisation précédemment introduite les deux involutions
sont manifestement des réflections :
I:v —> Zr)-v

J

..

v —i’n{ZQ -V
Ces deux involutions enagendrent un grouve infini discret G isomorphe au

au produit semi-direct Z P Z .
2]

P



1.2 Cas aénéral.

Dans le cas aénéral de modéles intégrables de mécanique statistique sur
réseau ( avec un poids de Boltzmann local )} la situation précédente se
aénéralise de la maniére suivante :

- l'espace des paramétres est constitué var n paramétres homoaénes

( x P le P

1, -1

- il existe un ensemble de transformations birationnelles I1 ...Ir nar

rapnort auxquelles la fonction de partition est automorphe

P, ( X eeeex )
1, 1 n

Qisd ( XyeeoaX, )

( R“ et Qd sont des polvndmes homogénes A coefficients entiers ) [12]
- 11 existe un ensemble de fractions rationnelles homogénes a coefficients
entiers ) Fi ( i=t....m ) correspondants A la commutation des matrices de

transfert associées a deux points de an 1 (13] [14]

- il est vossible de démontrer que si la relation de Yano-Baxter est

satisfaite pour trois points dans E21 elle est automatiquement vérifiée

19
pour trois autres points déduit des précédents par des actions des Rx [12]'}3]
- de la remarque précédente on peut déduire que les expressions Fi doivent
tre invariantes par les transformations birationnelles %x qui forment un
groupe en général infini G [12]

Nous voyons donc que les modéles intégrables sont naturellement paramétrisés
par des variétés algébriques ( définies par l'intersection des équations
Fi = constante ) qui, dans le cas général, doivent admettre un ensemble

infini d'automorphismes.

Ceci exclue les variétés algébriques dites "de type général" mais ne

- ~

restreint pas nécessairement les variétés a &tre des variétés abéliennes

( sauf lorsque la variété est de dimension un ).




- 42 -

1.% Courbes algébriques.

Lorsque la variété est de dimension un elle ne peut &tre qu'une courbe de
genre O ou 1 [12] . Ce résultat peut &re compris de facon heuristique :
les courbes de type général ( de genre g >>1 pour lesquelles il faudrait
envisager une uniformisation par des fonctions automorphes et non des
fonctions thétas de genre g, ne pas confondre la courbe et sa Jacobienne )
se distinguent des courbes de genre O ou 1 par l'existence pour celles-ci
de points varticuliers en nombre fini, les points de Weierstrass.

On comprend qu'un groupe discret infini ait quelque difficulté A laisser
invariant un tel ensemble fini de points.

Ayant obtenu une caractérisation aussi précise des courbes intervenant dans
les modéles intégrables, on peut se poser en retour le probléme de trouver
toutes les représentations projectives ( dans Pn ) d'une courbe elliptique;
les résultats sont les suivants ¢ les seuls cas ou la courbe elliptique est
donnée comme intersection compléte sont la cubique plane danslP2 et la
biquadratique de Clebsch ( intersection de deux quadriques dans ]P3 )e

Les autres représentations dans IPn_ 1( n>4 ) correspondent a des
intersections non complétes. Elles peuvent toujours &tre paramétrées

comme suit

X, = G-( V"all ) ooc(’-( v-ain ) ]

1

avec zz: aij est indépendant de i, § désignant la fonction sigma de
J

Veierstrass. Le cas des intersections non compldtes peut sembler A premiére
vue assez académique pour la mécanique statistique; nous en avons pourtant
un exemple avec le modéle dit " d'hexagones durs " pour laquelle la
paramétrisation est assurée par une courbe elliptique donnée comme
intersection d'une quadrique, d'une cubique et d'une quartique dans E%y/ .
4

nous avons les relations suivantes entre les F, correspondants [15]:
i



1 5 Y4 2 3
2
F. =
1 X X
2 *3
2
x + -
F =
2
xlxzxg
X X zx + X X 2x X zx 2 2 2
1%2 *5 1*3 %y 4 %5 *o X3
F =
3

Sur ces expressions on vérifie immédiatement que J'intersection est

» v
incomnléte ( comme il se doit ) car elle contient les variétés narasites

xl = x2 = x4 =0 et x =x_,=x_=0

1.4 Surfaces alnébriques.

Pour une variété de dimension deux, la situation est plus comnliquée [iﬁ] :
il existe des invariants qui jouent en quelque sorte le rdle du cenre opour
les courbes ( dimension de Kodeira... )

La classification des surfaces algébriques peut &tre schématisée comme suit :
nombre fini d'automorphismes et sont donc exclues lorsque G est infini.

Les surfaces qui ne sont pas de type général se répartissent selon nlusieurs
catégories : les surfaces rationnelles ( Eé ), les surfaces réoglées ( [ le1 Y,
les surfaces elliptiques ( fibration dont la courbe de base est elliptique ),
les surfaces abéliennes, les surfaces K3 ( dont le diviseur canonique,
ensemble des zéros d'une 2-forme, est trivial ).

Toutes ces surfaces peuvent admettre un ensemble infini d'automorphismes,

Si la surface est donnée comme intersection compléte, nous sommes réduits

aux surfaces rationnelles ( cubique dansIPS, intersection de deux guadriques

dans P, ) et aux surfaces K; ( quartique dans IP’S’ intersection d'une cubique



et d'une quadrique dans lPli’ intersection de trois quadriques dans IP5 ).
La situation est donc quelque neu décevante pour les chercheurs de nouveaux
modéles solubles : dans le cas simple d'une intersection compléte nous n'avons
nas exclu les surfaces K3 pour lesquelles une naramétrisation explicite est
plus que problématique; une paramétrisation explicite non rationnelle (fonction
th&ta de genre 2 pour certaines surfaces abéliennes par exemple ) est, quant
a elle, nécessairement associée 4 une intersection non compléte ce qui
complique sinquliérement la mise en évidence des Fi. Fort peu de choses sont
connues sur la classification des variétés de dimension 3> 2, cependant il est
touiours possible de définir ( et d'exclure ) des variétés de tvpe aénéral;
il est var ailleurs possible de construire de facon systématique des variétés
algébriques invariantes par le groupe infini discret G, qui permettaient ainsi
de se ramener ( en prenant l'intersection avec celles~ci ) A des variétés
de dimension plus basses ( dans le meilleur des cas les dimensions 1 et 2
évoquées précédemment ),

Une remarque amusante : lorsque nous considérons des points x5 rationnels,
leurs transformés par le groupe infini G sont écalement rationnels ainsi que
les valeurs des constantes

K = r cs e
) I;* ( e X )

La variété alrébrique définie par les équations diophantiennes nrécédentes
admet donc un ensemble infini de points rationnels ( vour lesquels nous avons
un procédé de construction parfaitement défini ), Dans le cas oil la variété
est une courbe algébrique, le théoréme de Faltings nous raménerait 1a encore
a conclure que le aenre de cette courbe doit &tre nécessairement O ou 1 [}%] .
Dans le cas de variétés de dimension pnlus grande il n'existe que des
conjectures ( Lanao, Votja...) : les modéles intéarables en mécanique
statistique nourraient ainsi fournir des exemples de variétés de dimension;>.2

admettant ( si de tels modéles existent!) un nombre infini de points

rationnels, invalidant certaines de ces coniectures.
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1,5 Groupe fini,.

Evidemment 1'étude précédente repose sur le caractére infini du grouve G.

Si le groupe est fini cela signifie que quelque soit 0 & G il existe un
entier p tel que :

a® ( X qeeeX, Yy = ( X peeeX, )

la finitude du groupe signifie donc que nous sommes restreints a des variérés
alnébriques trés ( trop ) précises dans 1l'espace des paramétres du modéle :
par exemple si nous considérons l'exemple du modéle de Potts scalaire a
q états, nous devons alors nous restreindre A un ensemble de valeurs qui
furent remarquées dans de nombreux contextes ( nombre de Tutte-Behara [1?] ’

covariance conforme [19] , exposants critiques rationnels [?O] ces ) ¢

g =2 + 2c05231-§-

(m, n )6;;22)(22:

VARIETES ALGEBRIQUES ET ZEROS DES FONCTIONS DE PARTITION,

La résolution des modéles integrables utilise de facon déterminante la
paramétrisation de ces modéles ainsi qu'en témoigne la construction
explicite de 1t'ansatz de Bethe [2?] « Nous allons montrer dans ce paragraphe
comment l'utilisation des variétés algébriques Fi précédemment définies
simplifie considérablement l'analyse des zéros des fonctions de partition des
modéles intégrables ( en 1l'occurrence le modéle d'Ising bidimensionnel ).
Du fait des propriétés d'automorphie de la fonction de partition par rapport
au groupe infini G, l'ensemble des zéros de la fonction de partition doit &tre
un ensemble globalement invariant par un sous-groupe infini discret de G :
il doit, a priori, &tre décrit plus simplement & l'aide des Fi qui sont les
" bonnes " variables du modéle ( et qui sont de plus invariants par ce sous-
groupe ).

2.,1.14 Réseau carré

Considérons par exemple la fonction de partition par site,jza du modéle
d'Ising anisotrope sur réseau carré, qui est donnée, dans la limite

thermodynamique, par une double intégrale ( ou de fagon equivalente une
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intégrale d'une intégrale elliptique de troisiéme espéce ) :

Z\ . ([
= - - 2
ln 5 dq1 dq2 1n ( ch2K1chK2 sh2Kicosq1 sh chosq2 )
8T o

o
4

ol K1 et Kz gont les constantes de couplages horizontales et verticales
du modéle,
L'ensemble des zéros du modéle correspond 4 l'annulation de l'argument du

logarithme. Dans le cas du modéle isotrope ( K1 =K, = K ), les zéros se

2
placent sur un ensemble de deux cercles ( cercles de Fisher, fig 1 ) dans le

K . R
plan complexe b=e , Pour ce modele, nous avons une seule expression

alaébrique Fi qui, en l'occurrence, s'identifie avec le module k de l'intégrale
elliptique de troisiéme espéce précédente : k = shZKishZK2 o

2 .
l.es deux cercles de Fisher, de la limite isotrope ( k = sh™ 2K ),deviennent
dans la " bonne " variable k, le cercle unité |k‘ = 1 ., Bien que 1l'ensemble
des zéros ( dans le plan complexe k ) dénende de deux paramétres a, et 459 cet

ensemble est inclus dans le cercle unité, nous avons en effet

k.
TJ
1 - ( cosq, + cosq )=1-kcosw cosJ_ =0
5 1 2 L 1 2
4 9 9 T 9% 2 Vk
w'l = et wz = ’ kL = ( 1 )
2 2 1+ k
qui conduit A \b{ = ele .
en posant cos 6 = cos UJicos L&L = X (2)

I1 est mdme vpossible d'exnrimer trés simplement, en utilisant ces " bonnes "
variables, une quantité réputée comnlexe, la distribution des zéros ( elle

découle de 1'uniformité de la distribution dans les variables q_ et q2 et du

1

en posant u = cos w1 v = cOoS wz

nous avons d wl =

\[— 2
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la distribution sur la variable x est donc

X
du dv du
~ - J(x-uv) =
2 2 . 2
Ve?y (12 Vu-u“)u- =
(6] X
1
dw

9 9 ﬁ
o\ﬂ 1-x"w" ) ( 1-w? )

Cette forme différentielle est bien connue dans le cadre de la théorie des

courbes ellintiques et posséde certaines vronriétés remarquables, Ainsi si nous

effectuons le chanaement de variables

2x

2 2 2 L 2 2

we»z : 2z ( ) o (1=x_ow ) =x. Jw (1=w ) =0
L L
1+x

2 \’x

ou x =
L 1+ x

ce chanaement donne sur cette forme différentielle :

dw 2 dz
+

"’ ’ - 1+x ) o}
\f( 1-w2) (1-x"w?) V (1-2°) (1-xL2.z2)

La distribution de zéros présente donc des propriétés de covariance

relativement 3 une transformation ( qui n'est autre que la transformation de
Landen ) nortant sur le module des fonctions ellintiques intervenant dans
cette distribution A savoir, x = Re (\’k ), ( et non plus k ). Sicnalons que

lorsque l'on se restreint & l'axe réel ( et non plus le cercle unité ) la

A

1 +k

transformation de Landen sur k, ( k = qui est une transformation

d'ordre infini ( 4 la différence de la transformation de Jacobi k -» \ll-k
qui est une involution ) a pour point fixe k=1, le point critique.

Il est donc possible d'identifier cette transformation ( ainsi que d'autres
isonénies de la courbe elliptique telles que la transformation de Legendre...)

A un nénérateur du aroupe de renormalisation. Notons cependant que l'action
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du aroune de renormalisation est, en quelque sorte, " orthooonale " a celle

du arouve G qui, lui, laisse le module k invariant,

2.4.7 Réseau nid d'abeille ( ou trianculaire )

Une étude analonue sur le modéle d'Ising isotrope sur réseau nid d'abeille
. , -2K
peut &tre conduite sur l'ensemble des zéros dans le plan complexe z=e

( voir fionure 1 ); cet ensemble est donné par l'équation :

2 2N+ 2020 4 (6 + bN)2E - (2A42)z 4+ 1 =0

avec A = COS q1 + COS q2 + cos( q1 + q2 )

En nosant A = 2 + —

2
O(—Z/(d+l£ﬂ=o .
avec/‘{=2+2)\ -—</(<4
2

C

soit K =2 + 2et et 2¢ & <1
Le module k des fonctions elliptiques intervenant sur ce modéle isotrope
est donné par :

16(1-z+zz)z‘3 16 (( X - 1)
K = _

(1-2)°(1+2)° (KX-2)2 (X® -4 )

Dans cette nouvelle variable la courbe de la figure 2 devient la réunion

du cercle unité et d'un intervalle de l'axe réel,

. . 1 + 2ei9
< 19 B e-&le

de module 1 .
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2.2 VARIETES ALGEBRIQUES ET VARIETES DE DESORDRE.

Reprenons l'exemple du modéle de Raxter. Ce modéle se trivialise sur
certains vlans ( danslP3 ) pour lesguels il subit une réduction
dimensionnelle, Ainsi la fonction de partition par site se réduit-elle a
celle d'un vertex isolé lorsque l'on se restreint & la variété algébrique

a+d=b+c(=>2(a, byc,d) =a+ad)

De telles solutions, et les variétés algébriques correspondantes, sont
dites de " désordre " .[22] .

Ces variétés correspondent évidemment & une trivialisation de la
paramétrisation, Le modgle k des fonctions elliptiques intervenant pour ce
modéle prend une valeur qui correspond A une trivialisation de la

paramétrisation
2 vlc

a+d=b+c = kL =

1+ k
Sur cet exemple précis nous pouvons vérifier facilement que l'ensemble des
variétés de désordre sont invariantes par le groupe infini discret G
enagendré par les deux relations d'inverse I et J .

Cet exemple ( parmi d'autres ) est l'illustration du lien étroit qui
existe nécessairement entre les variétés alaébriques correspondant a la
paramétrisation des modéles intéarables ( les F. ), les variétés de désordre
et aussi leur transformées par le groupe G.

Il est en fait relativement facile d'exhiber en dimension deux ( voir trois)
de nombreux exemples de telles solutions et variétés ( algébriques )
de désordre [23] .

L'analyse de leurs transformées par le groupe G fournit des informations
précieuses sur la paramétrisation éventuelle du modéle : l'existence
d'une infinité de telles transformées peut &tre vu comme un indice de

non-intégrabilité du modéle.



L'analyse est cependant assez subtile ainsi qu'en témoigne l'exemple du
modéle de Potts sur réseau damier [24] .

Les variétés de désordre correspondent a des variétés de l'espace des
paramétres ou la fonction de nartition ( dans certains cas également une
infinité de fonctions de corrélation ) peuvent &tre calculées exactement
le modele n'est cevendant pas intégrable au sens de l'existence de familles
de matrices de transfert commutantes ( on peut néanmoins dire que les
matrices commutent dans le sous-espace vectoriel de dimension un correspondant

a la plus grande valeur propre ).

3 CONCLUSION

Les variétés algébriques dans des espaces projectifs ainsi que certaines
transformations birationnelles ( associées aux relations dites d'inverse )
Jjouent un r8le majeur dans tous les calculs exacts qui peuvent &tre menés
sur les modéles de mécanique statistique sur réseau. Ces variétés
fournissent des outils puissants pour analyser des problémes complexes
tels que ceux de la classification exhaustive des modéles intégrables,

Ou encore l'étude des modéles intéarables en dimension trois.
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Figure 4. Location of the zeros in the complex plane h, for g = 2. on a square N < N
N =6 with periodic boundary conditions. We have drawn the Fisher cireles §p o 112,

Im 2z

Figure 2. Zeros in the complex plane tanh K (=z) for the triangular lattice for q=2.



