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EFFONDREMENT DES VARIETES RIEMANNIENNES,
d’apres J. Cheeger et M. Gromov

FPierre Pansu

ntre de Mathématiques
Ecole Polvtechnique
1128 Palaiseau Céedeu

"La courbure dune varieté riemanniernne mesure sa déviation

& &tre localement euclidienne". Lorsqu'on considére les variétés

riemanniennes d'un point de vue métrigque, cette zffirmation prend
<.

Soient X, ¥ des espaces metrigues. Une application f: XY

est cantiractante =i, pour tous z#'el),
Jifi g dis Vo,

1. Theoréme H. Rauch [iZ1

Four aelf 2t £ > &, on note E. la boule de ravyon £ dans
V'espace de courbure constante = (une sphére =1 a > O, l'espace
suclidien =1 a = 0, un espace hyperbolique =1 2 < 0L 51, sur
une varigtd riemannienns M, la courbure sectionnelle H satisfait

alors, pour tout point m et pouwr £ assez petit, la boule Bim,o)
de M ezt mébtriguement encadraze par dez boules de courbure cone
stante, 1.e., 11 suiste des applicaticrns contractantes
2 . b
ET——Bim,z2}—— B
£ £
LYrnconvénient du théoreme 1, c'sst le "¢ aszsez petit". Le
plus gramd £ tel gue la conclusion du théoreme | soit =zatisfaite
zlappelle le o dinjectivité de M en w, On ne =ut as le

rontrdler en fonction de la courbure.

Euemple

—

Sur un cvylindre de réevolution dans BT de circonféerence Ze,

l2a caurbure ezt nulle mais= le ravon dinjectivité waut =.
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figure 1

Le rayon dinjectivité a une influence déterminante sur le
comportement dune variété riemannienne. Le théoréme suivant
exprime la fait que, tant qu'on évolue parmi des vRs dont le
rayon dinjectivité ne tend pas vers zéro, on ne risque pas de
rencontrer de surprise désagréable.

Définition : topologie Lipschitsz

On dira que deux epsaces metriques X et Y sont e-proches
au sens de Lipschitz <'1l1 existe un homé&omorphisme £ : XY tel
que, pour tous u#FleX,

w o3
i—c d(f o), G2 D)

£ —_—t— § 1+g .
d 0,3t *

La topologie ainsi définie ecoincide en gros avec la topolo-
. 0 P s ‘
gie C sur  les metrigues (nodulo diffeomorphismes) sur  une
variétée fisde,

2. Theoreme de compacits® M. Gromov (81

Notons Min,¢,D) lV'ensemble des vRs de dimensicn n, de rayon
d'injectivité supérieur & e, de diamétre inférieur & D, et dont la
courbure sectionnelle kK satisfait iki' £ 1. Cet ensemble est
compact pour la ‘topologie Lipschitz.

(Pour une déemonztration compléte, voir [i11)

Er particulier, les variétés de Min,e,D) ont toutes & peu
présle méme volume, le méme spectre du Laplacien.

On retrouve le

3. Théeoreéme de finitude (J. Cheeger [ID

Dans Min,e,D), i1 n'y a quiun nombre fini de variétes deux a
deux non difféomorphes.

En revanche, zi on laisse le rayon dinjectivité tendre vers
réro, on perd tout contrdle global. On trouve une infinité de
types topologiques (méme parmi les variétés A& courbure positive,
[1}. 11 est pourtant possible d'analyser le phénoméne. La suite
de tores de révolution de la figure 2 diverge au cens de
Lipschitz, mais, intuitivement, elle doit converger vers un cercle

dans une topologie plus grossiere.

- 20 -



=

figure 2
M. Greomov est parvenu =2 formaliser cette intuition. Llidée
consiste & ne comparer que des représentations grossiéres des
variétes riemanniennes, & savoir des g-réseawd. Un c-réseau
dan

s un espace meéetrique ¥ est un sous—ensemble fini N tel que
r

ayon £ centrées sur N recouvrent X.

Définition : topologie de Hausdorff-Gromov

On dit que deux espaces meéetrigue t £—proches

i

=1 n
. sens de Hausdorff-Gromov 'il existe de=s e-réeseaux HcX et

aui sont f—proches au sens de Lipschitsz,

t des sous-ensembles de R, gui sont
proches au sens de la distance de Hausdorff, (éventuellement
s l= =ont proches aussi au sens
Hausdaortf-Gromowv. La définition ezt danc conforme &

P'intuition. Mais la puisssnce du concept provient du fait qu’il

4. Théecoréme de précompacitée (M, Gromov [ED).

L'ensemble des variétés riemanniennes de dimension n, de
diamstre inferieur & D, dont la courbure de Ricci est 3 -1 est
~t

précompact au sens de Hausdorff-Gromav.

Démanstration

11 s'agit de contréler la qualité de 'approsimation par des
ensembles finis. On est dormc amené & compter combien de boules
de rayom £ on peut mettre dams une boule de rayon D,
L'hypotheése sur la courbure de Ricci (pluz faible qu'une borne
inférieure sur la courbure =zectionnelle) permet  justement de
minorer le volume relatif dune boule de rayon ¢ par rapport &
urne boule de ravorn D (R, Ricshop [2] page 253) indépendamment du

rayon dinjectivité (M. Gromov). s
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Le theoréme 7 entraine que, dans une suite de varietés A
courbure et diametre bornés, dont le rayon d'injectivité tend

vers zéro, il y a une sous-suite qui converge vers un espace
metrigue de dimension inférisurs. Le wvolume tend vers zéro.
our le spectre du Laplacien, il v a en général un changement de
comportement asvmptotigue,

On peut se demander guel genre d'espaces limites on peut
obtenir, surtout si on fire la topologie des wvariétés qui conver-
gent.

1

Definition

On dit gu'une variété différentiable M s'effondre sur X ol

¥ est un espace métrique de dimension inférieure a celle de M,
£'il existe des métriques riemanniennes g, sur M, & courbure sec-
tionnelle bornée, qui convergent vers X au zens de Hausdor{f-
Gromow.

Orn dit gque M s'effondre =i elle admet wune suite de métrigues gj
%2 courbure bornée, dont le ravon dinjectivité tend uniformément

vars ero

g

Le resultat le plus complet concerne effondrement vers un
point,

5. Théoréme 1. Gromow [&3, E. Ruh [1ZD

Ure varigté g'effondre sur i point si et seulement =1 elle
t

iy
4}
T
(w8
oy
-4
—~+
1N
=
g
he)j
-
D
u

uri
un quoktient HM/C ol M est un groupe de Lie
d'i

nilpoternt et ' un groupe dicscret zométries de N,

i1 e=st facile de construire des exemples deffondrement,
Pour toute wvarigété riemanniernns N, le produit NxSi, ou le fac-
teur = a ure longueur gqui tend vers éro, s'effondre sur WN.
Flus généralement, les actions localement libres de 81 et des
tores donnent lieu & effondrement. On renvolie & [4]1 pour des
evenples plus zubtils. En revanchs, les variétées E
caracteristique d’Euler norn nulle ne g'effondrent pacs [41. Dans
{81 pages 141, M. Gromov a donné une description heuristique des
espaces limites : localement, 'espace X est isometrique & un quo-

1/G ol B est un groupe presque nilpotent disometries de
M icette description a é&té affinée par H. Fukava [, ce qui
laisze entendre qu'une varigté aqui s'effondre posséde des actions
locales de groupes de Lie, La notion de F-structure est un raf-
t de llidée d'action d'un faisceau de tores, gui a permis

n
d'&lucider la question de la cterisation topolegique des

n

varigétes gul s'effondrent.
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4. Théeoréme (J. Cheeger, M. Gromov [41)

Une variété s'effondre si et sedlement si elle admet une
F-ztructure.

]

Lz notion de comvergence au sen de Hausdorff-Gromov
s'est révélee fructueuse dans dautre questions de géométrie
riemannienne. Elle permet par exemple de parler de céne tangent
en un point d'un espace métrigue arbitraire : on dira que {X,d)
admet un cbne tangent en % si les boules B(x,g)}, munies de la

distance d/eg, convergent au sens de Hausdorff—Gromov.

Exemple

i X est une variété riemannienne, son cbne tangent en
tout peoint est V’espace euclidien.

Exemple

Soit M une variété munie dun champ de plan H. On fait
'hypothése suivante @ pour chagque entier i, les crochets i-uples
de champs de vecteures tangente & H engendrent un sous~fibré de
M, aui coincide avec TH pour i asse: grand. Etant donné une
métrique sur le champ H, on peut définir la longueur des courbes
tangentes 2 H, et la distance entre deuxr points comme borne

inférieure des longueurs des courbes tangentes & H qui les

relient. On obtient ainzi une distance non riemannienne d appelée

métrigue de Carnct-Carsthéodory.

Théoreme (J. Mitchell [9D

Llespace M,d) admet un cbne tangent ern tout point. Cest un
groupe de Lie gradué (qui dépend du point) muni dune métrique de
Carnot—Carathéodory invariante & gauche.

Alors que, dans le cas rismannien, les petites boules
normalisées convergent vers le cdHne tangent au  sens de
Lipschitz, on peut montrer gue ceci n'est plus vrai dans le cas
Carrnot-Caratheodory, ce qui rend la topologie Hausdorff-Gromov

necessaire,

Renverzant le point de vue, on peut aussi définir des
chdrnes tangents & 1llinfini. On dit que (X,d) admet un (resp. des)

chres tangents & Vinfini si, lorsqgue £ tend vers O, la suite
(X,ed) a2dmet une limite (resp. des scus-suites convergentesh
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Les espaces qui admettent des homothéties ont trivialement
des cénes tangentz & linfini, Dutre l'espace euclidien, certains
groupes de Lig nilpotent (dits gradudszs) ont cette propriété,

Remargue I1 résulte de [10] agu'un groupe de Lie connexs muni
d'une metrique invariante admet un {(ou des) cénes tangents &
Vinfini si (seulemernt si 7)) il est extension dun groupe nilpotent
par un groupe compact., Le céne tangent est alors un groupe gra-
dué muni d'une métrique de Carnot-Carathéodory ou riemannienne.

s & croissance polynomiale (M. Gromov
r

Pour un groupe discret de type fini [, les propriétés
suivantes sont équivalentes :
() T est & croissance polynomiale,
(ii} T admet des cénes tangents 2 l'infini,
(iii) T admet un cdne tangent & 1infind,

{ivd [ a un sous—groupe nilpotent dindice +fini
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