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LES OBJETS SOUPLES DE L'ANALYSE COMPLEXE ; APPLICATION A DES PROBLEMES DE

PROLONGEMENT ET A DES NOTIONS CAPACITATRES

par Pierre LELONG

1. Introduction. J'exposcrai 1ci hri¢vement quelques résultats en cours de publica-

tion ; ils concernent :-1°/ la représentation des ensembles analytiques complexes
comme ensembles de densité de certaines mesures positives [6,d] -2°/ des théore-
mes de prolongement pour les courants positi{s fermés , donnant des énoncés "cor-
respondants' pour le prolongement des ensembles analytiques [5] -3°/ la défini-

tion d'une notion "capacitaire" adaptée d 1'analyse complexe en dimension n> 1,

cf.f2] . 11 s'agit dans ces trois directions de 1'¢tude d'objets analytiques ,

L'adjectif analytique signiflicra toujours analytique complexe ; les crochets

renvoient 3 la bibliographic en fin de cet exposé.

Je ne sais si, aujourd'hui, 1'analyticité des lois importe aux physiciens autant
qu'autrefois; i1 semble que les systémes qui sc prétent le moins mal & 1'approxi-
mation analytique soient ceux qui sont suffisamment isolés et ol la matiére est
assez complaisante pour se concentrer en quelques points de grande densité... A ce
point de vue l¢ début de cet exposé donne une analogie sans doute purement for-
melle : les ensembles analytiques peuvent &tre représentés comme enscmbles de
densité (pour une définition convenable de celle-ci) de certaines mesures positives.
On ¢tudiera  1°/ une telle représentation "i croissance", et 2°/  elle inter-
viendra pour faciliter l'utilisation des méthodes de la géométrie diffCrentielle
(avec utilisation des formalismes des distributions ot des courants) et donner
des théoremes de protongement. d'enscmbles mnalytiques, c'est=i-dire de lois analy-

tigques, 3 travers des singularites,
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2. Les objets analytiques (h . On désignera par W wune varié¢té analytique de

dimension complexe n , réunion dénombrable de cartes relativement compactes

qui définissent sur W des coordonnées complexes locales. Un objet analytique e

cst alors une classe de notions mathématiques (fonctions, groupes, enscmbles,

opérateurs etc...) avec les propriétés suivantes

1°/ -La classe @(W) , objet Csur w , est définie podr toute variété
analytique W .

2°/ -Les isomorphismes analytiques W » W' transforment E?(W') en E?(W) ,
c'est-a-dire conscrvent 1'objet €.

3°/ -Les applications ¢ : W > W' telles que ¢ ct w-] conservant @?

sont des isomorphismes analytiques d une symétrie pres.

La condition 3°/ exprime que 1'objet %? n'appartient pas a une structure moins
\analytiques
fine. Les fonctions analytiques, ct les sous-cnsemblesfsont des objets analytiques,

je les appellerai les objets classiques. Ils ne sont pas les seuls objets analyti-

ques. Par exemple, pour n = 1 , la classe des fonctions harmoniques f sur W ,

2
définies par Af = 4 Qz—§§ = 0 par rapport aux coordonnées locales vérifie

1°/ et 2°/ et elle vérifie 3°/ a la symétrie prés z »z dans € . Il en est de

méme des fonctions sousharmoniques f dans RZ = , définies par : a}‘fEI{OC ,

b} Af >0, c) [(z) = fm(z) ot fh(z) est le maximum de f au point z ,
en négligeant les valeurs prises par f sur des ensembles de mesure nulle; notons que

c) associé a b) entraine que f soit semi-continue supérieurcnent.

. n . - 2n
Pour n >1 , la classe des fonctions R™ -sousharmoniques (ot R est

1'espace réel sous-jacent a " ) n'est pas un objet analytique, mais la classe
PSH(W) des fonctions plurisoushamoniques 1'est. Llle est définic sur W par
rapport aux coordonnées locales par les conditions a),c) et par b1)

L(,2) = X-§§;~%§— Xp Xq > 0 pour tout )€ ¢V s oainsi L(f, A) est une
P

mesure positive. Je divai que 'objet  PSH (introduit en 1942, ct devenu

(1) la situation décrite dims co paragraphe concerne Ta catéporic analvtique (W)

toutelois Trexposd ent fatt sans e lferonce an Lpage des catégories.
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trés vite utilec),est un objet souple, en précisant de la maniére suivante :

DEFINITION. - Un 6bjet analytique ??g est dit souple s'il existe un objet classique

?gc tel que pour toute variété analytique W , on ait une application

Vo %?C(WJ »—%;(W) qui envoie 1'objet classique dans 1'objet souple.

En général ¥ ne sera pas surjective ; on cherche au contraire a disposer,
en un certain sens, d'un objet plus étendu que 1'objet classique ; en fait on
créera ainsi des classes fermées pour certaines opérations de 1'analyse (apéra-
tions longtemps appelées "de 1'analyse réelle'" justement parce que leur emploi
en analyse complexe exigeait d'abord 1'extension de celle-ci 3 des objets souples).
Ainsi PSH est un objet souple , ¢ étant défini par F -log|F|, application de
1'algébre H(W) des fonctions analytiques (dont on exclut F = O') dans PSH(W) ;
¥ est injective si on identifie dans H(W) 1les fonctions F et aF pour o€ C
lal= 1 ; ¥ est continue si H(W)-{0} est muni de la convergence compacte et

PSH(W) de L{OC(W) . L'objet PSIt a 1'avantage d'€tre fermé pour des opérations

simples telles (f,,f)) - sup(f],fz) , ou (fy,f)) > cfy f cf, < >0 et ,
ce qui est plus important les bornés de PSH n L;oc sont relativement compacts :
si fn € PSH(W) est de Cauchy pour Lloc , 11 existe f€PSH(W) , qui en est

la limite ; en particulier si ft est un ensemble localement majoré , et si 1'on
pose g = sup, ft , on obtient commodément g*EPSH(W) par la construction

g*(z) = 1%?;?q)g(y) , et 1'on a g(z) = g*(z) presque partout (au § 5 on verra
qu'il existe une propriété capacitaire plus précise pour 1'ensemble g-<g* )

Ces considérations sur 1'utilité de la classe PSH é&taient déja percues dans

1'introduction du mémoire [6a] en 1945.

A la classe PSH , on associera celle des ensembles pluripolaires : A est dit

pluripolaire sur W si l'ena Ac A" [z €W f(z) = -, £ € DPSHW)] et

A' . Les ensembles analy-

it

A sera dit pluripolaire complet dans W si 1'on a A

tiques (objet classique) sont des ensembles fermés qui sont localement pluripolaires

conplets.
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Un autre objet souple a ¢té introduit i 1'occasion de la construction de
1'opérateur d'intégration {X] (p) d'unc forme différentielle ¢ sur un ensemble
analytique X (on notera MP 1a classe des X qul sont de la méme dimension
complexe p , O¢gpg¢n-1 | cn tous leurs points). On notera Tf(W) la classe
des courants positifs sur W, ct TE’[(W) ceux qul sont fermés. Ces derniers
sont des objets analytiques et cc sont des objets souples ; par X - [X] on définit
une application de Mp(W) , objet classique, dans TE f(W) . Pour la suite quel-

, f
ques rappels sont Ici nécessaires. Un courant (au sens de G.de RIAM) est un
opérateur linéaire sur 1'espace &) des formes différentielles %?” a support
compact, muni de sa topologie classique ; on notera éDp’q(MD celles qui sont

O’I)’(l

(p,q) dont lcs coefficients sont continus i support compact dans W . Les défi-

homogénes de type (p,q) des dzi,dij . On note & (W) celles de type

nitions étant locales, précisons-les quand W est un domaine de C" . On définit
(un_opérateur linéaire)
t € T?(W) si 1 estKontinu sur\ZL t(W) , hul sauf si s =1t =p ;
e
de plus pour tout systcme a],...,ap de formes (1,0) a coefficients constants
et toute fonction f € P(W) vérifiant f >0, on cxige :
TO,0)(f) =t [foa, A i &I Aeen iap A &p] >0 .
Dans la suite on note 3 (et 3 ) les différentielles relatives aux seuls Z:

(ou Zi ). Ona d= 3+3.0npose aussi d° = i(T-23) etona dd° =2i23

Un courant t € 1? est représenté par une forme différentielle qu'on notera

L oty 3dzg AdZ] » (I =dy<iy < ) homogéne de type (n-p, n-p) ; il

1,0 1/

a la continuité d'ordre z€ro et s'étend aux formes 62)

i
n-p

;  ses coefficients
)p,p

. . 1 - 1
t sont des densités-mesures ; si 1'on pose B =5 X dzy adzy =5 Bﬁ'ﬂzhz

1,J

. , : n
ct définit par Bn =1 ¢! 1a forme fondamentale de ¢, les courants ty g B

n! ,J o n

sont des mesures complexes. Un théoreme de multiplication €nonce : soient

t € TE et T' € Tg , alors si t ou t' est une forme a coefficients continus
. . - - ' P . ~ = P*q .

ct si min{p,q) = 1, le produit At est défini et appartient a1 . lLes

formes positives du type (1, 1) forment done i systome multiplicatif

i ? . . _ . . S oam -
R o= % 2)ﬂ|:l“ cst une fonme positive 3 osio'ona 0 € PSIE, e courant 1 990 |
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appartient @ T, , la positivit¢ @tant dans ce cas Cquivalente a la condition

b

- . . . ) D
h') plus haut. D'ou un formalisme pour ¢crire certaines mesures . Soit t < IE

s o=tap on B -1
alors 0——ttABp ol %)—'p!

Elle domine t en ce scns que pour une forme ¢ € %i’l’
s

gP , est une mesure positive (dite la trace de t ).

, de coefficients ®; J[x) ,
L,
511! 5 X} = s X m oa |t <C ou- C ne
si 1'on posc o] (x) 7”§ le’J(\)} , ona |[t(p]< (n,p o(lw]) ol (n,p
-
dépend que des dimensions.

Si t , de dimension p , est de plus fermé, c'est-i-dire si 1'on a t(dp) = O

sur les formes o €J), on a pour o une propric¢té de régularité. Si o(x,r) est

la masse de o portéce par la boule compacte B(x,r) dec centre x , de rayon 1 ,
le quotient

(1) v = (1 1) o)

¢\ - R . - .
par le volume de la houle unit¢ de (" est fonction croissante de r ; il en
résulte 1'existence de

vt(x) = lim v(x,r)
=0

qui vérifie donc vt(x)izo et ecst une fonction semi-continue supérieurement de x .
D'une manicére équivalente, la mesure positive ta C%%r 30 log "z||2)p se

prolonge en x par une mesure ponctuelle de valeur vt(x) au point x .

Le nombre vt(x) (nombre de Lelong dans les travaux américains) est un inva-

riant des isomorphismes analytiques ct est donc défini sur les variétés W .
L'intégration [X] (¢) = [ @ sur un cnsemble X € Mp(W) est un courant

positif fermé et l'npplicufion y de M , objet classique , dans Tg’f(W)

donnée par X - [X] montre que 1a classe des courants positifs {fermés est un

objet analytique souple ; on a X = supp [X] et 4§ cst une bijection MP (W)

. D) \ . P - .
sur une partic de IE i(W) . Cech permet de dofinir commodément des topologies
’
b - . . P .
sur M](W) ; on les obtient par tranfert. par ¥ odes topologies définies sur

1'objet souple T? r(N).

>
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Représentation des ensembles analytiques comme ensembles de densité . I1 est

important pour la suite de caractériser 1'image par V¥ de MI’(Wj dans Tg’f(W)

Une suite de travaux [9] et [4] a d'abord établi que pour t = [X] , le nombre
vt(x) est un entier égal a la multiplicité de x sur X . Réciproquement,

si t € Ti,f(W) posséde un nombre Vi (x) qui est un entier o-presque partout,alors
supp t est un ensamble analytique. Plus précis est le résultat suivant obtenu
ensuite [7] : 1'ensemble FE(c,t) = |[x € W ; vt(x) > c, ¢>0] est un easemble
analytique sur W , et ses composantes sont de dimension au plus p = dim t ,

O <p ¢<n-1. Un résultat récent [6,c] montre que dans les domaines pseudo-convexes
de C" et plus généralement sur les variétés de Stein W, si 1'on se donne

t ETg’f(W) , 11 existe une fonction plurisousharmonique f € PSH(W) pour laquelle
le courant © = % a3 f € Tl’f(W) vérifie en tout point x € W 1'égalité

Vg (x) =V, (x) . Or pour un tel courant © , on a par le théoréme de Gauss

o =——1——A f et ve(x) = lim

. -1
T TTog T A(f,x,r) = 1lim (log r) ~ A(f,x,r), O<r <l

r=o Ir=0

en notant X(f,x,r) 1la moyenne de f sur la sphére S{(x,r) . D'autre part sur

une variété de Stein W , un ensemble analytique X admet une représentation

globale X {Fj = 0}, FJ.GH(W) , 1<jgn+l

En posant f=7llog Z|Fj|2€PSH(W) et @=-Tl—f— 33f , ona vo(x) > 1 en tout -

point x € X . Ainsi : dans les domaines pseudo-convexes de C" et plus généraleg

ment sur une variété de Stein W , la classe des sous-ensembles analytiques coinci-

de avec celle des ensembles de densité E(c, 0) ou O= % 39 f est le courant

associé 3 une fonction f € PSH(W) . Pour abréger, nous noterons E(c,f) cet

ensemble qui est 1'ensemble de densité > ¢, ¢ >0 , de la mesure positive ZJTT Af ,

calculée en dimension (réelle) 2n-2 .

la représentation globale ainsi obtenue pose des problémes de contrdle de

ST

croissance, I1 suffit de les ¢tudier pour W = C ; en effet une variété de

. m S :
Stein W admet un plongement  propre h dans €7, pour mxZn-1 ; il induit
unc application t.,h, t de 'I‘Ij (.(W) dans II: r(’(‘,”) qui conserve le nombre

b b

v(x,t) et 1'on étudicra alors les croissances sur la suite de compacts  K(r)n W,

K(r) = h‘] [B(O,1r)], obtenus i partir des boules B(O,r) dans ¢ pour 1 >+ -
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Ceci permet une étude a croissance sur W en transportant les résultats de

¢™ a4 W . Donnons ici quelques résultats récents  (cf. [6, d] ) :

a) - Un premier probléme cst @ si 1'on se donne une majoration de la croissance

de V GPSH(Cn), caractérisCe par 1'indicatrice Mv(r) = sup f(z) dans o,

lzler | |
E™(c,f) de la dimen-

existe-t-il un contrdle de croissance de la composante
sion k (Ogkgn-1) de Ii(c,f) ? I1 en est ainsi pour k = n-1 . Plus générale-
ment si 1'on se donne t € 12 r(Cn) , la composante de E(c,t) de dimension ma-

b

. . D . a2
xima , soit kl(c,t) a une aire o_ contr0lée par la trace o de t . Ona

= I

op(c,r) < c'] o(0,r) , ol Up(c,r) est 1l'aire de Ep(c,t) N B(O,r) . De plus
a chaque cycle zP C:Ep(c,t) on peut associer une valence N(Zp) relative & t ,
définie par

NZP) = inf ov(x,t) .
XEZp

On a alors v(x,t) = N(Zp) pour tout x € ¥ sauf pour x appartenant d un Sous-
ensemble analytique strict Z' < Z , pour lequel ona dim Z' < p . Le courant
sP = NEP) 17ZP] étendu a tous les cycles P de " converge , est positif
fermé, et le courant "résiducl" t - SP est positif fermé et n'a plus de cycles
de densité de dimension p . La trace o de t majore celle de SP | ce qui donne

) . . n
un contrdle de croissance de celle-ci dans € .

b) - Un tel résultat est exclu pour les cycles 21 de dimension q<p -

En particulier pour les cycles de codimension > 2 de E(c,f) pouf f € psH(Ch :
'existence d'un tel contrdle contredirait d'ailleurs 1'exemple donné dans [4] |
d'un systéme de deux fonctions cnticres FI’FZ € H(CZ) n'ayant que des zéros com-
mms isolés, mais dont Te nombre n(r) dans B(O,r) croit arbitrairement vite,

2
pour une majoration donnée de M, 1= 5 log ([l’l|2 + ]FZI“) .

tof —

Des excmples montrent que les cnsembles h'(co,t) = [xec" ;o v, t) >C s ¢ >o0]
ne sont pas analytiques, une suite intfinice de cycles 22 dont Ia valence ¢ > €,
tend en décroissant vers ¢ pouviant Gtre abeoabce par o cyele de o dimension ' > q
de valence < qrined ¢ décrort o traverase b vatoar ¢, oot CeCh o suroun com-

q 0 . . - e e
pact de €7 . Toutefors (e, t) possede sue an compact  Downe stabilité
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gauche : pour tout ¢ > 0 , il existe v = y(¢,D) >0, tel qu'on ait

E(c,t)nD = E(c',t) N pour tout c¢' vérifiant c-y<c' ¢ c .

c) - Un second résultat de '¢tude [6,d] ecst pour les ensembles Ti(c,f) ,
{ € PSH(C“) , L'existence dvne hypersurface YC = F—I(O) , I' € H(Cn) ,
qui contient tout I'ensemble E(c,!) , et ceci avec un contrdle pour

Mo (1) = su;l) log |F(z)| de la forme suivante : pour tous €>0, €' >0 , on a
AIRSS

(2) M, (1) < % M (r+e') + (n+ e)log(i*r) + C(n,e') .

Ce résultat appelle quelques remarques @ 1°/ le contrble obtenu pour YC ,
c'est-d-dire le contrdle de croissance pour [Yc] n'est qu'asymptotique,
car de (1) on déduit seulement une majoration pour l'aire o(r) de

YCHBKLr) qui est du type

v(r) = (1, YT o) Mtk + 0@, ko>

L'existence d'un contrdle propre est un probldme ouvert ; 2°/ contrairement

au résultat a) le résultat ¢) fait intervenir la dimension n ; 3°/ la démons-
. L. . .o 2 . i

tration utilise esscnticllement les estimées 1.7 de HORMANDER sous la forme

sulvante .

Soit f € PSH(C™) et x, € " au voisinage duquel e_f est sommable. Pour

€ >0, opn pose g(x) = [(x) + (n+e)log(] + ”zﬂz)
Alors il existe F € H(Cn) qui veérifie F(xo) =1 et

(3) ﬂF”é - J e ¢ et v <o
C

Ce théorcme fait passcr avee contrdle de croissance de 1'objet PSH a4 1'objet

H (sous la forme (3), il améliove dans [8a] des résultats antériecurs).

d) -Le résultat sar Y o est ovalable plus géndéralement pour les courants

) c

S n e o o=l 2y oo G [

L € l+ ( (C) . On constrit (e fo,c]) 0= W Ao, et f € PSIC)  vérifiant
b4

vix,0) = v(x,t) on conservant un contirble de croissance.  SIt a son indica-

. . e et N . A
trice bornée, ou si CePSH(CT)  ost de la classe de crotssance minimale

h[l~(l‘) = O(lop 1) , les ensenbles de densitd sont aleebriques. D'olr Fimitation
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des degrés et 1'on retrouve pour Y. un résultat domné dans [3] en vue d'un

probleme de théorie des nombres. Dans le cas général ot 1'ona t € TE f{Cn) ,
b

p <n-1 , le probléme semble ouvert de savoir si 1'on peut substituer a YC

un ensemble analytique Yé de dimension purce p , avec contrdle de croissance.

4. Indiquons maintenant quelques uns des résultats obtenus dans [5] pour le prolon-

gement_des_ensembles analytiques en traitant des problémes correspondai’ = sur

1'objet souple qui est la classe des courants positifs fermés. On se place dans

c? , les problémes étant locaux. Le passage des uns aux autres utilisera

PROPOSITION. - Soit G un domaine de (" et Ac G un ensemble fermé ; on suppose

o
A =¢ et G~A connexc. Alors si tout courant positif fermé t admet un prolon-

gement t' positif fermé 3 G , tout ensemble analytique X défini dans G ~A

v
a un prolongement X' a G . De plus sit'=t  extension simple de t (c'est-a-

dire sans charger A ) alors on peut choisir X' = X adhérence de X dans G .

Méme énoncé en remplacant “courant positif fermé" par "courant positif fermé

de masse finie au voisinage de A" et X d'aire finie au voisinage de A .

En effet en désignant par Tg’f(G) la classe des courants positifs dans G et
supposant X de dimension pure p , on a [X] = t.€1€’f(G\~A) et X = E(1,t)
Alors E(1,t') = X' est un ensemble analytique dans G ; ona X< X' , d'aprés
t=1t' dans GNA . Onaalors XcXcX' dans G . De plus si la restriction
1A t' de t 3 A est nulle , supp. t' appartient 4 1'adhérence dans G de
supp.t . D'on X' = E(1,t") c supp t'eX , d'ou X' =X.

. v e N . . . . .
L'extension t qui vérifie 1A t = 0, dite extension simple, existe si1 et
seulement si t est de masse finie au voisinage des points de 1'bbstacle A ; clle

est alors un courant positif.

a/ Ceci posé,un premier résultat énonce : si A < G est fermé et localement plu~

ripolaire complet dans ( , alors tout courant positif fermé donné dans G~ A

. - . - - - . - l\'/
et de masse finie au voisinage des points de A a pour extension simple t un

courant positif ferm¢ duns G .
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D'aprés ce qui précéde, on a seulement 4 Ctahlir que t est fermé, ce

qui revient 3 €tablir unec propri¢té de gtométric différentielle a partir de

majorations de mesures, en utilisant la positivité. L'ensemble A peut &tre

défini localement par A = [z € G ; u(z) = - «»] ol u plurisousharmonique
peut €tre prise continue et B> en dehors de A . On utilisera le fait que
le graphe de t -»o(t) = [log ( -t )1, a >0, est croissant convexe pour
-0 < t <-e , Il en résulte que v(z) =@ o u (z) est plurisousharmoniane

dans 1'ouvert K(r) = [z € G ; u(z)<- 1+ logr] pour r<1 .Or ona:

dd® v = ¢' dd® u + @' duadu
ou les deux termes a droite sont des formes positives ; s$1 1'on convient
d'écrire ty>t, quand t; - t, est un courant positif, on aura d'aprés

le théoréme de multiplication pour t ETE’f(G) :
€)) t A dd€ v > @' t aAdu Ad u

et (4) donne une majoration de du ad® u . Choisissant @(t) comme plus haut,
on obtient le lemme suivant essentiel dans [5] : si A=1{[z € G; u(z) = - ]
est un ensemble fermd pluripolaire complet déterminé par u€ PSH(G) et si
t € Tg,f((} ~ A) vy est de masse localement finie au voisinage de A , alors

on a pour tout a >0 et tout compact K< G :

g
(5) j t A duad®u ————y <t
KA u“[log(-u)l

On va encore utiliser la positivité en remarquant que si une forme hermitienne

azz + bz + bz + ¢ est semi-définie positive, ou a pour tout € >0,

|b | ¢ ea+ ce_] . T1 s'agit d'établir d% = 0 pour 1'extension simple '1\;’ de t.
Soit x(v) ume fonction croissante ¢ , vérifiant x(v) = 0 pour v e ? et

x(v) =1 pour v < e ; posons

Cu(z)
xplz) = xl=p—) , v,
~ o R
oma t-= !im()(], ty , dt = lim d(xr t)
r=0 =0
On traite d'abord le cas p = 1 , ol le calcul est plus simple car on a @ calculer

t(dg) pour des @ du type (O,1) ou  (1,0)
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En supposant ¢ de type (0,1) on a

u _u
<d(>(r t) , ®> =<t , d)(r/\q» =J tAX'(—eT) _e}_ duaAy.

D'oll en posant C = sup |v x'(v)| , une majoration

\
6y |<dx, ) , @] 5:cr{ taiduadu + %}J tAai @A
K(r) r’K(r)
oi K(r) = Knkz € G; -1+ logr < u(z) < log r] est une '"couronnd'autour de
KnA.On utilice J tAli @ A @ <» et la mjoration (5) avec «u= % .
K~ A
On établit que pour 1, = exp(-py) , €p= p%1(log p"9-3/4 ol 1'on prend pour
P, une suite d'entiers croissants, vérifiant 1lim Pp=* (6) donne
~ " n !
lim |<d(Xr t), x| =0 . D'oiicdt, o> =0, les courants t et t coinci-
m

dant sur supp dxr . On traite de méme le cas o ¢ est de type (1,0) . Si

m
t est de dimension p>1, et ¢ de type (p-1, p), on se raméne au cas précé-

dent en décomposant ¢ = I
j=1
=.p—1 - - - « . -
W. =1 ap Aoy ... ap_1 A ap_1 les a, Ctant du type (1,0) & coefficients
constants . On remarque que le courant t A W,i positif fermé, de dimension 1 |

WiA gj , ol g; est de type (0,1) et

est de masse finie au voisinage de A .

L'énoncé ainsi établi a un caractére quasi définitif. Il '"coiffe' une longue
suite de travaux et répond d une question posée au Congrés d'Helsinki en 1978 ;
il contient d'aprés la proposition du début de ce paragraphe 1'énoncé : tout
ensemble analytique X défini dans G~A d'aire finie, oi A est fermé et
localement pluripolaire complet, a pour adhérence X dans G un ensemble analy-
tique qui prolonge G . Il contient aussi le cas ou 1l'obstacle A est un ensem-
ble analytique et ol 1'on prolonge t € TE’f(G\\A) , cas qui avait pu &tre résolu
peu auparavant dans [8,b] . Ainsi il cnglobe les différentes situations

ol 1'on remplace 1'un des deux objets souples par 1'objet classique.

Le corollaire suivant concermne la classe P_(W) des ensembles fermés localement

pluripolaires complets sur unc varicté analytique W @ soit A € P_(W) et

t € TE f(W) , alors la restriction ]A t de t a4 A appartient encore 2 TE f(W)
b ’

¢t est donc encore wm courant fermé.
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En effet soit t' = 1W‘\A t;ona t-t'= 1A t etona t'e¢€ Tg,fON)
d'aprés le théorcme ; il en résulte que 1A t est fermé également, donc qu'on
. P ~
a 1, t € ’144’{,(W)

Le contre-excmple suivant montre que le théoréme est en défaut si A , fermé

et pluripolaire, n'est pas localement complet. Soit W = c” , et
A=lzec" , % slzllgl y 25,7 O ,pour j#11] . Soit d'autre part t 1le cou-

rant d'intégration sur X = [z € " ;{z]l >1, z5 = O pour j # 11]. Le courant

t = [X] est positif fermé dans "~ A , de masse (1l'aire de X ) localement finie.
S'il existe un prolengement t' de t 4 c" , 1'ensemble de densité E(1,t") < c”
est un censemble analytique qui contient X ; i1 contient donc tout 1l'axe des z] R

donc 1'origine O . On a donc v(t',0) >1 . Or t' =1t =0 au voisinage de O .

D'oll contradiction montrant qu'aucun prolongement n'est possible pour

t = [X] , m8me si on envisage d'autres procédés que 1'extension simple.

Peut-on s'affranchir de la condition : t est de masse finle au voisinage
de A ? Le probléme est ici analogue au probléme classique du prolongement des
fonctions holomorphes ou des fonctions plurisousharmoniques : on peut €liminer
1'hypothése de finitude au moyen d'une hypoth&se plus précise sur le fermé A .

Dans [5] on trouvera 1'énoncé suivant :

Soit A un sous-ensemble fermé d'une variété réelle M de classe @2 plongée
dans une variétd analytique W ; on note HZ(WD en z le plus grand sousyespace

complexe contenu dans 1'espace tangent en z a M. Soit t € Tg’f(W*\A) .

Supposons dimC Hy(M)<ip~1 pour tout z € M . Alors t a un prolongement unique

comme courant positif fermé dans W . La encore la difficulté est de montrer que

. . \, - . - -
1'extension simple t qui dome le prolongement est un courant fermé. La démons-
tration demende un travail technique nettement plus élaboré que 1'Cnoncé précCdent ;
un point essentiel cst le lTemme suivant

Soit G un domine de ' et A= [7 € G ou(z) = 0] , et u € PSH(G) . S'il

S

existe n > tel qiton ait au sens des conrants, pour n-k indices  jq,...3 ¢

n-k
o - e -
a0 u > ’ yoooadz . oA dy
o i i



et tE€ 'I‘f f(G ~A) , avec p>k+tl , alors t est de masse finie au voisinage
o f

de A et 1'extension simple T prolonge t i travers A en T € T; f(G) .
s

Les ensembles A fermés qui vérifient la condition précédente avec 1'hypothése

moins stricte p>k+1 ne peuvent &tre chargés par t € T; f(G) .

La méthode s'applique aux sous-variété totalement réelles M de classe @2
(en particulier au sous-espace réel R? lequel n'est pas pluripolaire dans (oh ) .
Les hypothéses sur A et M de nature géométrique montrent 1'importance de la
dimension de HZ M) € ’I‘Z M qui constitue la barriére au prolongement. La technique
de démonstration utilisc des majorations du produit t Aw, ot ® est une forme
(2.2) , ce qui camplique les calculs. L'exemple suivant montre que 1'inégalité
stricte sur les dimensions est nécessaire pour obtenir 1'existence du prolongement.
En considérant dans (‘,2 lecas t=1[X],on X =1{z,=0, |z] |> 1] et ol
M= [z2 =0 ; Iz]l = 1] , on voit qu'il n'existe aucun prolongement t' de t
a C2 qui soit positif femé. Fn effet on aurait v(t',0) = 0 3 1l'origine .
D'autre part 1'ensemble de densité E(1, t') o X é&tant analytique dans C2 con-
tiendrait 1'origine, d'oQ contradiction. Comme le précédent le théoreme de pro-

longement obtenu coiffe wn bon nombre de théorémes obtenus précédemment .

La recherche d'une capacité pour 1'analyse complexe. A mesure que s'est développée

1'étude des objets souples, celle des fonctions plurisoushammoniques en particulier,
des problémes sont apparus dont certains sont formellement analogues a ceux de la
théorie du potentiel (rappelons que pour n = 1 , PSH(C) s'identifie & la classe
Rz—sowshanmnique). Existe-t-il alors une fonction d'ensemble c(A) > 0, définie

au minimum sur le clan borélien, telle que 1'on ait c(A) = O sur les fermés si

et seulement si A est pluripolairve 7 Sous cette forme le probléme a beaucoup

de solutions. Celle c{},() qui est définic dans [2]1 , relativement & un domaine

G a partir des compacts K = I | est wne capacité de Choquet, invariante par

les isomorphismes analytiques de G . Elle utilise 1'opérateur non linéaire com-
plexe f - (dd© f)n de Monge-Ampre (appliqué a une sous-classe de PSH ) ; elle

s'appuie sur le théortme de multiplication powr construire des mesures capacitaires



W

et pour retrouver des énoncés qui pour n = 1 utilisaient 1'opérateur laplacien
£+ Af ,aui est la trace de 1'opérateur f =+ 2i95f = dd° f .

Indiquons les principaux résultats de [2] , le probléme préliminaire étant de dé-

finir Mn(f) = (ddc F)n pour tme sous-classe suffisamment étendue dans PSH(G)
2 .

On a (ddC f)n =C, (55)2——%2— 1 d) ol dh est 1'é1ément de volume de C" . Pour
p g pa

f € PSH(G) n %Q(G) , (ddC )" est une mesure positive. Fn général pour une suite
fi € PSH(G) n %m(G) , décroissante vers f € PSH(G) 1la mesure positive (ddC fj)n

augmente indéfiniment. Aussi le point de départ de [2] est-il 1'étude de cette con-

vergence dans L (G) . Un énoncé de Chern-Levine-Nirenberg [10] donne :
. 1 . . .
S1 VvV ,... ,vn sont n fonctions plurisousharmoniques vk € L7(G) (on pose
HvllK = sup |v(z)]) , alors pour tout compact K< G, il existe a = a(K) tel que
1'on ait

c 1 c k 1
I [dd V A...add v A Bn—kIK‘«l"V"K"' IIVkIIK

ce qui montre que les produits de formes dda© vk peuvent &tre définis pour des

k o0
v. €L,
] loc
est une forme positive) ; en particulier (ddC V)n définira une mesure positive finie)-

(G) ( s'il cexiste,alors,d'apreés le théoréme de multiplication,le produit

On montre que pour des suites v? . ,v;( monotones (d'indice j ) , convergentes dans

]C!)

‘locs 1€ produit ad© v; Ao ddS Vli( a une limite (pour la topologie faible

des courants). On travaille sur 1'espace LTOC(G)O PSH(G) , otl 1'on peut supposer
G=1(z € ; p(z) <01 , p étant &’m et G strictement pseudo-convexe dans .
Pour se ramener 3 des domaines relativement compacts dans G on opére

ainsi : soient W, €C @, =< G : on peut trouver A et B , A> 0 assez grand

£

pour qu'on ait /\p(z) + R > v(z) dms Gho, et Ap(z) + B <v(z) dans op

Alors Vv = sup [v(z) R .\(,(7)) + B ] comcide avec v dans ON et vaut Ap + B

dans G~ W, -

On définit alors ung g;_:»l»p»;:lg‘it(? des compacts Ka G

. v ¢ - . oo
c(K,G) = c(K) = supJ (dd™ ) , u € PSiiG) n I.IOC(G) , O<u<i
k
Aol ime capacits intSviomre il G e snsemhlos

COEGE - sup Te ke cmpact dans G et Ke



qui a les propriétés a) E.]CEZ - c(121,G) < c(l‘:z,G)

b) EcGycG

5 » c(,G6) > c(EG)
c) clu E,Gl ¢ 1 c(i,0
=1/ =1
d) Si E c F,qJr1 est une suite croissante d'ensembles boré-
liens dans G, ona c( U Eq) = lim c(qu) .
q:OO

On peut alors s'insnirer de la théorie classique des potentiels, convolutions
de mesures positives avec un noyau.
Une fonction f € PSH(G) , G borné dans v , est continue si on retire de G un
ouvert @ de capacité c(w,G) < € arbitrairement petite, ce qui donne par exemple :
si uj\ w, u et u, de 1a forme ''rectifice" Ap(z) + B prés de bG , alors
lim clz € G; wu.(z) >u(z) +61= 0 pour tout 6>0 . De méme on obtient des
jo !
théorémes de comparaison '"analogues' a ceux de la théorie du potentiel, la mesure

(ddC v)n remplagant le laplacien A : soient ( domaine bomé de " et

u, vePSHG n L7(G) ; si lim inf (u(z) - v(z)] >0, on a (@ V"« [@dw".
z+bG u<v u<v

Cette capacité relative & (G , étudiée dans [2] permet de résoudre deux problémes

qui étaient ouverts : appelons négligeable dans G tout ensemble

AcA' = [z € G ; v(z)<v*(z)] , ou v(z) SIL{p un(z) est la limite d'une suite
croissante u € PSH(G) 1localement bomée supérieurement , et ol v*(z) est la
régularisée supfrieure de v ,définie par v (z) = 1im sup v(yn) ; on a

Yn 2
v* € PSH(G) . Avec la capacité c(A,(G) définie plus haut on a : pour tout

ensemble néplipeable AcG , on.a c(A,G) = O, c'est-d-dire les compacts Kc A

vérifient c¢(K,G) = O .
De plus si K est un compact dans G et uK(z) = suplu(z), u€PSH(G) , ug -1
*
sur K, u<0 sur G] , la régularisée supérieure u, Jjoue le r0le joué par le

potentiel capacitaire dans le cas n = 1 ; on 1'appellera la fonction extrémale

de KecG . Ona

*
(ay - (‘ddC uK)n = 0 dans GG~ K

o “ c kN _[ c _*n
) c(K6) = | @l up" =| @ up

*
(¢) - Si 1l'on n (,IK(X)> -1 pour tont x € K, ona c(K,G) =0,



D'autres problémes concernent les ensembles pluripolaires. Un ensemble localement

pluripolaire sur une variété W 1'est-il globalement ? Peut-on, comme en théorie
du potentiel, les caractériser avec 1'aide de la capacité ? Le premier probléme
avait €té résolu peu auparavant : dans " et sur les variétés de Stein, la réponse
est oui. On retrouve ce résultat aussi en résolvant le second probléme qui identifie
les pluripolaires aux ensembles de capacité nulle. Tout d'abord on définira la
capacité extérieure c*(E) . Pour un ouvert &ccG , on a ,

c(@, G = J (dd” uﬁ)n = Sllép c(K,6) pour K< (*. On définit : (G G) =c(O, G
et pour Ecc(G, on définit

C(B) = ¢ (EG = inf [ (@ 6 ; EcBecql

* . *
Pour un ouvert on a Ug = limMu, , pour Kj compacts A &.

* * ) *
La capacité c (F) vérifie c (E1) <cC (Ez) sion a E1 < EZ <G,

* * * *
C (E,G1)>,c (F"GZ) si Ec G1c G2 et ¢ (U Ej’ G) £ £c (EJ.,G) ,
J j
* *
et on a les propriétés suivantes des fonctions extrémiles : uy > u, si E,cE, G
E

]

v E.

* * L . ‘ * _ . .
uE(z,G) > UE(Z’GZ) si I,c(,1<:G2 et ug 0 entraine pour B

X , j
1'égalité up = O . De plus si G est strictement pseudo-convexe, on a

*
(z) =0 quand z » bG.
Uz

* 3
Ona ups= 0 dans G si et seulement s'il existe v €PSH(G) telle qu'on ait

Ec [2z€ G ;v(z) = - »] , c'est-A-dire que les pluripolaires sent de capacité nulle.
De plus, si Kj\K = Kj , ol les I(j sont compacts dans G (supposé toujours

Bomé strictement pseudo-convexe), on a les propriétés suivantes
* *

* . *
a) - (lmug) =u , b) - lim c(KJ.) =c(K) , c) - c (K) =c(K
J
capacité extérieure = capacité intérieure pour les compacts .
N )r 3 - -
d) - pour LecGeeM on a ¢ (E,G) :J (dd( ur]n . kn particulier on a
G ’

* * ] ) ) .
toujours U = U ot T est wm ensenble du type (‘,6 > [ ,(intersection dénombra-

%

. * . .
ble d'owerts) et ¢ (I) = 0 Cquivaut a up = 0 . Finalement : 1) c() est wne

capacité de (hoquet, ce qui aura pour conséquence que tous les ensembles boréliens

. * ~ . . /7 . 0y -
Bovérifient o) = ¢ (), ¢'est=i=dive sont capacitables; 2) pour que B soit

pluripotaive, il faut ct i1 soffit qu'i) soit contenn dans i Gg de capacité



%))
o]

nulle pour cette capacité ¢ . De 14 on déduit wme nouvelle démonstration du
P . N . . . Lo . S |
théorétme e G < C est pluripolaire si et senJement si i1 existe u € PSH(C)
. . . n « . . .
telle que 1T'on ait FEclz e C ; uz) = -] ot wm ensamble T est pluripeolaire
(dans G pscudo-convexe) sioct seulement sio¢ (E,6) = 0 . 11 cn résulte encore

les ensenbles négligeables sont pluripelaires et les pluripolaires sont néglipeables.

In constquence, si ut(z) est we famille bornée localement, Uy € rstG) , G ¢t ,
* . .
alors pour v(z) = sup ut(z) 1'ensenble [z € G ; v(z) <v (z)] est piiripolaire
t
dans (',

Puisque ¢ est une canacité de Chognet on o si [ est de classe "K-analytique"
- - - - * » ’ . Rl -
1'égalité ¢ (I) = sup ¢(K) , Keclicali | K compact, cette classe contenant les bo-
P P . T . C
rélicens. lLa capacité introduite dans [2] 1iée 4 1'objet souple dd™ u per-
met donc de résoudre des probleémes laissés en suspens en analyse complexe. On note-
S 1 . ~ c  \n
ra qu'elle se rattache & 1'étude de 1'opérateur de Monge-Ampére complexe (dd™ u)
P o : . c
opérateur non lincaire pour n> 1. tandis que le support de dd~ u pour
u € PSIG) n'est jamais compact, on retrouve des mesures a support compact pour

(@d" w)™. On notera que ¢ (li,6) est invariant par les morphismes analytiques.

Pour terminer demandons nous les limites dc la méthode expos€e ici dans les § 3
et 4 . On a utilisé des énoncés sur les objets souples pour revenir a des €noncés
portant sur les objets classiques . S'il s'agit, par exemple, d'un thé€orCme de pro-
longement, du fait qu'il est valable pour la classe Qgg(w) souple et que cette
classe est strictement plus @tenduc que 1'image de 1'objet cdassique %%(w) dans
%%(MO , on peut s'interroger sur 1'existence d'¢noncés plus précis [propres
a %%(w) . Ces &noncds cxisteront en général. On renvoie le lecteur 3 une étude
qui concerne la dimension 1 ; L.Ahlfors et A.Beurling cf. [1] , y étudient divers
problémes de prolongepent 4 G < € d'ine fonction holomorphe définie dans G ~ A
ils définissent pour chaqgue probléme une classe de "null sets'™ laguelle contient
celle des fermés de capacité nulle et parfois s'y réduit. L'utilisation des objets
analytiques souples ne donne donc pas toujours le critére le plus précis pour un
probléme particulier, wais ost wne mcthode d'investipation procédant an départ par

un assouplissoment ot npe pelaxatton des hypotheses, Les trois travaux qu'on a



résumés ici apportent par cette méthode des notions nouvelles et un &clairage nou-

veau sur des problémes classiques : 1'usage d'une représentation globale des ensem-

bles amalytiques dans le premier cas - le réle des ensembles pluripolaires fermés

localement complets dans le second - enfin dans le troisiéme une notion de capacité

des sous-ensembles d'un domaine G , capacité relative & G , invariante par les
’ | ’

isomorphismes analytiques, et pour laquelle "capacité nulle" localement caractérise

deux classes importantes d'enscmbles exceptionnels.
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