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DYNAMIQUE DES APPLICATIONS
A ALLURE POLYNOMIALE

par

A. DOUADY et J.H. HUBBARD

Ce texte est un extrait d'un article a paraitre de A. Douady
et J.H. Hubbard, couvrant et développant une partie de {'exposé fait par

A. Douady a Strasbourg en novembre 1982.

0 . [INTRODUCTION

La figure 1 représente |'ensemble de Mandelbrot standard M
Il est défini de la facon suivante a partir de la famille de fonctions
P 1z z2 + ¢ . Pour chaque c€C , on note KC |'ensemble des points
zég tels que P:(z) = Pc(Pc("'(z)"') reste borné quand n tend versoco.
On sait depuis 1919 (Fatou, Julia) que KC est connexe si O€KC , et est

un Cantor sinon {le point O joue un roéle particulier car c'est le point cri-

tique). L'ensemble M est l'ensemble des valeurs de ¢ pour lesquelles Kc

est connexe.
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Quand on étudie une famille quelconque (fx) de polyndomes ou
de fractions rationnelles, de degré constant arbitraire, dépendant analyti-
quement d'un paramétre Xég; , et que l'on classifie les valeurs de A sui-
vant les propriétés dynamiques de f , souvent on voit apparaitre une copie
de M . L'ensemble M lui-méme contient une infinité de petites copies de
lui-méme, comme B. Mandelbrot - il aime & le rappeler - l'a observé. Le

but de ce travail est d'essayer de comprendre ce phénomeéne.

I . APPLICATIONS A ALLURE POLYNOMIALE

1. Définition .

De méme qu'une grande partie des résultats obtenus pour les polyndmes
X > x2 + ¢ avec c¢ réel s'étendent aux fonctions convexes 3 dérivée schwarzienne
négative, de méme on est frappé, quand on étudie d'un point de vue dynamique les po-
lyndmes ou fractions rationnelles complexes, de voir que si on utilise 3 chaque ins-
tant les propriétés des fonctions holomorphes, on utilise fort peu la rigidité des

polyndmes (sauf pour la démonstration de la non-errance de Sullivan). On a

donc cherché un cadre plus "mou".

Soient P : C - C un polynome de degré d et U = Dp un disque de rayon assez

grand. Alors U' = P~'(U) est relativement compact dans U et homéomorphe a un dis-

que, et P induit une application analytique, propre de degré d , de U' sur U

DEFINITION.— On appelle application 3 allure polynomiale de degré d un triplet
(U,U',f) o U et U' sont des ouverts de C isomorphes au disque, avec u' re-
lativement compact dans U , et £ une application holomorphe, propre de degré d ,

de U' dans U .

si f = (U,U',f) est une application 3 allure polynomiale, on note Kf ou sim~
plement Kf 1'ensemble des z € U' tels que fP(z) soit défini et appartienne 2
U' pour tout n .

De nombreuses propriétés dynamiques s'étendent aux applications a
allure polynomiale. Souvent, la démonstration peut se recopier dans ce cadre.

C'est le cas pour les propriétés suivantes, dles dans le cas des polynGmes a

Fatou ou Julia

Proposition 1.- Tout cycle attractif a au moins un point critique dans son bas-

sin immédiat.




Proposition 2.- Si tous les points critigues apparctiennent & Kf , I'ensemble

Kf est _connexe. Si aucun point critique n'appartient a Kf , ¢'est un Cantor.

Proposition 3.- Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Tout point critique de f appartenant a Kf est attiré par un

cycle attractif ;

(ii} 1l existe une méirique riemannienne sur un voisinage de Jff?’Kf

et un A>1 tels que, pour tout xéJf et tout vecteur tangent t en x ,

Le procédé qui consiste a copier la démonstration du cas des poly-

nomes échoue pour étendre les deux résultats suivants :

a) La densité des points périodiques répulsifs dans Jf , démontrée

pour les polyndomes et les fractions rationnelles par Fatou, en utilisant le théo-

réme de Picard ;

[}
b) La non errance des composantes connexes de Kf , démontrée par
Sullivan en utilisant le fait qu'un polyndme (ou une fraction rationnelle) ne

dépend que d'un nombre fini de parameétres.

Le Théoréme 1 ci-dessous permet d'"accrocher l|la casserole au clou"

de déduire certaines propriétés dynamiques des applications a allure polynomia-

le des propriétés similaires des polyndmes. Ceci s'applique notamment aux deux

énoncés (a) et (b) ci-dessus.

2. Le théoréme de redressement .

Soient f : U' —> U et g : V' — V des applications a allure

polynomiale. On dit que f et g sont topologiquement équivalentes et on

écrit f/\/top g s'il existe un homéomorphisme *f d'un voisinage de Kf sur

un voisinage de K9 tel gue Yof = gohf au voisinage de Kf . Si Y est quasi-
f~

conforme (resp. holomorphe), on écrit f/‘\(;(: g (resp. ol g). Nous dirons que

f et g sont hybridement équivalents et nous écrirons f/\h’b g si\f est

quasi-conforme avec 3f=0 presque partout sur Kf . On a donc

f/‘«o g . Si Jf = 3K.f est de mesure nulle (et on

ol g=»f~ g%f,/af g f~~

hb top



ignore s'il y a des f pour lesquelies ce n'est pas le cas), la condition
- (o]
3"f= O p.p. sur Kf équivaut a dire que f est holomorphe sur Kf .
THEOREME 1 - a) Toute application a allure polynomiale f de degré d

est hybridement équivalente a un polyndme P de degré d .

b) Si K est connexe, P est unique a cenjugaison affine

=21 f > e

Démonstration de la partie (a)

Soit A < U une piéce a bord €' , homéomorphe 3 D , telle que

Rg c A » que A' = f=1(A) soit homéomorphe 3 D et A’ cA. Soit r > I s posons
Q=A-~ Z\' . Qr = Brd - Dr et soit (¢ un difféomorphisme de Q sur Qr tel que
Y(f(z)) =(kb(z))d pour z € 0A' . Notoms Op la structure complexe standard sur Ce O

la structure *oOo sur Q . Prolongeons o 3 U f0(Q) = A - Kf en la transpor-

tant par f , et 3 A par O¢ sur Kf . On obtient sur R une structure presque-
complexe, quasi conforme 3 0O , donc intégrable et vérifiant f*o = 0 . En collant
(R,O) et I - Dr suivant  , on obtient une surface de Riemann X.;I'application f et
z +— zd se recollent en une application analytique g : X » X , avec g '(®) = o .

o , Alors P = @ogo.Ww ' est

1]

I1 existe un isomorphisme ¢:X — I tel que @()
un polynfme de degré d et la restriction de ¢ i X est une équivalence de f

sur ce polyndme, cqfd.

Nous ne donnons pas ici la démonstration dela partie (b)),

mais nous en indiquons deux variantes en degré 2

Proposition 4.- Soient <y et <, dans C avec c,€aM . Si les polyndmes

2 o . P
22 + c] et z + c? sont quasi-conformément équivalents, on a c] c2 .

Proposition 5.- Soient f : U' —> U et g : V' —> V deux applications a

allure polynomiale de degré 2 . On suppose que f/hdb g , que Kf et K9
sont connexes, et qu'il existe un isomorphisme C-analytique de U»Kf

sur V-K_ o tel que e f - gey suc U'-Kg . Alors et g sont holo-

morphiquement équivalentes




II Redressement avec paramétres.

1. Familles analytiques d'applications & allure polynomiale.

Une famille analiy:rique, paramétrée par une variété A , d'applications 3 allure
polynomiale est un triplet (U,U"',f) ot U et U' sont des ouverts de A x C ho-
méomorphes au-dessus de A & A x D, avec U" N (Lx(C) relativement compact dans

I pour tout compac: L de A, et f : U -—U application au-dessus de A , ana-

lytique et propre.

Etant donné une telle famille, e degré d de f ©st indépendant de »:
A

si A est connexa. On note K 1'esnsemble des (A,z) tels que

£
A

1'ensemble fdas ) . pour lesquels KA est connexa.

z€&€ K =K : 1a projection r:, K —» A est propre. 0On note MF
\ AN

En vertu du Théoréme 1 , pour chaoua A on peut trouver un polynfme

P de degré d et un homéomorrhisme YA: VA o WX , ol VA et UX

sont des voisinages de KX et Kp resnectivement, définissant une
A

dquivalence hybride entre Fx et P\ . La questlon de savoir si on
peut choisir P, et ¥, dépendant continOment de 1A est l'objet de

ce paragraphe.

PROPOSITION 6.~ On_suppose 4 contractile. On psut trouver dans U

— o
ung pidce A difféomorphe au dessus de 1 & Ax D , telle que KcA |

- ° -
At = f 1(5)(:& et A' difféomorphe au dessus de A A AxD , et un

3]
difféomorphisme ¢y de Q@ = A - A' sur A« Qr au dessus de A , tel

que wvx(fx(Z)) = (vx(Z))d our (x,2z) € JA’ .

Remarque: en utilisant un théoréme de Cerf, on peut remplacer
1'hypothése " A contractile" par " A simplement connexe" , et m8me

la supprimer si d = 2 .,

Nous ne donnons pas ici la démonstration de cette proposition.



notera

P
A

Etant donné un difféormorphisme ¢ satisfaisant aux conditions de
la Prop. 6 , on peut pour chaque ) effectuer la construction décrite

dans la démonstration du Th. 1 du § T . jusqu'au n° 4, opour chaque i on

et ?Ale polynBme et 1'équivalence hybride ainsi obtenus.

La décomposition de Sullivan-Sad-Mane.

On dit que Fxo a en x, un point périodique indifférent persistant
s'il1 existe une application analytique ) +~> x(1) définie au voisinage
de 1, telle que x(x) soit un point périodigue indifférent de f, pour
tout A at x(xn) = x, « Notons 1 1'ensemble das A pour lesquels
FA admat un point périadique indifférent non persistant, F son adhédrance

et R 1'cuvert A-F .

PROPOSITION 7.- a) L'ouvert R est dense dans A .

b) Soit A, € B . Il existe un voisinage W de i, dans R , un voisinage

[s]
¢ de K, dans u, etun plongement 1 de W x(vo-KX ) dans U au
- — - o -

dossus de W ., vérifiant les propriétsés suivantes:

(£) +<(»,z) est holomorphe en 1, et quasi-conforme en 2z avec

rapport d'ellipticité borné indépendamment de ) .

(i1) L'image da « est de la forme V - Kjy» 02 V estun voisinage

de E'W dans g'w .
11 s'agit de résultats de Sullivan-Sad-Mahe, qui s'adaptent avac leur

-

démonstration au cadre des applications & allure polynomiale.

PROPOSITION 8. - Supposons A contractile, Alors (fx et PA dépendent

continOment de A sur 1l'ouvert R .




Pour chanue ) .

Démonstration:/soit FA 1a forma de Beltrami définissant la structura
complexe o~ intervenant dans la démanstration du Th, 1 . I1 est clair
que ]Ip)leest bornéde sur tout compact de /\ par une constante <:1 . En
vertu des théorémes de dépendance par rapport 4 un paramdtre dans le théo-
rame de Morrey-Ahlfors-BDers, i1 s'agit de montrer que F} dépend da fagon
coninue de A sur R pour la norme L1 .

Posons An,) = ﬁrn(ﬁA) . Pour tout A e , ona % 14im PT‘X’ ou
Pn,) = py sur A% - An+1,) et 0 sur An+1,) . I1 est clair que
pour chaque n la forme Fn'% dépend continfment de }\ pour la norme
L! . 11 suffit donc de montrer que /ﬁn,} converge vers p, en’norme !
uniformément sur tout compact de R , autrement dit que 1‘aire gn())
de Rn,% - K A tend vers 0 quand n —> »3 uniformément sur tout compact
de R .

Remarquons que c'est faux au voisinage des points de F . En effet

1'aire de An )\ dépend continlment de A pour chaque n , mais pas

’
cglle dg K Ao

La propriété & démontrer ne dépend pas du choix de: A . Au voisinage
d'un point donné de R , on peut prendre les A)\ constants dans la

trivialisation de Sullivan-Sad-Mane, d'olU un homdéomorphisme quasi-conforme

T‘: AA - A —_— A)~'KA dépendant de fagon holomorphe de A .Ona
o [+ ]

=l ”‘An.x.,"()., et

posans n () =j/p _ a2
-n . An.ﬁ\o K)o o rxﬂ .

Les fonctions n, forment une suite décroissante de fonctions pluri-sous-

harmoniques. Sur un compact coritenu dans une composante connexa de R ,

on a des indgalités agn(k);{mn(X)‘<an()) avec a et b indépendants de
Aetde n et a>0 . Par suite

28,A) =75 0 =2 0,3 gre 0 =>0,00) Gy 0 = 8,(A) Gre> O

cqfd,
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3. Limites quand ) tend vers un point de F .

PROPOSITION 9.~ Soit h, € /\. De toute suite (A ) dans A tendant

~ A ————

vers )\, on peut extraire une suite (xn ) telle que les Pn tendent
k k
S
vers un polynfime P 8t que les \ﬁg tendent vers une équivalence
~ k

} o
quasi-conformae (( de f} avec P ,
0

Remarques: 1) si Ao € R , la canclusion de la Prop. 9 est contenue
dans celle de la Prap. 8 .,
AY
2) Pour )H, € F , on n'a pas nécessairement J(fn 0 sur K) , at si
o

~
d3>3 1le polynBme P n'est pas nécessairement hybridement équivalent

a

f} . Nous verrons des exemples.
o

Démonstration de la Prop. 9: Les yﬁn sont quasi-conformes, avec un rapport

d'ellipticité indépendant de n . Ils forment donc une famille équicontinue.

La proposition résulte alors du Théoréme d'Ascoli.

4. Continuité de ) > F; en _degré 2 .

THEOREME 2.- Supposons d = 2 et mettons Ph spus la forme

z1—> 2% + Y (A) .
a) La fonction X: A —> ¢ est continue.

- o
b) Elle est holomorphe sur x\l(M) .




Démonstration: a): La continuitdé sur R résulte de la Prop. 8 . I1

suffit donc de montrer que, pour 5, & F , de toute suite ()h) de
points de /\ tendant vars )o on peut extraire une suite (An ) telle

k
que les )@An) tendent vors )@))‘. Mettons ”/* - sous la forme z > zzw&co
1’9 o

o
et montrons d'abord que ¢, & gM . Soit ()') une suite de points de 1
tendant vers ) o » D'aprés la Prop. 9 on peut en extraire une suite

(}'n; ) telle que les P)A& tendent vers un P' = (z—> 224~%') quasi-
conformément conjuguéd a P) . Pour tout n , le point c"‘ nX(}xr“)

[+ 4

appartiant a @M car ﬁ%' admet un point périodique indifférent; par
N
i

suite &' = 1im c) & M . Ona ¢, =c' en vertu de la Prop. 4 , d'od
Co & M .
Soit maintenant ()n) une suite quelcongue de points de /\ tendant
vers }o . D'aprés la Prop. 9 on peut en extraire une suite (knk)
.

telle que 1ss P) =~ tendent vers un P de la forme z k> £2+??
k

quasi-canfarmément conjugué a E) . On a alors T = c, d'aprés la
o

Prop. 4 , autrement dit }((Ank) -—7X_()\u) .

b) L'ouvert ﬁ est réunion de deux ouverts disjoints (dont 1'un est
vrisemblablement vide) M' et M"

- L'ouvert M' est 1'ensemble des c tels que z¢—> 224-0 ait un
cycle attractif . Ses composantes connexes sont appelées les camposantes

o
hyperbcliquas de M .

- L'ouvert M" , vraisemblablement vide, est la réunion des composantes
4]
non hyperboliques, ou composantes farfelues, de M . On sait montrer
qua, pour c & M" | le compact Kc est d'intérieur vide et de mesurs
> 0.
y=1,0 .
Soit )o '3 A‘ (M} . Nous allons montrer que '\ est holomorphe au

voisinage de }U an donnant das démonstrations différentes suivant que

Cq a‘&ﬁ)o) appartien a8 M' oua M" .



) }o &€ M' : Soit W un voisinage connexe de ¢, dans M' et posons
We o= Xt ’
=X (W) . Pour c& W notons P(C) la valsur propre du cycle attrac-—
tif de z P> 22+vc . On définit ainsi une application holomorphe
fs: W-—>0 . Pour }g‘- W' , la valseur propre du cycle attractif de F,\
est PCX(})) puisgue 1a conjugante l02 est holomorphe au voisinage de
ce cyclae., Par suite f)&?Q est holomorphe sur W' . Comme P est holo-

morphe non constante et que Xk est continue, x\ aest holomorphe.

P))’, & M" : Soit W (resp. W' ) un voisinagas conrexe de 'c, (resp. h, )

3
dans M" admettant une'trivialisation de Sullivan-Sed-Mane < (resp ' ).
On suppose que W'c;’XTl(W) . Pour % E€W' |, posnns ¢ = X(A) at consi-

dérons le diagramme
L
V; __—EA__»VO

%) I

A

V, ——S—3 v

ot V, et V! sont des voisinages de Ko et K) respactivememt (ici
o

0

]

[ 4 o
KC at K) sont vides). Ce diagramme est commutatif . sur les points
(] (]

périodiquas de ﬁ% puisque ces points ne psuvent aller que sur des points

o
périodiques de m@me période, que W' east connexe et que la commutativité
a leu pour ) = ), . Par suite il est commutatif sur K, . Comme les

1]
applications de ce diagramme sont guasi-~conformes et que ¢;'2;- 0 sur
K) , 1la forme de Beltrami 9; = a:?;/awE; colncide presque partout sur
” N

KJO avec ﬂo Bc ou Qc = 525/375 . Dans le diagramma commutatif

A

/I \\\\\\\S
o
cCr—-> Y BC]K
Ao o

1a flache horizontale est holomornhe non constente et la fléche oblique

est holomorphe, comme X est continue il en résulte que l_ est holo-

morphe, cafd,



S. Non-continuité de \ t—> ‘{’% en degré 2 .

Soit (f"\ )Aé/\ une famille analytique d'applications & allure polynomiale
de degré 2 . On suppose que A est un volsinage de 0 dans g , st que

et U, sont symétriques par reoport & f avec f, (Z)= l i pour

ye
)~ 3
J

R . On choisit pour tout A une équivalence hybride Y’)\: Vk”é C , de

A
. 2
f avec un polyndme PA Tz 27+ x()A) , de fagon que les lp)‘ soient

quasu~confor‘mes avec un rapport borné au voisinage de O , que con-
A

tienne un voisine i P .
nage fixe de Ko pour X voisin de O , avec VA symétri-

que par rapport a IR et L{’)‘(z) = ?Aiz) pour X€R . (lci on ne suppose

pas neéecessairement les LP)‘ obtenus par applications de la Proposition 6).

De toute suite (An) tendant vers O , on peut extraire une suite (Xn )
telle ! i imi P équi "
> que les \(‘An aient une limite kf? yequivalence quasi-conforme de f
y o
a ~ 2 ~
avec un polynome P : zt+> 27 + ¢

On suppose que f‘ a un point fixe o, avec fl(%,) =1 , et que
pour x>0 l'application £ admet 2 points fixes conjuguéds (‘K} et 5_('\ ’
nécessairement répulsifs, Alors X(U) =1/4a, Y(*)> 1/4 pour >0,

/\/
et c = 1/4 d'aprés 1a Prop. 4 .

~nS
PROPOSITION 10.- Dans les conditions ci-dessus, on a (f:ﬁ ﬂ 83 }‘n>0

pour tgut n , & moins que f, ne soit holomorphiquement. équivalénte
a z'—-—)zz+1/4.

Démonstration: Si A cU ) est un ouvert, on notera A/f’A le guotient ds

A par la relation d'dquivalence identifiant x & FA(x) si x et f}\(x)

appartiennent & A . Soit u>0 . Pour A0 , notons Aj (resp. B,\)

le disque ouvert centré en Ré&(x,)-u (resp. R&(~, ) +u ) dont la bord

passe par Xj et CTA » posons X, = A)/F;\ et Y). - B)/f”\ .81 u et )
sont asser pstits, X,‘ at Y)‘ sant isomorphas au cylindre CJ; . Pour
)\)U , on peut identifier Y et Y;\ & (A/\ " AVF)\ , d'ol un isomorphisme

— Y)\ commutant avec la conjugaison, I1 n'y @ pas de E, , mais

E.: X

PN
si (An) est une suits de nombres >0 tendant vers 0 , on peut en
extrairas une suite ()\n ) telle aque las E donnent par passage & la

k Ank



A

/\/’
limite un isomorphisme E: X, —> Y, .

Pour toaut ) , la forme de Beltrami Pa- J}‘;/J "f}\ #at inveriante par
. X Y
f" , d'od pour A> 0 des formaes de Baltrami My et M sur X, et YA
respectivoment. Pour A>0 , en a }u); - E:\'}'t\ . I1 en rédsuite gus, si “n)
est une suite telle que (ﬁ") et (E} ) aient d¢ws limites ({5« et €,
~ e K ey &
en posent = J¥/J¢, on a po=Ep .51 Ce¥, , on a donn
X _Tw ¥ X ",
o =E Ho . Mals g =0, éu moins ai (<%, (en notant ¢, 1le point
critiqus d@ f, ) et u assez petit , ce qu'on psut supposer, cer alors
[}
Ap C K, . On a alors aussi r:z -0, d'ou Pe= 0 sur B, . Or 1'ensemble
Kov8, ast un voisinage de &, . On & donc }:, = 0 au voisinags de M\, ,
et comme Po est inveriante par f, on en déduit que o " 0 sur un

voisinage de K, . Autremaent dit ‘f’: ast une dguivalance halomorphe de

f, avec P, , cafd .

A= 0 x>0
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6. Non—continuité de )+ R, en degré 3.

comportent
Nous indiquons comment construire un exemple / une famille analytique

f= (FA)le/\ d'applications & allure polynomiale de degré 3 , una suite
g
(An) de points de M. tendant vers un point Ao » BVEC f}nlkhb P

—

F} ~pp Fo » 18 suite (Pn) ayant pour limite un polynome P non
(-]
affinement conjugué a P, .

Soit f: U' —> U une epplication & allure polynomiale sati. cisant

aux propriétés suivantms:

(1) U et U' sont symétriques par repport & A et f(z) = (2] ;
(11) f admet un point fixe X € U'nR avéc F'(x),= 1", F*(X)>0 ;
(iii) f admet deux points €ritiques «’ st w' dans U'aA R,

avec W<gwﬂ<ﬂ<cd

Le graphe de f’ﬂ et Ké' ont alors 1'allure suivante:

; X {
/ . /'}\ - Fond t

/ ’ ‘\ A w! W,
/ ,,,,( t). ey Y P fxlwo A :
/ \ o DI {;} ¥ {_‘) 62 {3

(exsmple: z >z + 2 - 0.29 2° )

ouverts
Soient A et B deux disques/de rayon u petit, centrés em  -u

et o +u raspectivement. Alors A est contenu dans la composants
connexe V' de K contenant & , et les quotients X = A/f at Y = B/f
sont isomorphes au cylindre E/é . Les orbites directas de W at (/f
définissant des points w et ot da X, Soit \V un iénmorﬁhisme

C - analytigue de X sur %/é , commutant avac la conjugaisun>et &
dérivée > 0 . On note ©({f) 1'élément LY(@')-\V(Q) Vd; é/é } cet

}
éldment ne dépend pas du choix de L} .
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51 f /”‘F"b P, ona B(P) = B(f‘) puisque la conjugante ast holomorphe
<]

[}
sur K et AcCK , 81 ]) ast une forme de Beltrami sur V invariante

par f , on dé&finit A partir de M une forme }ix sur X , et on pase

, . - X
(fF) = ‘l’u(&‘)) o ¥ : X — €/Z est un difféomorphisme tel que B‘i’u/a‘l’u—‘-u .

Soit f = (F) )Aéf\ une famille analytique d'applications & allure poly-
nomlale de deqré 3 . On suppose gua /‘ ast un voisinage de 0 dans g .
que f, vérifie (i) , (i1) et (iii) , que f, vérifie (i, pour
)\ réel, et que pour )\>0 1'application f"} a deux points fixes con-

R

Juguds ¥, et X, woisins de 9(0 . Pour )\ réel voisinde 0 , on a
\ . ]
)\C—-MF . En effet, pour A=0 , en posant I = cw’."f’(w'u ,ana (el

- 0
et F(I)CI ; ces propridtés subsistént pour A voisin de 0 et elles

entrainent que ) € M .

—~~

Pour /\)U , on peut définir Xy Y) et E.)‘: X,\ — Y/\ comme au
n® précddent. A 1'aide de la Prop. 6 , construisons pour chaque X une
équivalence hybride !, de f\ sur un polynBme P, . Soit (,\n) une
suite de réels 0 tendant vers 0 telle que les suitss “/\n) at
(E/\ n) aient des limites ¥ at E . L'application 4 est une équiva-

~ ~ 71 VT
lence quasi-conforme de f, sur P = lim PAn y 8t P= ;“.’/ J\' vérifie

Px -’!VE”FY . 0Ona 8(P,) =8(f,) et 8(P) = GF(fQ) .0n a ;SY -}:Z sur

¢
1'image dans Y de B n(g-—Kf.) , 8t on peut montrer — c'est assez
[+
déiicat — que 1'on peut choisir f, de fagon que cela assure que

8(f) A BP(F,) . On a alors P # PR , cofd,
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7. Non~holomorphie de )\ —» ?% en degré 2 .

Soit f = (F%))GA une famille analytique d'applications & allure poly-
nomiale de daegré 2 . 0On note Ay le point critique de 5\ , an suppose
que A' est un voisinage da 0 dans G , qu'on a une fonction analytique

A > ﬂ} telle que W soit point fFixe répulsif de f» pour tout A\ ,

A
et que ff(ug) =Xg Posons P(A) = fi(ﬁg) ’
. ; = oAy
et soit g, un inverse de f, au voisinage de o, avec qx(x‘) I\
-1
Choisissons des O‘o,n tels que (xo,o =X, uo,rﬂl €% (o(u,n) ’

=g (X ) pour n assez grand.

w! X
do,n;¢ ', pour tout n et el o®a,n

Pour X voisin de 0 , on peut définir des 'Xk,n aveac qk’o r-Oﬁx.

. P

H K4 b5 - - .
b€*,ﬁ¥1 é FA (x),n) , dépendant continlment daonc analytiguement da ;\
On a encore Qk,n+1 = gA(NA,n) pour n grand. 5i le zéro de

k
-
j fA(&%) L, en 0 est simple, il existe une suite ()n)na‘no

k
7% =(k’ M
tendant vejs 0, telle que FAn( ﬁn) A le rapport An+1ﬂkn

tend vers /?(D) .

).
Avec les notations du n® 4 , pasons ¢, =’X(O) , B, = q;(m;). et
L J

a -‘1&@( ") . Pour ¢ voisin de c, , le polynfme P _: z}—> e
CgN sy Oy N c

a un point fixe répulsif 8. voisin.de ac et on peut définir des
- L]

-1
tels que =8,, 8 1 & Pc (a

c,n+ ), dépendant analytique-

a a
c,n c,0

ment de ¢ . Si 1e zéro de c > PE(O) -a, an c, est simple (en fait,

c,n

on peut montrer gue c'est toujours le cas), il existe une suite (cn)n> n
1
tendant vers ¢, telle que PE (0) = ac n : le rapport
n n’
: _ _ \ie - e
(cn+1 co)/(cn C,) @ pour limite /Pco(aco) . Il existe un voisinage

V de ¢, tel aque c, soit pour ny n.  le seul point de V vérifiant

1

Pg (0) = a , par suite %(Xn) = €, pour n assez grand, 51

c_,n
n n
P(O) = Fi(¥,) ¥ Péo(acu) , les rapports An+1/)n et (cn+1-c°)/(cn-c°)

ont des limites différentes, i1 en résulte que 7( n'est pas holomorphe

au voisinags de 0 .
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8. Analyticité de "X\—l(c] pour c € M .

PROPOSITION {}.~- Soit (F,. )A"A une famille analytique d'applications

4 allure polynomiale de degré 2 . Pour tout c & M , 1'ensemble X'_'l(c)

est un sous-ensemble Q«analytique de A .

- o
En vertu du Th. 2 , (a) , 1'ensemble Y '(c) est ferm4. 51 c &€ M ,
le résultat découle du Th. 2 , (b) . Le rédsultat dans le cas général,
(donc essentigllement quand c GIQM), ast une conséguence immédiate des
3 lemmes ci-dessous.
2 .
Notons Pc le polynBme z &> 2" +c , soit Ac un disque fermd de
-1 °
L - —-— L}
rayon R grand, posons Al = P_ (AC) st G =A_-Al (on suppose R

assez grand pour que QC soit homdomorphe & une couronne ferméa).

LEMME 1,- Pour tout A, é-/\ » 11 existe un voisinage A' de Ao dans A,

un_voisinage V de QC dans ¢ et un plongement q”: AxV —>U

da classe Cm, au dessus de N , vérifiant:

(1) \v}("c(w)) = f’,(q:;‘ (w)) pour w voisin de &Aé H
(11) pour tout w & V , 1'application partielle A#=> ?’()\.\V) est

analytique.

. APRNT k k% -k
Posons alors }J;\’ = J‘K/,)Y;sur a. . P= (PC) /J; sur P_ (Qc) , et
définissons }J)\ sur A en recollant les }J: at en prolongeant par O

sur K_ .,
c

LEMME 2,.- Pour A G-A' , les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) Y(A) =

(i1) 11 exists un plongement 1{ A(_ — U,\ prolangeant '-}’:\ , Véri-

>

N 4 '
ot Wofy = Poot’ gue A

F_ . ”wr A‘,?»!’,* - |
iant J¥/)Y A

(1i1) 411 existe une fonction [4 8 /—\C —> C prolongeant L’)}\ et véri-

bt I I R
fiant J7f/)u p,

PR



]
LEMME 3.~ Dang G , soit Q = A~A', ot A et A' sont homéomarphes &

- o
D et A'cA , Spient A wuns variéts C -analytigue, A—>p,  une

@ de rayon k<1
application analytique das /\ dans une boule da L (A) et AF—>» \P)‘

une application analytigque de | dans H-]‘(Q) vérifiant a“f}/,)-z'-’,l)h)‘t;/az .

sur Q@ . Notons X 1'ensembls des }\ pour lesquels *{;\ admet un

prolongement Y uérifiant VY /dz =/u/\ dY/dz sur A . Alors X est

un_sous—snsemble analytique de /\ .




I11. DESCRIPTION DE Mf EN DEGRE 2 AVEC A=xD .

1. Applications topologiquement holomorphes.

Soient X et Y des surfaces topologiques orientée et Y:Y->X

une application continue. Si  y est un point de Y qui soit isolé dans sa
fibre \{’_](P(y)), on définit le degré local |y(‘f’) de Y en y de la fagon

suivante : posons x = ‘f’(y) , soient U et V des voisinages de x et vy
dans X et Y respectivement homéomorphes 4 D et tels que '’ .‘?l(x)={y}

et LID(V)C u, ety un lacet dans V -{y} d'indice 1 par rapport a vy .
Le degré local iy(lf) est alors !'indice par rapport & x du lacet \P(J).

Soit M un fermé de X et posons P :kf’_'(M) . Nous dirons que
\'0 est topologiquement holomorphe sur P si, pour tout yéP , le point vy

est isolé dans sa fibre et iy(‘f)?O . Les points de P ou le degré local

de \p est >1 forment alors un fermé discret ; ils sont appelés points de rami-

fication de \f’ dans P .

La proposition qui suit peut 8&tre considérée comme une variante

du principe du maximum

Proposition 12.- Avec les notations ci-dessus, supposons Y connexe, P

non vide et \10 topologiquement holomorphe sur P . Si X - M n'a pas de

composante connexe relativement compacte, il en est de méme de Y - P .

Nous ne donnons pas la démonstration ici .

Nous dirons que P , muni de \'0 , est un revétement ramifié fini
de M si 'f est topologiquement holomorphe sur P et induit une application
propre de P dans M . dans ce cas, les images dans M des points de
ramification de Y dans P forment un fermé discret T , et P —\FI(T) est
un revétement fini de M - T . Si M est connexe, ce revétement a un degré

§ . Si M est connexe, compact, et si sa caractéristique d'Euler-Poincaré

EP(M) est définie, celle de P 1'est aussi et elle est donnée par la formule

de Riemann-Hurwicz

EP(P) = §.EP(M) - = (iy(‘f) - 1),

la somme étant prise sur les points de ramification de Lf dans P .
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2 . Caractere topologiquement holomorphe de yx
THEOREME 3 .- Soit { = (fA)AEA une famille C-analytique d'applications
A allure polynomiale de degré 2 , avec A =D . L'application x :A — C

-1 .
est topologiquement holomorphe sur Mf =y (M) si elle n'est pas constante.

D'aprés 1a Prop. 11 , si 7( n'est pas constante, Xfl(c) est discret
pour tout c € M . Reste & montrer gu'alors 17\(7[)>0 pour toucr A € Mf_ .
Soient \¢& M. et © = Y(A) : Notons R et F 1'ouvert et le fermd
complémentair; de la décomposition de 5ullivan-Sad-Mane de /\ s et
ditinguons suivant que A& R ou )\ & F , et que cé M ou c E M .
Mais o €& :& z:% At- R ; il reste donc 3 cas & considérer:

b )\E- A, cfl‘?i : alors 7& est holomorphe au voisinage de )\ d'aprés
le Th. 2 , (b} .

« NE R, cedM: pour \' voisin de )\ , l'application F)\. est
quasi-conformément équivalaente & i* d'apres la Prop. 7 , donc hybride-
ment d'aprés la Prop. 4 , et 'A est constante au voisinage de A . Ceci
n'est possible que si 'X& ast constante.

. A&E_ y C €M : soit A un disque dans A contenant A et ne con-
tenant aucun autre point de x_l(c) s posons (Y = C)A .at 1 = i,\(l) .
Par définition de F , on pseut trouver dans ﬁA un point ): , suffisam-
ment voisin de'/\ pour dque 'x(g) soit d'indice 1 par rapport a
c! -'X(A') , et tel gque F}C ait un point périodique indifférent non
persistant. On peut alors trouver un point )c 6‘7N, suffisammant
voisin de \' pour que )(QK) soit d'indice 1 par rapport & c" = X(A") ,
et tel que F}" ait un point périodique attractif, d'ou c" € & .

Alors 1 est la somme des i)J(X) pour u € Aanl(c") { on a 1P(')()>0

pour un tel /J ‘puisgue X est holomorphe en P (th. 2, (b) ) et 11

y & au moins un terms dzns 1a somma, pour }u = A" . Par suite 1i» 0,

cqfd,



J. Cas ol MF est compact.

Avec les hypothéses du Théoréme 3 , supposons MF compact. Alors Mf
muni de 'X est un revBtement ramifiéd de M , et comme M est connexe

([1J). on peut définir le degré 3 de ce rev8tement, que nous appellerons

degré paramétrique de la famille (f; ) , par opposition au degré en variable
qui est ici 2 . En notant LUA le point critique de 'Fx" pour ) e/\ ’

le degré paramétrique g est le nombre de valeurs de M pour lesguelles
F’(ui) =W, , comptées avec leur multiplicité comme zéro de

/\ —y f (w‘ﬁ) -4, . En effat, ces valeurs sont les points de ’)(_-1(0) , et
on peut vérifier qua les multiplicités sont les mBmes, Le degré paramé-
trigue 8 est également le nombre de tours que ﬁA(ku) - &, fait autour

de 0 quand A parcourt le bord d'une piéce AczA , homéomorphe & D

et contenant Mf dans son intérieur.

—

) des composantes connexes de 'Mf est donné par

Le nombre bO(MF

by () = 8 - Tty 00) - 1)

ou les )J sont les points de ramification de 'X_ dans Mf . C'est la

formule de Riemann-Hurwicz, compte tenu du fait que, en vertu de la

v
Prop. 12 , on a Hl(MF) = 0 en cohomologie de Cech .

51 S =1, 1'application A induit un homéomorphisme de Mg sur M.

s1 8.0 3 T'ensemble M. &t vide .

Remargue: L 'hypothése que MF est compact est satisfaite notamment s'il

gxiste un compact AC/\ tel que F'\(w)‘) & U)‘-—U;\ pour )lE- /\- A .



4, Propridtés de quasi-conformité de “)’\ .

Soit f = (f')\: U)'\ —3 UA))\E'/\ une Famille C-analytigue d'applications
4 allure polynomiale de degré 2 , et pour tout )\ notons WA le point
critigue de F)‘ . On suppose que U est un ouvert convexe de E pour
tout )ié-A , Que /\ est isomorphe @ D et gu'il existe un compact A
dans f\ tel que FR (u‘;) n'appartienne pas a 1'enveloppe convexe de U/"'
pour Aé— l\ - A . Ceci assure que Mf, est compact, donc permet da

définir le degré paramstrique S de f . On suppose que ce degré est 1 .

L'application X induit alors un homéomorphisme de Mf. sur M,

PROPOSITION 13.-~ Dans les conditions ci-dessus, 1'homéomorphisme

X.: Mf —>» M e@est quasi-conforme au sens de Mane-Sad-Sullivan.

r
Démanstration: Par un changement de variable affine pour chaque /\ '

on se raméne au cas ou ou pour tout ;\ an a ai\ =0 et F"(w)) =2 ,
autremant dit F/\(z) = 2° 4 c(h) + 0(23) . La fonction c:/\—-}[_}'
a un zéro simple en un point ?\ o + On peut identifier /\ 4 un ouvert de
C de fagon que )\o =0 et c'(0) =1 . 0n a alors
F)‘(z) =224 A+ 0((2!3 +|M2) . Quitte A rétrécir légdrement A , on
peut enfin supposer que la distance de U' au complémentaire de U
est minorée par un nombre m>»0 inddépendant de )

Pour s €& (_._,:_” , posans /\S = ;15 /\ , et pour ,\{-’-AS posons

' = l ' . —1—- - . '
U ) s Usgl\ et US”\ 2 UsZA . Définissons fs,)’ Us,,\ —> Us,:\ par

f‘S'}\(z) = ;—;— fszl\(sz) .

On pose FO%L £ +)‘ . L'application (s,h,z) > fq )‘(z) ainsi prolongée
’ 9

ast définie et analytique sur un ouvert da 933 caontenant 50},’(22 .



auvert connaxa
On vérifie alors qu'il existe un voisinage/ W de | 0,1] dans C

tel que, pour \ £ W —%02 1a famille fg = (FS,A)AFJIS soit une
famille analytigue d'asaplications & allure polynomiale de deqré 2 avec
Ms = MES compact, de degré parsmétrique 1 , d'ol un haméomorphisme
ﬂs: MS —> M., Pour s =0, posons M, =M et Y, = id . Il résulte du
Th. 2 (b) et du Théoréme des fonctions implicites que, pour tout x é’ﬁ ’
14 fonction s —> X;l(x) est holomorphe sur W .(rc'est d'ai’”»rs le
cas pour tout x € M en vertu de 1a Prop. 11 ). Ces fanctions sont
dvidémment & graphes disjoints, On peut donc appliguer le l1smme qui
figure dans 1'article de Sullivan-Sad-Mane sous 1la nom de zx— lemma®
(bien qu'ici le paramdtre soit s et X 1a variable): pour tout s
1'application 'ﬁgl: Mo —> M, est gquasi-conforme au sens donné dans

cet article. Comme M, = M_. , 1a Proposition en résults, cafd,

1 f

CONJECTURE: Pour toute famille C-analytique f = (FA))G/\ d'applications

4 allure polynomiale de degrd 2 , avaec /\2@ D , on peut trouver un

homéomorphisme quasi-caonforme f) de ,A sur D et uneapplication

analytique y: D —> C tels que 'xv colncide avec ](,f) sur M .

Dans cette directinn, signalens 18 résultat suivant: si f = (Fk)lﬁ ﬁl

est una famille analytique d'apnlications & allure polynomiale avec /1250 ’
de degré 2
pour tout )Oeva on peut trouver un voisinage A' de ), dans et
chaisir lV au dessus de A' dans la Prop. 6 de fagon aue 1'application
"f ﬁc —> C construite & partir de 'fi sait quasi-conforme sur /\'-'MF .
= N Ll

I1 suffit pour cela de choisir ‘f’ telle que Af—ﬁ?Y/ (A,x] soit

analytigue sur A' pour tout x &0 .
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