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DYNAMIQUE DES APPLICATIONS 
A ALLURE POLYNOMIALE 

par 

A. DOUADY et J . H . HUBBARD 

Ce texte est un extrait d'un article à paraître de A. Douady 

et J . H . Hubbard, couvrant et développant une partie de l'exposé fait par 

A. Douady à Strasbourg en novembre 1982. 

0 . INTRODUCTION 

La figure 1 représente l'ensemble de Mandelbrot standard M . 
Il est défini de la façon suivante à partir de la famille de fonctions 

2 
P : zi—> z + c . Pour chaque c € C , on note K l'ensemble des points 

c = c 
z € C tels que P (z) - P (P ( . . . ( z ) — ) reste borné quand n tend versoo. 

= c c c 

On sait depuis 1919 (Fatou, Jul ia) que est connexe si O € , et est 
un Cantor sinon (le point O joue un rôle particulier car c'est le point c r i ­
tique). L'ensemble M est l'ensemble des valeurs de c pour lesquelles 
est connexe. 
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Figure 1 : 
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Quand on étudie une famil le quelconque (f ) de polynômes ou 

de fract ions rat ionnel les, de degré constant a rb i t r a i re , dépendant a n a l y t i -

quement d 'un paramètre X6Ç , et que l'on c lass i f ie les va leurs de X s u i ­

vant les propriétés dynamiques de f , souvent on voit apparaî t re une copie 

de M . L'ensemble M lui-même contient une inf ini té de petites copies de 

lui-même, comme B . Mandelbrot - il aime à le rappeler - l ' a observé. Le 

but de ce t rava i l est d 'essayer de comprendre ce phénomène. 

1 • APPLICATIONS A ALLURE POLYNOMIALE 

1 . Définition . 

De même qu'une grande partie des résultats obtenus pour les polynômes 

x I > x 2 + c avec c réel s'étendent aux fonctions convexes à dérivée schwarzienne 

négative, de même on est frappé, quand on étudie d'un point de vue dynamique les po­

lynômes ou fractions rationnelles complexes, de voir que si on utilise à chaque ins­

tant les propriétés des fonctions holomorphes, on utilise fort peu la rigidité des 

polynômes (sauf pour la démonstration de la non-errance de Sullivan). On a 

donc cherché un cadre plus "mou". 

Soient P : C -+ C un polynôme de degré d et U - D un disque de rayon assez 
— — K 

grand. Alors U' = P _ 1(U) est relativement compact dans U et homéomorphe à un dis­

que, et P induit une application analytique, propre de degré d , de U' sur U . 

DEFINITION.— On appelle application à allure polynomiale de degré d un triplet 

(U,U ' , f) où U et U' sont des ouverts de C isomorphes au disque, avec U' re­

lativement ccrmpact dans V , et f une application holomorphe, propre de degré d , 

de U* dans U . 

Si f = (U,U',f) est une application à allure polynomiale, on note ou sim­

plement l'ensemble des z € U' tels que fn(z) soit défini et appartienne à 

U' pour tout n , 

De nombreuses propriétés dynamiques s'étendent aux appl icat ions à 

a l lu re polynomiale. Souvent, la démonstration peut se recopier dans ce cadre. 

C'est le cas pour les propriétés su ivantes, dues dans le cas des polynômes à 

Fatou ou Ju l i a : 

Proposition 1 . - Tout cyc le at tract i f a au moins un point cr i tique dans son bas­

sin immédiat. 
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Proposition 2.~ Si tous les points critiques appartiennent à K̂ . , l'ensemble 

est connexe. Si aucun point critique n'appartient à K̂ . , c'est un Cantor. 

Proposition 3. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

( i ) Tout point critique de f appartenant à K̂ . est attiré par un 

cycle attractif ; 

( i i ) Il existe une métrique riemannienne sur un voisinage de K̂ . 

et un X >1 tels que, pour tout x£ J et tout vecteur tangent t en x , 

on ait | | T x f ( t ) | l f ( x ) » M It| l x • 

Le procédé qui consiste à copier la démonstration du cas des poly­

nômes échoue pour étendre les deux résultats suivants : 

a) La densité des points périodiques répulsifs dans J ^ . , démontrée 

pour les polynômes et les fractions rationnelles par Fatou, en utilisant le théo­

rème de Picard ; 

o 
b) La non errance des composantes connexes de K̂ . , démontrée par 

Sull ivan en utilisant le fait qu'un polynôme (ou une fraction rationnelle) ne 

dépend que d'un nombre fini de paramètres. 

Le Théorème 1 ci-dessous permet d'"accrocher la casserole au clou" , 

de déduire certaines propriétés dynamiques des applications à allure polynomia­

le des propriétés similaires des polynômes. Ceci s'applique notamment aux deux 

énoncés (a) et (b) ci-dessus. 

2. Le théorème de redressement . 

Soient f : U 1 —> U et g : V —> V des applications à allure 

polynomiale. On dit que f et g sont topo I og i g uernen t é'q u i v a I en tes et on 

écrit f ^ ^ G p 9 s ' i l existe un homéomorphisme ^ d'un voisinage de K̂ . sur 

un voisinage de tel que f g a au voisinage de K̂ . . Si *f est quasi-

conforme (resp. holomorphe), on écrit f/-̂  g (resp. f'T' . g ) . Nous dirons que 
' qc ho! 

f et g sont hybridement équivalents et nous écrirons f 9 s ' e s * 

quasi-conforme avec ~df~0 presque partout sur K̂ . . On a donc 
f/y , q ~* f/Y, q f ^ q ^ f / ^ q . Si J r 3 K. est de mesure nulle (et on 

hol ^ hb ^ qc top f f 
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ignore s'il y a des f pour lesquelles ce n'est pas le cas), la condition 

à *f = 0 p.p. sur Kj. équivaut à dire que {f est holomorphe sur K̂ . . 

THEOREME 1 - a) Toute application à allure polynomiale f de degré d 

est hybridement équivalente à un polynôme P de degré d . 

b) Si Kj. est connexe, P est unique à conjugaison affine 

près . 

Démonstration de la partie (a) : 

Soit A c: U une pièce à bord C 1 , homéomorphe à D , telle que 
0 _ o 

c A , que A = f 1 (A) soit homéomorphe à D et A f cz A . Soit r > l , posons 
o 

Q - A - A 1 , Q r ~
 D

r d
 D

r

 e t soit \l> un difféomorphisme de Q sur Q tel que 

iKf(z)) = (0(z))d pour z £ 9A1 . Notons G 0 la structure complexe standard sur C et G 

la structure i|>*G0 sur Q . Prolongeons o à U f~n (Q) = A - K f en la transpor-

o 

tant par f , et à A par o 0 sur . On obtient sur A une structure presque-

complexe, quasi conforme à G 0 , donc integrable et vérifiant f*o = G . En collant 

o 
(A,G) et £ - D suivant ijj , on obtient une surface de Riemann X ; i ' appI ication f et 

d ' 
z i—• z se recollent en une application analytique g : X -* X , avec g"1 (°°) = 0 0 . 

Il existe un isomorphisme if :X —> £ tel que <p(°°) = oo . Alors P = <p 0 g o tp~1 est 

un polynôme de degré d et la restriction de cp à A est une équivalence de f 

sur ce polynôme, cqfd. Nous ne donnons pas ici la démonstration delà partie (b), 

mais nous en indiquons deux variantes en degré 2 : 

Proposition 4.- Soient c eĵ  dans C avec € 3M . Si les polynômes 
2 2 * ' z + Cj et z + c 2 sont quasi -conformément équivalents, on a ĉ  = c^ . 

Proposition 5.- Soient f : U' —> U et g : V 1 —> V deux applications à 

allure polynomiale de degré 2 . On suppose que f g , que K̂ . et 

sont connexes, et qu'il existe un isomorphisme C- analytique iÇ de_ U-K̂ . 

sur V~^g t e' c'.ue f° 9 ° 1 ? s u_ r U f - K̂ . . Alors f ej__ g sont holo­

morph iquemen t équ i va l_£n_tes . 
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II Redressement avec pnrRmètres. 

1. FamilIas analytique� d'BnplicAti�ns à allûre polynomiale. 

Une famille an;] iy':iquf', paramétrée par une vari6té 1\ ,  d'applications i'i allure 

polynomiale est un triplet (U,U' ,0 ou lJ et [J' sont des ouverts de 1\ )(  ç ho-

méomorphes au--dessu� Je 1\ 3 1\ x D avec U' n (1, x�) relativement compact dans 

U' -4 U application au-dessus de 1\ ,  ana-[J p0ur tout (' \lrnpa (' '.: L de 1\ , et f 

lytique et propre. 

Etant donné une telle famille, i e degré d dt'" f est 'indépendant de >.,. 
À 

si fi est connexe • .  On note K l'ensemble des (À,z) tels que 

zE- 1<. '" 
I<.f lB projectïmi '!ï:,� � fi ast propre. On'note M

f ,\ À 
l "ensemb l A ries ,\ - pour lesquels K pst connexe. 

À 
En vertu du Théorème l , pour chnqu9 À on peut trouver un polyn�me 

P de degré d et un homéomornhisme V et • 

sont des voisinages de K 
À 

équivalence hybride entre 

À À 
et Kp resoectivement, ddfinissant une 

À 
f et p • La question de savoir si on À À 

peut choisir PÀ et 'f dépendant continOment de À À est l'objet de 

ce paragraphe. 

PROPOSITION 6.- On suppose ft. , contractile. On peut trouver dans U 
o 

une pièce � difféomorphe au dessus de 1\ à fi x 0 , telle gue K C � , 

�. "" f-l (�) c; et A' diff'éomorphe au d'3SSUS de fi A fi x 0 , et un 

dif'féomorphisme sur /\ x Q r 

gue ljJ ( f ( z)) '" ( ljJ (z) ) d 
pour ( À , z ) f:: J�' . À À À 

au dessus de fi , tel 

Remarque: an utilisant un théorème de Cerf, on peut remplacer 

l'hypothèse " fi contractile" par " fi simplement connexe" , et mAme 

le supprimer si d - 2 • 

Nous ne donnons pas ici la d6monstration de cette proposition. 
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Etant donné un difféonorphisme ^ satisfaisant aux conditions de 

la Prop. 6 f on peut pour chaque x effectuer la construction décrite 

dans la démonstration du Th. 1 du § I . Jusqu'au n° 4, pour chaque X on 

notera P et ̂  ls polynôme et l'équivalence hybride ainsi obtenus. X X 

2. La décomposition de Sullivan-6ad-Mane. 

On dit que f x a en xQ un point périodique indifférent persistant 

s1il existe une application analytique X I — > x(x) définie au voisinage 

de X 0 telle que x ( x ) soit un point périodique indifférent de f x pour 

tout * et x ( x 0 ) « x 0 • Notons I l'ensemble des X pour lesquels 

f admet un point périodique indifférent non persistant, F son adhérence 

et R 1'ouvert A - F . 

PROPOSITION ?.- a) L'ouvert R est dense dans A . 

b) Soit x 0 £ R . Il existe un voisinage W de X 0 dans R f un voisinage 

\4 de K dans U et un plongement T de W x (V0 - K ) dans U au 

dessus de W f vérifiant les propriétés suivantes: 

(i) x(x,z) est holomorphe en X , et quasi-conforme en z avec  

rapport d'ellipticité borné indépendamment de x • 

(ii) L'image de x est de la forme V - K|w f où V est un voisinage 

de Kj w dans Uj w . 

Il s'agit de résultats de Sullivan-Sad-Mane, qui s'adaptent avec leur 

démonstration au cadre des applications à allure polynomiale. 

PROPOSITION 8.- Supposons A contractile. Alors et P^ dépendent 

continûment de x sur l'ouvert R . 



Pour chaque A , 

Démonstration;/aoit JU^ la forme de Geltrami définissant la structure 

complexe tr intervenant dans la démonstration du Th. 1 . Il est clair 

que II M. || est bornée sur tout compact de A par une constante 1 . En 

vertu des théorèmes de dépendance par rapport h un paramètre dans le théo­

rème de Morrey-Ahlfors-Gers, il s'agit de montrer que J J ^ dépend de façon 

coninue de X sur R pour la norme . 

Posons ^ =* f£"n(Â  ) . Pour tout )\ tr f\ » on a jx^ » lim p ^, où 

u \ m P * sur A, - A v et 0 sur A _̂ t .11 est clair que /n,^ / A > n+1 f > n+lf/\ 

pour chaque n la forme p n ^ dépend continûment de \ pour la norme 

« Il suffit donc de montrer que yu^ ^ converge vers p ̂  en'norme 

uniformément sur tout compact de R f autrement dit que l'aire ^ n ( M 

de * n > ~
 K A ^ 0 n c* v e r s 0 quand n — > uniformément sur tout compact 

de R • 

Remarquons que c'est faux au voisinage des points de F . En effet 

l'aire de A . dépend continûment de h pour chaque n f mais pas 

celle de K ̂  . 

La propriété à démontrer ne dépend pas du choix de A • Au voisinage 

d'un point donné de R f on peut prendre les A^ constants dans la 

trivialisation de Sullivan-Sad-Mane, d'où un homéomorphisme quasi-conforme 

7" : A N — K, — > A v - K v dépendant de façon holomorphe de X . On a 

posons %( ) -fc _ | | D r „2 

Les fonctions n forment une suite décroissante de fonctions pluri-sous-~n 

harmoniques. Sur un compact contenu dans une composante connexe de R , 

on a des inégalités aH n(X) rf'm (À) ̂ bn^fX) avec a et b indépendants de 

^ et de n et a^ 0 . Par suite 

cqfd. 
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3. Limites quand [̂ tend vers un point de F . 

PROPOSITION 9.- Soit Xo £ A • De toute suite (̂ n) dans f\ tendant  

vers Xo on peut extraire une suite (X ) telle que les P tendent  

vers un polynôme P et que les jfj tendent vers une équivalence  

quasi-conforme de f» avec P . 

Remarques: l) Si \ 0 £ R , la conclusion de la Prop. 9 est contenue 

dans celle de la Prop. 8 , 

2) Pour ji 0 f F , on n'a pas nécessairement tJ^jp» 0 sur Kv 9 et si 
o 

d £ 3 le polynôme P n'est pas nécessairement hybridement équivalent 

à f. . Nous verrons des exemples. 

Démonstration de la Prop. 9: Les y* sont quasi-conformes, avec un rapport 

d'ellipticité indépendant de n . Ils forment donc une famille équicontinue. 

La proposition résulte alors du Théorème dfAscoli. 

4. Continuité de ). \—} P̂  en degré 2 . 

THEOREME 2 . - Supposons d * 2 et mettons P sous la forme 

a) La fonction j( : A — ^ C est continue. 

b) Elle est holomorphe sur ^ ^ ( M ) . 
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Démonstration: a): La continuité sur R résulte de la Prop. 8 . Il 

suffit donc de montrer que, pour \ Q <~ F f de toute suite (X^) de 

points de A tendant vers ^ 0 on peut extraire une suite (A ) telle 

que les ^ U n ) tendent vers ^ ( J * ) . Mettons *Pj sous la forme z #-> z 4*c0 

k 
et montrons dfabord que c 0 Ç- <)M . Soit (j^) une suite de points de I 

tendant vers ^ 0 . D'après la Prop, 9 on peut en extraire une suite 

(V1

 t ) telle que les P \ t f tendent vers un *Pf ( z h ^ 2 2 +c 1) quasi-
k / nk 

conformément conjugué à P̂  . Pour tout n f le point 

appartient à $M car f f admet un point périodique indifférent; par 

*^ , 

suite cf » lim ĉ  £jM .On a c Q ** c* en vertu de la Prop. 4 , d'où 

Soit maintenant (̂ n) une suite quelconque de points de A tendant 

vers yo . D'après la Prop. 9 on peut en extraire une suite (J* ) 

^ 2 *v 
telle que les P^ tendent vers un P de la forme z I—^ z 4- c 

k 
quasi-confarmement conjugué à P. «On a alors c » c 0 d'après la 

Prop. 4 , autrement dit ^(À ) — ^ ^ ( ^ o ) • 

k 

bj L'ouvert M est réunion de deux ouverts disjoints (dont l'un est 

vrisemblablement vide) M' et M w : 
2 

— L'ouvert M1 est l'ensemble des c tels que zth—> z + c ait un 

cycle attractif . Ses composantes connexes sont appelées les composantes 

o 
hyperboliques de M . 
—L'ouvert M" f vraisemblablement vide, est la réunion des composantes 

o 

non hyperboliques, ou composantes farfelues, de M . On sait montrer 

que, pour c f M" , le compact est d'intérieur vide et de mesure 

y 0 . 

Soit y0 <r 7 ^ ( S ) , Nous allons montrer que X e s t holomorphe au 

voisinage de | 0 en donnant des démonstrations différentes suivant que 

c 0 « 0 ) appartien à M1 ou à M M . 
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o() Mf : Soit W un voisinage connexe de c 0 dans Mf et posons 

* ' " \ ^"(w) • Pour c Ç W notons p(c) la valeur propre du cycle attrac-

2 

tif de z f—> z + c . On définit ainsi une application holomorphe 

pi W — ^ D . Pour ^ W* , la valeur propre du cycle attractif de f̂  

est p(^(^)) puisque la conjugante ^ est holomorphe au voisinage de 

ce cycle. Par suite o est holomorphe sur W* « Comme est holo­

morphe non constante et que 7^ est continue, ^ est holomorphe, 

P ) A 0 £ M
M : Soit W (resp. W % ) un voisinage connexe de 'c0 (resp.yo) 

dans M" admettant une•trivialisation de Sullivan-Sad-Mane x (resp ^ ). 

On suppose que W 1 c_ \ " " 1 ( w ) . Pour )\ £ W f

 f posons c « et consi­

dérons le diagramme 
t 

— X A > v 

V 0 > V 

où V 0 et V' sont des voisinages de K et Ki respectivement (ici 

• o 

K et Ki sont vides). Ce diagramme est commutatif sur les points 

périodiques de fv puisque ces points ne peuvent aller que sur des points 

périodiques de môme période, que W est connexe et que la commutâtivité 

a leu pour ^ « ) 0 • Par suite il est commutatif sur K, . Comme les 

applications de ce diagramme sont quasi-conformes et que J ^ • 0 sur 
Ki f la forme de Beltrami B 1 « 1-r V^T* coïncide presque partout sur 
/ / > /* 

K J avec W* 0 où B » 3V/i) r . D a n s l e diagramme commutatif 
•Jo *Ao c c c c 

C > >ft" 9 C | K 

la flèche horizontale est holomorphe non constante et la flèche oblique 

est holomorphe, comme ^ est continue il en résulte que \_ est holo­

morphe, cqfd. 
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5. Won-continuité de )\ \—^ 'f ̂  en degré 2 . 

Soit (f^)^^ une famille analytique d'application» à allure polynomiale 

dé degré 2 . On suppose que f\ est un voisinage de 0 dans Ç , et que 

et sont symétriques par raoport à R avec f^(z)- (zj pour 

X6 8 • On choisit pour tout X une équivalence hybride <fx: Vx—> C , de 

fx avec un polynôme P x : z z

2 + x(x) , de façon que les ip soient 

quasi-conformes avec un rapport borné au voisinage de 0 , que J con­

tienne un voisinage fixe de K q pour X voisin de 0 , avec V x symétri­

que par rapport à FR et i f x ( i ) = f^T, p o u r X€R . (Ici on ne suppose 

pas nécessairement les obtenus par applications de la Proposition 6). 

De toute suite (X ) tendant vers 0 , on peut extraire une suite (X ) 
~ n k 

telle que les f aient une limite f .équivalence quasi-conforme de f 
n k ° 

avec un polynôme P : z t—> z + c* . 

On suppose que f 0 a un point fixe &<0 avec f£ • 1 , et que 

pour ̂ >0 l'application f admet 2 points fixes conjugués et 9 

nécessairement répulsifs. Alors \(o) - l/4 f \{^) > 1/4 pour X>0 , 

et c • 1/4 d'après la Prop. 4 . 

PROPOSITION 10.- Dans les conditions ci-dessusy on a tf 4 % £i ^ n > ° 

pour fcqut n f à moins qyp f e ne soit holomorphiquement.équivalente 

à z h-> z2 + 1/4 . 

Démonstration: Si A dU ̂  est un ouvert, on notera A/f^ 1« quotient de 

A par la relation d'équivalence identifiant x à f ^ ( x ) s i x e t f ^ x ) 

appartiennent à A . Soit u>0 . Pour >>0 , notons (resp. ) 

le disque ouvert centré en Réftx^-u (resp. Ré(^A) + u ) dont le bord 

passe par ̂  et tx^ , posons « A>/f> e t Y> " B>/^ . Si u et ̂  

sont assez petits, et Y^ sont isomorphes au cylindre C/Z . Pour 

A > 0 , on peut identifier X^ et Y^ à (A^''B^f^ , d'où un isomorphisme 

g , X. — > Yv commutent avec la conjugaison. Il n'y a pas de E 0 f mais 

ai (An) est une suite de nombres > 0 tendant vers 0 f on peut en 

extraire une suite (X ) telle que les donnent par passage à Ta 
O, A k n. k 
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A"' 
limite un isomorphisme E: X 9 Y 0 . 

Pour tout >v f la forme d© Beltrami ^ - <$%>làlf^ **»t invariante par 

X Y 

f d
foô pour A> 0 des forme* de Beltrami JJ^ et ^ sur X^ et Ŷ  

respect iv®f*ent. Pour S>0 9 en a yj* - • Il en résulte que, si (X^) 

est une seite telle que ( r> ) et (Ei ) aient « M limites ty? et E , 
^ n *n ' 

en posent jj • JfA)f , on e Jj* - E*jTY • Si <jp e f # f on a donc 
X Y X ^ J 0 • E ||0 . Mais J J 0 • 0 f tfy iseins si K # (en notent ^ 0 le point 

critique êm f 0 ) et u asset petit , ce qu'on peut supposer, car alors 
• Y 

A 0 C K 0 . On a alors aussi JJ9 • 0 9 d'où 0 sur B9 . Or l'ensemble 

K0«/B# est un voisinage de Q(9 . On e donc y% * 0 au voisinage de A # f 

et comme J J 0 est invariante per f 0 on en déduit que yj 0 • 0 sur un 

voisinage de K 0 • Autrement dit ^% est une équivalence holomorphe de 

fji avec P 0 f cqfd . 
K x 

A 

{A ' t / ' ) r i " / 7 

A S ° A X 
O ^ 

1 

X = 0 X > O 
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6. Non-continuité de ^ f—t- en degré 3 • 

comportant 

Nous indiquons comment construire un exemple / une famille analytique 

£ ** (f/Ĵ  d'applications à allure polynomiale de degré 3 f une suite 

i^n) de points de tendant vers un point X o * avec f̂  P n t 

^ b P 0 , la suite (P^) ayant pour limite un polynôme P non 

affinement conjugué à P 0 . 

Soit f: U f —> U une application à allure polynomiale satit disant 

aux propriétés suivantes: 

(i) U et U 1 sont symétriques par rapport à R et f(z) » f(zJ ; 

(il) f admet un point fixe o<£U fnR avec -ff(<*)f- l^J ;f *(°<J> 0 ; 

(iii) f admet deux points afritiques tP et as9 dans U V R f 

avec UJ< f2(co') < c< < U>[ 

Le graphe de f R et ont alors l'allure suivante: 

/ 

/ \. ..( -t> ^ C f - M I # 0 

I 

2 3 (exemple: z f—^ z -H z - 0.29 z ) 

ouverts 
Soient A et B deux disques/de rayon u petit, centrée toi o( - u 

et o( + u respectivement. Alors A est contenu dans la composante ' 
o 

connexe V de K contenant t et les quotients X » A/f et Y « B/f 

sont isomorphes au cylindre C/Z . Les orbites directes de t t ; ©t uf 

définissent des points \Z et u?1 de X , Soit un isomorphisme 

C- analytique de X sur C/Z f commutant avec la conjugaison et à 

dérivée > 0 . On note &(f) l'élément ^(<>)~ f (£) de R/Z | cet 

LY 
élément ne dépend pas du choix de | . 
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Si f P , on a © ( P ) « B(f) puisque la conjugante est holomorphe 
o o 

sur K et Ac K , Si j* est une forme de Beltrami sur V invariante 

X 
par f , on définit à partir de p une forme y sur X , et on pose 

X 
9 (f) = y (« ) où T : X — C/Z est un difféomorphisme tel que 8Y /3f - u . 
p M M M 

Soit f - (fy)^ une famille analytique d'applications à allure poly­

nomiale de degré 3 . On suppose que /\ est un voisinage de 0 dans C 9 

que f0 vérifie (i) f (ii) et (iii) , que vérifie (i; pour 

}\ réel, et que pour A>0 l'application a deux points fixes con­

jugués et voisins de c^ 0 . Pour ^ réel voisin de 0 , on a 

^(5-Mf . En effet, pour > * 0 , en posant I « fajf[^')j t on a u;? £ I 

et' f(IJCl ; ces propriétés subsistent pour A voisin de 0 et elles 

entraînent que ^ £ . 

Pour A>0 f on peut définir X^ , Y^ et E^: X^ Ŷ  comme au 

n° précédent. A l'aide de la Prop. 6 t construisons pour chaque une 

équivalence hybride de f̂  sur un polynôme P^ . Soit (An) une 

suite de réels 0 tendant vers 0 telle que les suites ()^ ) et 

(Ej( n) aient des limites ^ et E . L'application (f est une équiva-

lence quasi-conforme de fG sur P * lim P̂  f et ~ Ji/<^f vérifie 

] J X « E*jj Y . On a 9(PJ » 9(fJ et 0(P) « M M . On a pY « fi sur 

l'image dans Y de B ,n (C - K-.) f et on peut montrer — c'est assez 

délicat — que l'on peut choisir f 0 de façon que cela assure que 

e(fo) Z4 &p(fo) • On a alors P ¿ P0 f cqfd. 
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7. Non-holomorphie de \ :—> P̂  en degré 2 . 

Soit f « u n e ^Qrni1-le analytique d'applications à allure poly­

nomiale de degré 2 • On note le point critique de fA f on suppose 

que /\ est un voisinage de 0 dans C f qu'on a une fonction analytique 

^ I—> telle que (9f^ soit point fixe répulsif de f̂  pour tout )\ 9 

et que fo (K ) • Posons « fj[(**) » 

et soit g^ un inverse de au voisinage de avec ĝ (ofyJ Œ ^\ • 

Choisissons des 01 tels que (X » . <y - £ ^T^(<* ) » 
ofn ^ ofo o ' ^ofn+l ^

 0 l^o,ny 9 

^ uJ pour tout n et °< _ » g (<x ) pour n assez grand. ofn o ofn+l
 yo v o,n7 y 

Pour )̂  voisin de 0 f on peut définir des o(\ avec o(x m 

|A f n A y O ^ 

4:1 Ç'̂ \̂ ff v̂ ) » dépendant continûment — donc analytiquement — de \ . 
On a encore É « g»f^t ) pour n grand. Si le zéro de A f n+ L / A fn 

X J — V f̂ ffoi.) - ̂» en 0 est simple, il existe une suite ) 

tendant vers 0 , telle que f!f (H ) • 5 lo rapport A _A 
( An 1 ^n ; / n,n '

 K H n+l//Nn 

tend vers , jp(o) . 

Avec les notations du n° 4 f posons c 0 *7((û) f a_ ^̂ fît**©) 

« =* \JÇ{ ) • Pour c voisin de c f t - le polynôme P : zl—^ z + c 

a un point fixe répulsif a voisin.de a et on peut définir des 

c c c 

a tels que a » a f a £ P~̂ (a ). dépendant analytique-C,n CyO C n-** 1 c c 1 n / 
ment de c . Si le zéro de c I—> P^(0) - a en c 0 est simple (en fait, 

c c 

on peut montrer que c'est toujours le cas), il existe une suite (c ) v 

J 9 vn'n^n^ 
tendant vers c 0 telle que P k (o) * a ; le rapport 

c c . n 
(c . -cj/(c a pour limite '/P* (a ) . Il existe un voisinage 

n I 1 n / C Q C Q 

V de c 0 tel que soit pour n^ n̂  le seul point de V vérifiant 

k 
P c ( 0 ) * a^ ^ f par suite ^(^n) ~

 c

n pour n assez grand. Si 
n n9 

p(0} » fj(*o) * P f c J Q c J ' les rapports X p n / > n et ( c p + 1 - c 0 ) / ( c n ~ c 0 ) 

ont des limites différentes, il en résulte que ^ n'est pas holomorphe 

au voisinage de 0 . 

http://voisin.de
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0' Analyticité de 1(c) pour c M . 

PROPOSITION /j.- Soit ( f

x)j e$ une famille analytique d'applications  

à allure polynomiale de degré 2 • Pour tout c £ M , l'ensemble )^(c) 

est un sous-ensemble C-analytique de A • 

En vertu du Th. 2 f (a) t l'ensemble TT
T(c) est fermé. Si c £ M t 

le résultat découle du Th. 2 f (b) . Le résultat dans le cas général, 

^donc essentiellement quand c Ç f̂ est une conséquence immédiate des 

3 lemmes ci-dessous. 

2 
Notons P le polynôme z I—^ z + c f soit A un disque fermé de c c 

—1 f \ ° f rayon R grand, posons A» « P (A ) et Q » A - A' (on suppose R 
c c c c c c 

assez grand pour que Q soit homéomorphe à une couronne fermée). 

c 

LEMME 1,- Pour tout ^ 0 f A t il existe un voisinage ^ f de A o dans /\, 

un voisinage V de dans c et un plongement ^ : f\ x V — ^ U 

de classe C C>

 f au dessus de A 9 vérifiant; 

(i) ^ ( p

c ( * ) ) - ^ ( f A(w)} £our w voisin de ç)A£ ; 

(ii) pour tout w f V , l'application partielle Ât-^f f̂ tVÎ est  

analytique. 

Posons alors ^ » J^/^sur Qc , ^ « C ^ ) * ^ S U r 1 e t 

définissons yû  sur A en recollant les yû  et en prolongeant par 0 

sur K 
c 

LEMME 2 . - Pour y é $ 1 » les conditions suivantes sont équivalentes; 

( D - c » 

(ii) il existe un plonqement *Jr : A — * U prolongeant ^ f véri- 

fiant ,117^}" - | i et "̂ofjj » 4 tx - ; 

(iii) 11 existe une fonction ?fr : A — ^ C prolongeant d> et véri-
c _ ^ 

fiant Ĵ f'/.) » . 
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o 
LEMME 3. ~ Dans C f soit 9 = A - A • t où A et A 1 sont homéomorphes à 
mm O 

D et A • c A # Soient /[ une variété C -analytique t > i—> / J j une 

m, de rayon k< 1 
application analytique de /\ dans une boule de L (AJ/ et ^1—> ^ 

une application analytique de j\ dans HP* (Q) vérifiant c)^/cJ^*^b)^/^2 * 

sur Q • Notons X l'ensemble des ^ pour lesquels ^ admet un 

prolongement Ip* viérlfiant <)Y/<)z = yû  <^Y/è* sur A . Alors X est 
un sous-ensemble analytique de A • 
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1 , 1 • DESCRIPTION DE M f EN DEGRE 2 AVEC A^D . 

1. Applications topologiquement holomorphes. 

Soient X et Y des surfaces topologiques orientée et if : Y X 

une application continue. Si y est un point de Y qui soit isolé dans sa 

fibre ^ N f ( y ) ) , on définit le degré local 'y('f) de ^ en y de la façon 

suivante : posons x = ^ ( y ) , soient U et V des voisinages de x et y 

dans X et Y respectivement homéomorphes à D et tels que ' *f^(x)={y} 

et ^ ( V ) c U , et ^ un lacet dans V - {y} d'indice 1 par rapport à y . 

Le degré local ' y ^ ) e s t alors l'indice par rapport à x du lacet *f($)' 

Soit M un fermé de X et posons P (M) . Nous dirons que 

^ est topologiquement holomorphe sur P si , pour tout y6P , le point y 

est isolé dans sa fibre et ly(f)?® • Les points de P où le degré local 

de ip est >1 forment alors un fermé discret ; ils sont appelés points de rami­

fication de dans P . 

La proposition qui suit peut être considérée comme une variante 

du principe du maximum : 

Proposition 12.- Avec les notations ci-dessus, supposons Y connexe, P 

non vide et topologiquement holomorphe sur P . S] X - M n'a pas de  

composante connexe relativement compacte, il en est de même de Y - P . 

Nous ne donnons pas la démonstration ici . 

Nous dirons que P , muni de ^ , est un revêtement ramifié fini 
de M si ^ est topologiquement holomorphe sur P et induit une application 
propre de P dans M . dans ce cas, les images dans M des points de 
ramification de >̂ dans P forment un fermé discret T , et P (T) est 
un revêtement fini de M - T . Si M est connexe, ce revêtement a un degré 

6 . Si M est connexe, compact, et si sa caractéristique d ' Eu ler-Poincaré 

EP(M) est définie, celle de P l'est aussi et elle est donnée par la formule 

de Riemann-Hurwicz : 

EP(P) = «.EP(M) - T. ( M f ) - D , 

la somme étant prise sur les points de ramification de ^ dans P . 
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2 . Caractère topologiquement holomorphe de x • 

THEOREME 3 Soit £ ^ ( ^ K ^ A une famille C-analy tique d 1 appl i cations 

à allure polynomiale de degré 2 , avec A ~D . L'application x • A —> Ç 

est topologiquement holomorphe sur =x ^(M) si elle n'est pas constante. 

D'après la Prop. 11 , si 7̂  n'est pas constante, T^fc) est discret 

pour tout c ̂  M . Reste à montrer qu'alors i^( ]^)>0 pour tout; A <z . 

Soient ^ M f ,et c « *)([)>) ; Notons R et F l'ouvert et le fermé 

complémentaire de la décomposition de Sullivan-Sad-Mane de /| , et 

ditinguons suivant que ^ £ R ou \̂ F , et que c £ M ou c £ • 

Mais o M sasijp ̂  £ R ; il reste donc 3 cas à considérer: 

9 S, » c £ M : alors ^ est holomorphe au voisinage de X d'après 

le Th. 2 , (b) . 

• ^ (r 3, t c <r c)w : pour ^' voisin de \ 9 l'application f est 

quasi-conformément équivalente à f d'après la Prop. ? f donc hybride-
A 

ment d'après la Prop. 4 f et )^ est constante au voisinage de ̂  . Ceci 

n'est possible que si ^ est constante. 

# At t » c é j n : soit ^ un disque dans contenant et ne con­

tenant aucun autre point de ^(~^(c) » posons jĵ  « mt i » • 

Par définition de F , on peut trouver dans un point ^ , suffisam­

ment voisin de y\ pour que \(^) soit d'indice i par rapport à 

c' "•^fA") t e t t e l q u e f

xi
 Q i t u n P o i n * : périodique indifférent non 

persistant. On peut alors trouver un point )\ £ £\ * suffisamment 
voisin de ^ pour que \[^) soit d'indice i par rapport à c M « t 

o 

et tel que f M ait un point périodique attractif, d'où c M £ M , 

Alors i est la somme des i (%) pour JLJ £ A nlT^fc") ; on a i {\) > 0 

pour un tel puisque )^ est holomorphe en (Th. 2, (b) ) et il 

y a au moins un terme éens la somme, pour jU » ̂ " • Par suite i> 0 F 

cqfd. 
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Cas où est compact. 

Avec les hypothèses du Théorème 3 f supposons compact. Alors 

muni de ^ est un revêtement ramifié de M , et comme M est connexe 

( f l j ) - on peut définir le degré h de ce revêtement, que nous appellerons 

degré paramétrique de la famille (f ) f par opposition au degré en variable 

qui est ici 2 . En notant tO^ le point critique dë pour \ <ft /\ f 

le degré paramétrique S est le nombre de valeurs de pour Lesquelles 

f^(^) =• (A^ f comptées avec leur multiplicité comme zéro de 

^ f — ^ (u^) -fô  . En effet, ces valeurs sont les points de *XJ"*(û) , et 

on peut vérifier que les multiplicités sont les mêmes. Le degré paramé­

trique S est également le nombre de tours que f^(^) - AJJ* fait autour 

de 0 quand X parcourt le bord d'une pièce , homéomorphe à D 

et contenant dans son intérieur. 

Le nombre b0(M^) des composantes connexes de est donné par 

b„(Mf) - S - I ( i A j ( X ) - D 

où les sont les points de ramification de )^ dans . Cfest la 

formule de Riemann-Hurwicz, compte tenu du fait quef en vertu de la 

1 ^ Prop. 12 9 on a H (Mf ) =0 en cohomologie de Cech . 

Si S « 1 f 1•application X induit un homéomorphisme de sur M . 

Si % * til * T'èrVSemble M F estr vidé • 

Remarque: Lfhypothèse que est compact est satisfaite notamment s'il 

existe un compact A tel que f ̂ (^) 6 - Uĵ  pour A ~ A • 
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4. Propriétés de quasi-conformité de X, • 

Soit f » (fv : U' —> Ut ) , . a une famille C-analytique d'applications 
~ A A A /*r f\ 

à allure polynomiale de degré 2 , et pour tout }\ notons le point 

critique de . On suppose que U est un ouvert convexe de C pour 

tout X é- A t que /\ est isomorphe à D et qu'il existe un compact A 

dans A tel que f (̂ 4) n'appartienne pas à l'enveloppe convexe de U! 

pour ^ 4~ f\ - A . Ceci assure que est compact, donc permet de 

définir le degré paramétrique S de f . On suppose que ce degré est 1 . 

L'application 9C induit alors un homéomorphisme de M̂ , sur M . 

PROPOSITION 13.- Dans les conditions ci-dessus, 1'homéomorphisme 

Mj, — > M est quasi-conforme au sens de Mane-Sad-Sullivan. 

Démonstration: Par un changement de variable affine pour chaque /A , 

on se ramène au cas où où pour tout ^ on a UJ^ * 0 et f w(^) m 2 # 

autrement dit f^(z) » z 2 -f c(A) + 0(z3) , La fonction c: / \ — > G 

a un zéro simple en un point /\ 0 .On peut identifier /\ à un ouvert de 

C de façon que A 0 * 0 et c ' f o ) 3 1 . On a alors 

f (z) » z 2 4- ̂  + 0(| zf3 +IAJ 2) . Quitte à rétrécir légèrement A , on 
r 

peut enfin supposer que la distance de U' au complémentaire de U 

est minorée par un nombre m>0 indépendant de ^ . 

Pour s £ C* , posons /S » ~ ^ f et pour ^£-/\ s posons 
s 

un pose L'application (sf^,z) f — v f z ) ainsi prolongée 

est définie et analytique sur un ouvert de Ç 3 contenant ^o|,K C 



- 39 -

o uvert co nn e xa 

On vérifie alors qu'il existe un voisinage/ W de [ 0,1] dans C 

tel que, pour /\ g W ~\0\ la famille f - ff J., ;i soit une 

" " S - S , *̂  * r l s 

famille analytique d'aapJications à allure polynomiale de degré 2 avec 
M =* compact, de degré paramétrique 1 , d'où un homéomorphisme* 
s JLs 

Ms — ^ M # P o u r s 3 0 » posons M 0 = M et \ Q » id . Il résulte du 

Th. 2 (bj et du Théorème des fonctions implicites que, pour tout x g M , 

lâ fonction s |—> )L *(x) est holomorphe sur W .(c'est d'ail' mrs le 
s 

cas pour tout x £ M en vertu de la Prop. 11 ). Ces fonctions sont 

évidemment à graphes disjoints. On peut donc appliquer le lemrne qui 

figure dans l'article de Sullivan-Sad-Mane sous le nom de n\~ lemma" 

(bien qu'ici le paramètre soit s et X la variable); pour tout s 
l'application Mn —> M est quasi-conforme au sens donné dans 

s s 

cet article. Comme = M f , la Proposition en résulte, cqfd. 

CONJECTURE: Pour toute famille C-analytique f » ( f d ' a p p l i c a t i o n s  

à allure polynomiale de degré 2 , avec f\ Yy 0 f on peut trouver un  

homéomorphisme quasi-conforme p de ^ sur D et une application  

analytique yj: D — ^ C tels que ^ coïncide avec J\ * p sur . 

Dans cette direction, signalons le résultat suivant: si f * (^x)^ 

est une famille analytique d'applications à allure polynomiale avec/i^D , 

de degré 2 

pour tout ^o^Mj. on peut trouver un voisinage A* de A o dans /\ et 

choisir ^ au dessus de /y dans la Prop. 6 de façon que l'application 

T(j À* —^ 5. construite à partir de {f soit quasi-conforme sur /y - M f . 

Il suffit pour cela de choisir f telle que ^ f—^J" 1^,*) soit 

analytique sur f\% pour tout x £ . 
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