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CHAPITRE I 
TRANSFORMATION DE FOURIER ET GROUPE SYMPIECTIQUE. 

Ce chapitre I explicite le lien existant entre ces deux notions très classiques. 

Il permettra au chapitre H d'étudier les solutions asymptotiques ̂ â̂iuâ̂ îs-

£ux dêrlvfe's partielles* 

§ 1. Opérateurs différentiels, groupes métaplectique et symplectique. 

0. INTRODUCTION. -

Historique. - Le groupe métaplectique fut défini par I. SEGAL [13] ; son étude 
fut reprise par D. SHAIE [14] 5 V.C. BOUSLAEV [3] [11] signala qu'il rendait la théord 
de Maslov indépendante du choix des coordonnées, A. WEIL[17] lfétudia sur un corps 
quelconque, pour approfondir les travaux de théorie des nombres de G. SIEGEL. 

Sommaire. - Nous reprenons l'étude de ce groupe pour préciser comment il opère 

sur if (FX) ,S#(RX) 9¥\R*.) , (ef. Théorème 2) "et comment il transforme 
les opérateurs différentiels (cf. Théorème 3.1). 

1. IE GROUPE ME TAPIE CTIQUE Mp (i) . - Notons : X l'espace F* (i > 1)* muni 

de la mesure d x ; X le dual de X ; < p ,x> la valemr de p € X en 

x € X ; 

z (/) = xe X*; 

"îf (X) l'espace des fonctions X -• c i dont toutes les dérivées sont à décrois­
sance rapide (L. Schwartz) î 
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t 

(X) son dual, espace des distributions tempérées sur X £L#Schwartz) j 

^ (X) lfespace des fonctions X c de carre soramable ; 

v un nombre imaginaire pur d'argument £ • ̂  > 0 • 

Soit une fonction linéaire a° : Z (i) •+ R : soit a° (z) = a° (x 9 p) sa valeur 
en z = x + p (z € Z (i) f x 6 X , p € X ) : lfopérateur 

• - • ' M f x ' 

est un endomorphisme self~ad.ioint de ^ f (X) : lfadjoint de a 9 qui est un 
endomorphisme de ^ (X) , est la restriction de a à ;f (X)« Ces opérateurs a 

0 
et ces fonctions a sont les éléments respectifs de deux espaces vectoriels 

0 
Ct et &r , de dimension 21 , naturellement isomorphes : 

a 3 a° H a € (X. 

Le commutaterâ̂ ctê  a et b € Cfc est 

[a f b] = a b - b a € c> 

c € c désignant l'endomorphisme de S 1 (X) : 

(ïf (I)) c : f w c f . 

Pour étudier ce commutateur , munissons Z (JÎ) de la structure svmplectique 

[z, zf] =<p ,xf> - <pf

 fx>, 

où 

z=x + p , z , = x , + p l,x et x1 € X fp et pf € X # 

o \i 1 
Toute fonctiota a 6 cfc est définie par un élément unique a de Z (i) 

tel que 

(1.1) *° (B) = [a
1 ,,] ; 

dfoù un iaomorphisme naturel 

(1.2) Z (i) 3 a 1^ a° 6 CL . 

Le commutateur de a et b € Ok> est évidemment 

(1.3) [a,b] = ± [a1, b1] , 



- 11 -
Ch I , § 1 

le second membre étant défini par la structure symplectique. 

Un automorphisme S de 4' (X) transforme tout a 6 au en un opérateur 
— 1 * 

b = S a S " f défini par la condition 

(V f € tff (X) ) b S f = S a f ; 

b ¿ 0 si a T¿ 0 ; en generar b Í OL 

Définition 1.1. - G (i) est le groupe des automorphismes continus S de tJ-(x) qui 
transforment (X èn lui-môme, c'est-à-dire tels que 

(1.4) (V a 6 et) S a S~1 6 ot. 

G (i) est évidemment un semi-groupe ; si S 6 G (J£) F 

(1.5) a -4 S a S - 1 

—1 
âwidemtnent un automorphisme de c& ; donc S" ÇG(JÎ) et G (jí) est un groupe. 

Lf automorphisme (1.5) de du a pour transformé* par 11isomorphisme naturel 
Z (i) ou, un automorphisme de l'espace vectoriel Z (X) : 

1 1 
(1.6) s : a H-* S A • 

Puisque S commute avec les automorphisme c 6 c de ^ • (X) et que [a , b] € c > 
nous avons : 

[ SaS" 1,SbS" 1]=[a,b] . 

c'est-à-diref vu (1.3) et l'équivalence de (1.5) et (1.6) . 

|_ s a ,sb] = L a ,b J ; 

s est donc un automorphisme de l'espace symplectique Z (X) . 

Le groupe des automorphismes de cet espace symplectique Z (JÍ) est nommé groupe 
symplectique est noté Sp (/) : 

s € Sp(jí) . 

Vu (1.1) 
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[s a1 , z] = [a1^, s~1 z ] = (a° o s"1 ) (z). 

En résume : 

IEMffiM.1. - Pour tout S € G Ci) , l*auton»rphisme 

-1 
a»-* S a S 

de ou a pour transformes, par les isomorphismes naturels de ou,Z (i) et ai°j 

1 1 
- un automorphisme s : a s a de Z(i);s€Sp (i) j 

0 o - 1 ° 
- un automorphisme : a H* a os de JX 
L'application S -4 s est un morphisme naturel 

(1.7) G (i)î  Sp(i) . 

IMME 1.2. - Le noyau de ce morphisme (1.7) est le sous-groupe de G (i) ayant 
pour éléments les automorphismes de ^ f (X) du type : 

(Vf 6 î f f (X))f -*cf, où c 6 c (plan complexe pointé). 

Note. - Ce sous-groupe sera noté c • 

Preuve. - Tout c G c commute à tout a € <x(i) et appartient donc à ce noyau. 

Réciproquement, soit S un élément de ce noyau : S est donc un automorphisme 

de ̂ f (X) commutant à tout a € Ct(i). Soit p 6 X ; nous avons : 

( — T~ + P)e * ' = 0 ; v v ôx *; 9 

1 ô 
donc, puisque S et — + p commutent : 

( i f I + p ) s . - y < P l I > - o , 

donc, psflP tetégrat±àa*de ce système différentiel : 

S e-*<P,x> = c (p) e-v<P,x> Q ù c . c . 

en dérivant par rapport à p , on constate que c a un gradient c vérifiant 
P 
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- v S[x e -
V < P ' x > ] =-v xSe" V < p ' x >

+ cp e ~
V < ^ ' x > ; 

cf est-à-dire, puisque S et le produit par x commutent : 

c = 0 • 
P 

c (p) est indépendant de p et sera note c ̂ Notons F la transformation 
de Fourier ; soit f € tf (X) ; notons g = F~ 1 f ; on a par définition de F : 

puisque Se r 1 = ce * 1 , on a donc 

(Vf e ^ (X) ) Sf = cf • 

Or tf(X) est dense dans (X) ; donc S = c € c • Le lemme est prouvé : 

D' autres sous-groupes de G (/) servliwnt à prouver que G (/) •+ Sp {i) est un 

épimorphisme • Ce sont • 

(i) le groupe fini qu'engendrent les transformations de Fourier portant sur l'une 
des coordonées ; 

(ii) le groupe que constituent les automorphismes de cf' (X) 

v Q 
f H* ev y f . 

ou Q est une forme quadratique réelle : X R ; 

(iii) le groupe que constituent les automorphismes de t?f (X) : 

f'H f où f (x) = V det T f (Tx) et T eétm-m^xmn^Ûm X. 

Chacun de ces groupes a une restriction à (X) 9 qui est un groupe d'automor­

phismes de ^(X)" f et une restriction à ^é(X) , qui est un groupe unitaire 
(c-à-d- isométrique) de la définition que voici emploie ces propriétés 

Définition 1.2. - Soit $L l'ensemble des éléments A constitués chacun par : 

1) une forme quadratique X © X •+ F valant en (x 9 x') € X © X : 
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1 1 
(1.9) A (x,x') =2'<Px,x>-< Lx,x'>+ 2< Qx' ,x'> , 

où, t P désignant le transposé de P :  

t * * t * P= P:X-+X ,L:X-+X ,Q= Q:X-+X , 

dét L f 0 ; 

2) un choix de arg L = TT m (A) ,m (A) E � qui pennet en particulier de 

définir 

6 (A) = J dét L par arg 6 (A) = � m (A) • 

* 
Note . .. dét L est calculé au moyen de coordormées de X duales 

de celles de X et est :1ndépend.ant du choix des coordormés, si d x 11\ • •• l\dx1-= d1-x • 

�. - m (A) sera ident:ti'ié à l ':1ndice de Maslov par (2.15) et § 2 (8 .. 6) 

A chaque A associons l'et.rlomorphisme SA de -! (X) déf:ini par 

1 \1 1 1-/2 
(1.10 ) (SA f') (x) = [ @J 6 (A) S e \1 A (x ,x') f' (x') d1-x' , 

X 

1- /2 1-où f' E � (X) , arg [iJ = T ; 

S A est évidemment le prodtrl..t d'éléments des groupes (i) , (ii) et (:lii) ; 

S A est donc un automorphisme de �(X), qui se prolonge par cont1nuité en m!. 

automorphisme unitaire de de (X) et en 'Ill'l automorphisme de {i' (X) ; ces trois 

automorphismes seront notés SA; SA E G (1.) • 

L'image sA de SA dans S p (1-) est définie comme Sldt: (-\: gre.d.ient 

en x) 

(1. 1 1 )  (x ,p) = SA (x' ,p ') équivaut à: p = A (x ,x' ) ,p'=- A (x, x' ) . 
x x' 

Preuve de (1.11) • - Soit f' E 'if (X) • � (S f' ) et S (�f') 'eX A A eX se 

calculent par dérivation de (1.10) et par intégration par partie ; le résultat 

de ce calcul prouve les relations suivantes entre opérateurs différentiels éléments 
de 01.-: 



- 15 -Ch I , § 1 

ces relations signifient, qu'en notant 

(x ,p) = s A (x' ,p') 

on a 

V(x*€ XtPf € X*) p-Px= - *Lxf , pf + Qxt= Lx . 

C'est la proposition (1•11)• 

Définition fi3 • - Nous noterons l'ensemble des s € Sp(i) tels que, 
SP 

sur le 2i. plan de Z (je) © Z (i) d'équation 

(x ,p) = s (x ' , p') , 

x et x' ne sont pas indépendants • 
IL est bien connu que l'ensemble des ŝ  définis par (1.11) est Sp (i) ̂. £} # 

SP 

Preuve • - Evidemment s. £ • Réciproquement, soit s € S p (i ) ; sur 
Sp 

le 2i- plan de Z (i) © Z (X) d'équation 

(x ,p) = s (x' ,p') • 

on a , puisque s est symplectique : 

<p,dx> - < dp , x > = <p' , dx' > - <dpf , x'> . 

donc 

^ d [ < p ,x >-< pf ,xf >] = <p ,dx>- <p' ,dx'>; 

supposons s i J) • i x et x' sont indépendants sur ce 2/-. plan ; définissons 

sur ce 2 i - plan : 

(1.12) A(x,i') = |<p, t>-^<p' ,x'>i 
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nous avons donc 

d A = < p ,dx> - < p', dx'> , c'est-à-dire p = A , p» = _ A , . 
X X 

x et doivent-être indépendants i dét (A % f ̂  )^ 0 ; donc ^ = ŝ . ; 

ce qui achève la preuve. 

Les ŝ  engendrent évidemment Sp(X) : donc 

LEMME 1.3« - Le morphisme naturel 

G(X) -* Sp(X) est un épimorphisme. 

Vu le lemme 1.2. G (X) est un groupe de lie et 

(1.13) G 00 / C = Sp(X) ; 

( c est le centre de G (X) car le centre de Sp (X) se réduit à son élément 
unité ) . 

Définition 1.̂  . - Le groupe métaplectique Mp (x) est le sous-groupe de 
G (x) que constituent ceux de ses éléments dont la restriction à ^ ( X ) est 
un automorphisme unitaire de 2£(X) . 

(VA) € Mp (x) or les ŝ  engendrent Sp (i) ; ie morphisme naturel 

Mp(x) Sp(x) 

est donc un épimorphisme ; vu (1.13) f tout élément de G (x) se met donc, d'une 
façon unique, sous la forme 

c S ou S € Mp (x) , c > 0 ; 

notons R+ le groupe multiplicatif des nombres réels > 0 ; on a donc 

(1.1*0 G (x) = R+ X Mp(x) . 

L'étude de G (x) se réduit donc à celle de Mp (x) , qui a les propriétés 
suivantes : 

THEOREME 1. - Mp(x) est un groupe d'automorphismes de ^' (X) , dont les  
restrictions à 3é(X) sont des automorphismes unitaires. 

1) Soit S le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1 ; 
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(1.15) M P (1,) / s 1 = S P (1,) • 

2) � D 1 'b.ypersurface de M p Ct) se projetant sur L) ; tout 
Mp Sp 

élément de M p (1,) \ E â ·1 'expression c SA .2!! c E 6.1 et SA est 
Mp 

du type ( 1 . 1 0). 

3) I.e. restrictian à 'f (X) de tout S E Mp (1,) est un automorphisme de i(X). 

Preuve de 1). - ( 1.13) et ( 1 .14) 

M P (1,) • 

'Ii. 1 
; '5 est identifié à un sous-groupe de 

Preuve de 2). - Soit S E Mp (1,) \ BMp ; l'image de S dans S P (1,) est 

donc du type sA ; S S'i1 E 5 1 , vu (1.15). 

Preuve de 3). - Vu 2) , S = c SA S At\l; or les restrictions à j' (X) de 

c , SA et SA' sont des automorphismes de � (X) • 

2. LE sous. GROUPE S P 2 (1,) � M P (1,) • • 

Définition 2. 1 .  - Nous notons S p 2 (1,) le sous-groupe de M p (1,) qu' engen­

drent les SA . 

t'objet de ce no est de prouver ceci: Sp 2 (1,) est un revêtement d'ordre 2 

de S p (1,) • 

Pour le prouver, calculons les inverses des S A et leurs composé�. 

* Définition 2.2. - Etant dormé A ElA, définissons A E lA cOll'lDle suit: 

A* (x ,x' ) = • A (x' , x) ; Il (A*) = il, Il (A); m (A*) = t - m (A) • 

• 1 
SA = sA* • 

Preuve • - n s ' agit de prouver .. pour f et f' E ';! (X), l'équivalence des 

deux conditions. 



- 18 -Ch I , § 1 
i /2 

t ( x ) = f i l l ) A ( A ) J e v A < * f (x«) d Ax' , 
•\2TT1/ X 

. i /2 
= LULË) a ( A ) J e-vA (x,x«) f w di x . 

\2TT / X 

c'est-à-dire, vu l'expression (1 .9) de A, l'équivalence des deux conditions : 

f (x) = S e-v<Lx,x'> f f ( x § ) d X x t f 

X 

I v I A _ v < L x 1 x , > ç 
ff (*f) = ( 3 l T ) |détL| J e f(x)d x; 

X 

la formule d'inversdon de -Fourier pfcuve eette équivalence * donc le lemme • 

Pour composer les S explicitons S. (evcP ) , cp' étant une forme qua-
dratique ; la définition que voici le permettra. 

Définition 2.3. - Choisissons dans X des coordonnées linéaires telles que 
JL 1 Z * * d x= dx A ...Adr et dans X les coordonnées duales. Les notions 
que voici sont indépendantes de ce choix. 

Soit une fonction réelle, deux fois derivable : 

cp : X •+ F • 

Hess (cp) désigne son hessien, c'est-à-dire le déterminant de ses dérivées x 
secondes ; c'est-à-dire celui de la forme quadratique. 

X3dx * - v < d c p x,dx>€F ; 

Ihert^ (cp) désigne l'indice d'inertie de cette forme ; il est défini quand 
Hess (cp) ^ 0 

^ C'est le nombre de valeurs propres négatives de l'opérateur linéaire symétrique 
d x H dcpy 

file://�/2tt1/
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Evidemment : 

Inert ( -9) = L - Inert (cp) : 

arg Hess (cp) = TT Inert (cp) mod 2 rr , 

Cette formule nous permet de définir 

(2.1) arg Hess (9) = TT Inert (9) ; 

d'où, par exemple 

(2.2) [ Hess (q>) ] * = | Hess (9) |* i W t ( c p ) 

Si 9 est une forme quadratique réelle 

-1 t * 
9iX3xH^<Rx,x> , où R = R : X X , 

alors Hess (9) et Inert (9) seront notés Hess (R) et Inert (R) • Hess (R) 

est le déterminant de la matrice symétrique R • Inert (R) est le nombre de 

ses valeurs propres < 0. Evidemment : 

_i 1 
(2.3) Inert (R) = Inert (TT1) ; [Hess (R)]8[fiess (-R-1)] * i* 

IEMME 2.2. ~ Soit 9' un poljftSome réel du second degré; soit A € A tel que 

Hess^, (9f(xf) + A (xfX1) )/0 ; notons 9 Çx) 3#-valeur ta&tique du polynôme : 

X 3 x f H A (x , x 1) + 9f (x1) ; 

on a 

(2.4) SA (e
V C p t) = A (A) [ Hessxf (cp* + A) 1 " * e V * . 

Note 2.1. - Ce lemme suppose T > 0 ; jusqu'ici il suffisait de supposer 

•r réel non nul. 

Preuve. - On sait que 

2 

J e 2 dx = 7 2 TT ; 
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donc, si c € c et | arg (j. | < -H- s 

J e - 2 - ( x + c ) 2 d x = Cl « * / £ 1 < i - ) • 

on a donc 

0 0 ^-^-(x+c)^ - [v p - u, (x + C ) ] ^ 

r e v P * e 2 d x = e v ' J e 2 ^ " d x = â / I F e v 9 
x 77" 

cp étant la valeur critique de la fonction 

x • px+ cpf (x) f où = - 2v ( x + c) 

La transformation de Fourier F est définie par 

(2.5) (Vf € if(I)) (Ff) (p)= (|1 ) ' / 2 J e - v < p , x « > f f ( x. ) d* a c.. 

X 

nous avons donc, pour i = 1 , | arg 1 < "g î 

ni 

puisque F est un automorphisme continu de • (X) , la formule précédente vaut 

encore pour |j, = - e v , e € R ; alors 

^ =J1 si e > 0 , = ±JJ7\ si e < 0 . 

«/M 

Autrement ditf quand JL = 1 , le résultat suivant vaut: So±t un polyrâftae ~reeldu 

second degré f X*ifr^èl "(|ue Hess cpf ^ 0 ; soit cp (p) la valeur critique 
du polynôme î 

x H-+ cpf (x) - <p f x5> ; 
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on a 

(2.6) F e V C P = [Hess cp'] e v c p 

Il suffit de choisir des coordonnées x^ de X telles que 

t 
q>« (x) = E <P» (xJ) , 

j=1 j 

les cp1 j. étant des polynômes du second degré de la seule variable x^, pour 

constater que , puisque la relation (2.6)vaut, pour t - 1 , elle vaut pour 

tout 1, 

Or, vu la définition (1.9) de A, (1.10) de S A et (2.5) de F, dans le cas 

P = Q = 0 : 

on a, 

(SAf« ) (x) = A (A) (F f ) (Lx) ; 

(2.6) prouve donc (2.4) dans ee; casf auquel le cas général équivaut évidemment, 

vu ces définitions de A et • 

Avant de composer les , composons les s^ 

LEMME 2.3. - 1) Soient A et A» ê A ; la condition 

(2-7) s A s A f t E 
S p 

équivaut à la condition 

(2.8) Hess^, [ A(x ,x')+ Af (x' , x")]^0 (ce Hess, est constant ) . 

2) Cette condition équivaut, vu le lemme 2.1, à l'existence de A" € h tel que 

(2.9) s^ s^, s^n = e [élément neutre de Sp (ji) ] ; 

A" est défini par la condition que voici : la valeur critique du polynôme 

x' h-* A (x ,x') + A' (xf ,xit) + A" (x»,x) 

est nulle. 

3) De môme que (1.9) définit -A par P, Q, L , définissons A1 et A" par 

P', Q', L' et P", Q", I/1 ; la condition (2.8) d'existence de A" s'énonce : 

P' + Q est inversible ; 
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A" peut être défini par les formules : 

(2.10) pn + Q' = L' (p' + Q) - 1 t
L" P + Q" = t L ( P' + Q) - 1 L 

1" = _ 

t L (P' + Q) - 1 t
u • 

Note 2.2. - On a, en écrivant A+ A' + A" pour A (x ,x') + A'(x' ,x")+A"(X�' ,x): 

(2.11) Inert
x (A+A'+A") = Inertx' (A+A'+A")=Inert

x" (A+A'+A") ; 

(-2.t2) Hess , (A+ A' + A" ) 
x 

= 62 (A) 62 (A') 

62 
(A" *) • 

Preuve de 1). - Vu (1.11), les relations 

(x ,p) = sA (x' ,p') , (x' ,p') = sA' (x" ,p") 

s'écrivent 

l'élimination de p • et x' entre ces re1a tions définit 

(x,p) = sA sA' (x", p"). 

La condition (2.7) sAs A' � L) équivaut donc à chacune des suivantes : 
sp 

cette élim:ination laisse x et x" indépendantes; 

la relation 

A ,  (x,x') + A' (x' ,x" ) = 0 
.'X x' 

laisse x et x" indépendantes; 

il existe x' vérifiant cette relation, quels � soient x et x" • 

Or, dans (1.9), dét L� 0 J done (2.7) eq,nvaut à (2.8). 

Preuve de 2). - L'hypothèse (2.9) signif'ie ceci : deu% qœlecnques des trois 

relations suivantes impliquent le troisième 

(x , p) = s
A 

(x' , p') , (x' , p') = S At (x" ,ptt) , (x" ,p") = S 
AH (x, p) 

• 
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Donc, vu (1.11), chacune des trois relations que voici implique les deux autres : 

(2.13) (A+A' + A") = 0 , (A+A' + A") , = 0 (A+A' + A") „ = 0 , 

X X X 

où A+A' + A" = A (x,x') + A'(x' , x") + A" (x" , x) . 

Or, vu la foimtle d'Euler, ces trois relations impliquent 

A + A' + A» *= 0 . 

Donc : 

(A + A' + A") t = 0, c'est-à-dire (A+ A') ,=0 implique A+A' + A"= 0. 
X X 

Prenave- de 3). - D'une part 

Hessx, (A+ A' + A") = Hess (P» + Q) . 

D'autre part les trois relations, deux à deux équivalentes,(2.13) s'écrivent : 

(P+Q") x - t Lx' - L"x" * 0 

- Lx+ (P' + Q) x' - t L' x" =0 

- tL"x -L'x ' + (P" + Q') x" = 0 ; 

(2.10) exprime évidemment ces équivalences. 

Preuve de la Note 2.2. - Vu (2.10)1 » les matrices symétriques 

P" + Q' , (P' + Q) " 1 et P+Q" 

peuvent être transformées l'une en l'autre ; elles ont donc la môme inertie ; 

c'est ce qu'énonce (2.11) . 

Vu (2.10)2 , 

Hess (P' + Q) = (dét L) . (dét L») / (- 1) 1 dét L" ; 

vu la définition 2.2, c'est ce qu'énonce (2.l2f) . 

Définitions 2.4. - Etant donnés 

S A ' S A ' *''*jpi""€'sP(£)-E t B l s <lue s A S A ' S A " = 6 9 

Sp 
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définissons i 

(2.14) Inert (s,, s . s ) = Ihert (A+A' + A") [voir (2.11) ] . 
A A' A" x 

Définissons 

Inert (S A,S A. , SA^) = Inert (s A , s A, , sA„) . 

Définissons d'autre part l'indice de Maslov m (S
A)€ de S A par : 

(2.15) m (SA) = m (A) mod.4; 

le § 2 n° 8 le rattachera à l'indice que V.I. Maslov a effectivement introduit, 

le leuime 2.1 et (2.15) ont pour conséquences évidentes ceci : 
r Inert (sAJ , s~] , s"1) = i - Inert (s A, s A, , sA„ ) ; 

(2.16) J 
, m (S~1) - i - m (SA) ; m (-SA) = m (SA) + 2 mod . 4 

Nous pouvons enfin étudier la composition des . 
LEMME 2.4. - Soit un triplet A, A', A" d'éléments de A» tel que 

(2.17) s A s A, sA„ = e . 
On a 
(2.18) S A S A, SAn = + E [E : élément neutre de Mp (l) ] . 

La condition pour qu'on ait 

(2.19) S A S A, SA„ = E 
est 
(2.20) Hhert (SA, S A ? f SAff) = m (SA)-m (SAJ)+m (S^) mod. k 

Note. - La condition (2.17), qtii équivaut donc à (2.18); implique (2.20) mod.2. 
Preuve. - Soit y € X ; la formule (1.10) vaut quand on y remplace ff par 

la mesure de Dirac de support y : 

ô' (x) = ô(x-y) ; 
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on obtient : 

(S ô») (x) = è 4 ) " / 2 A (A*) e v A . ^ ^ ) ; 
A 2TT x 

d'où, vu le lemme 2.2 

(S AS A, 6«) (x) = (iji) * / 2 A (A) A (A«) {Hessx, [ A(x ,x«) + A'(x« , y)]}-*^"**'
X> ; 

d'où, en multipliant par f 1 (y) d y où f 1 6 J (T) et en sommant : 

SA V f ' " " ^ W 1 [ U + A ' + ] " * S * " * f ' ' 

d'où, vu le lemme 2.1 et la formule (2.12) : 

S S S = + E , 
A A' A" - ' 

Précisons ce signe : vu la définition .2.4 

arg[Hessx. (A+A'+A-)]* « | Inert (SA , S A, , SA„) mod 2 TT ; 

vu la définition 1.2 , (2.16) et le lemme 2.1 

arg A(A) = f m (SA) , arg A(A') = ̂ -m (SA.) = \ [i-m (S^/)] , 

argA (A»*) = f m (S^) = -g- [l (SA« ) ] m o d 2TT ; 

donc 

arg(+1) = f [inert (S A fS A i , SAff) -m(S A)+m(S2 1

f)-m(S A f t)] mod 2n 

Rappelons que Sp2(j&) désigne le groupe qu* engendrent les S A. 

IEMME 2.5, - Tout élément de Sp 2 (i) est produit de deux des S . 

Preuve * - Vu le lemme 2.1, tout élément de Sp 2 (x) est produit de S^. Il 

suffit donc de prouver ceci : 
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Etant donnés U, V, W € A , il existe B et C € A tels que 

(2.21) S u S y S w * S B S c . 

Or, vu les lemmes 2.3 1°) et 2.4 , pour tout W € A et tout T élément générique 

de {Ŝ } , S T appartient à {Ŝ } et est générique ; donc, pour T générique : 

S v S T € {S^ , S n ^ € { S A} , S"
1 S^ € 

d.où (2,21) avec 

S^=S US. VS T€ { S A} , S c = S T'
1 Sw € {SA} . 

La restriction à Sp ̂  (/) du aorphisme naturel Mp (i) Sp (jfc) est évidemment 

un morphisme naturel : 

S p 2 U ) ->Sp(j£) . 

LEMME 2.6 . - Le noyau de ce morphisme est le sous-groupe 

S°= { E,-E} ; 
donc 

s p 2 U ) / s
0 = s P U ) . 

Preuve . « Vu le lemme précédent, le noyau de ce morphisme est l'ensemble des 

SA SA f ^ e* Af € À ) tels que s^ s^, = e ; d'où, vu le lemme 2.1 : 

SA' = SA* ; 

donc, vu la définition 2.2 : 

(Vx,x' €X) A' (x ,x') = A* (x ,x') ; 

par suite 

A (A') = + A (A*) 

et 

SA' = * SA* J d 0 n ° SA SA' = t E • 

IEMME 2.7. - Le groupe S p 2 (i) est connexe. 

Preuve. - Etant donné k € (groupe additif des entiers mod. 4), notons 

l'ensemble des S^ tels que 

m (A) = k, c.à.d. i~k A (A) > 0 ; 

vu la définition 1.2 de A, chaque est un domaine connexe de Sp 2 (J&) • 

Etant donné k € 2 ^ , soient S^ et Ŝ . tels que : 
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m (SA) - m (S'] ) =-k mod 4 , 

P' + Q ait une valeur propre nulle et i - 1 valeurs propres > 0 . 

Soient B et B* € A, voisins de A et A 1, tel que 

Hess , (B +B») i 0 ; 

définissons B" € k par S S S = E.'; ïnert (B + B») 
y B B' B" ' x' ; 

prend les valeurs 0 et 1 ; puisque m est localement constant : 

m (SB) = m (SA) ,m (S',
1) = m (S^,1); 

vu (2.20) , m (Sgn) prend les valeurs k et k + 1 dans tout voisinage de 

(SA S^, )"
 1 qui appartient donc à n Dj c + ̂  i 

\ n V i ^ ' • 

Cou le lemme. 

Les lemmes ci-dessus prouvent le théorème suivant. Son 1° réduit l'étude de 

Mp {i) à celle de Sp 2 (i) ; on trouve son équivalent chez D. Shale et A. Weil ; 

mais la preuve que nous en avons donnée a établi divers autres résultats qui nous 

seront indispensables. L'un d'eux est le 3°) de ce théorème : c'est le n° 8 

du § 2 qui l'emploiera. 

THEOREME 2 . - 1V Les éléments S A de Mp U) que définit (1.10) engendrent 

XKXI sous-groupe Sp 2(x) de Mp (i) ; Sp 2(i) est un revêtement d'ordre 2 du 

groupe Sp(jfc) ; c'est un groupe d'automorphismes de zf (X) se prolongeant en  

automorphismes unitaires de 2^(X) et en automorphismes de ^'(X) . 

2) Les fonmiles (2,1.1) et (2.1*0 définissent l'inertie de tout triplet 

s, s', s n d'éléments de Sp (x) \ £}g tel que : 

s s' sff = e f élément neutre de Sp ] ; 

l'inertie est une fonction localement constante• (discontinue sur T)„ ) j à 

valeurs dans {0 , 1 , ..., £ } , vérifiant : 

m> 1 wm 1 *» 1 
Inert (s, s', s") = Inert (s w, s, s') = ... = & - Inert (sw ~, s 1 ~, s ~ ) . 
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Notons S l'farpersurface de Sp 9 U ) dont la projection naturelle sur 
Sp 2 * 

Sp (x) est D s p ï les S^ , définis par (1.10) , sont les éléments de 

S p 0 U ) \ S Q . Soit un triplet S , S 1 , S" de tels éléments, vérifiant : d bp2 

S S 1 S" = E [élément neutre de Sp £ (i) ] ; 

soient s, s' , s" sa protection naturelle sur Sp (i) : nous définissons 

Inert (S, S' , S") = Ihert (s , s' , s") . 

3) La formule (2.15) définit sur Sp P(jt)\D q X*SadJoe- tfe ifeslov m ; 
p 2 

c'est une fonction localement constante (discontinue sur Ij^p ) t à valeurs  

dans ; elle vérifie 

m (S"'1} ». 4-m (S) ,m (-S) = m (S) + 2 mod 4 ; 

Inert (S, S' , S" ) = m (S) - m (S' ~ 1) + m (S") mod 4 . 

Note 2.3. - Nous verrons ultérieurement que cette dernière formule et la pro­

priété d'être localement constante caractérisent m • 

Note 2.4. - S p ^ U ) contient les trois sous-groupes de G (l) qu'a définis 

le n° 1 : 

(i) par Fourier ; (ii) par des formes quadratiques ; (iii) par des automorphismes 

de X 

Preuve. - Soit S un de leurs éléments ; on trouve aisément A € À tel qtte 

S S A = S A, , ou A' € k . 

Note 2.5. - On peut prouver que tout S € Sp 2 (i) est du type : 

S = S 2 S^ S^ , 

ou • s^ € (i) $ c.à.d. est une transformée de Fourier portant sur au plus £ 

coordonnées ; 

S1 e t S 4 € C 1 1) f c.à.d. sont du type : f ' e v Q f ' f Q : forme quadratique  

réelle ; 
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S 2 6 (l±i) fc.à.d. est du type : f* (.) y dét T f • (T> ) f oîi T est un 

automorphisme de X 

3. OPERATEURS DIFFERENTIELS A COEFFICIENTS POLYNOMIAUX • -

Vu la définition 1.1 f les éléments de Sp 2 (i) transforment des opéra tours de ce 

type en opérateurs du môme type ; ce n° 3 explicite cette transformation. 

+ - 1 
Soient a et a derac polynômes de — , x f p : 

a +(vfXtp)=Eâ^(v,x) p a ; a" (v f p Tx) p*'a* ( v f x ) ; 
a (cr * taulti-indice) 01 

Considérons les deux opérateurs différentiels : 

(3.1) « + ( v , x r j & ) i f ~ E < (* ,.) (J- &f f (.) I 

(3.2) a' ( v , - J - ^ , x ) : f H E ( T f x ) a [ S ( v " > f <•) ^ 
or 

LEMME 3«1« - Lfidentité de ces deux opérateurs 

( 3 . 3 ) .+ ( v , I f J . A , . . - { V f J . 5 ï . , s ) 

o 1 

équivaut à !•existence d'un polynôme a en ~ » x , p , tel que : 

( 3 . * 0 a + (v,x,p)= e 2 v Ô 3 C ' ô * a° (v,x l P) 

| - 1 < A _L > 
I a (v ,p ,x) = e à (v,x,p ) . 

Les notations sont les suivantes î 

^ £ ^ 2 . ^ 
<-ê- , -ê- > =D • — — (x*3 ,p. : coordonnés duales de X et X ) 

ô x Ô P j = 1 à^ôp. J 

J 

/ < f x ' f P

> _ ; ± xk a ô ^ k 

k= 0 

Preuve. - La relation ( 3 . 3 ) définit une bijection a»-» a + telle que, pour 
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tout p € X î 

+ , . -v<p,x> + , 1 ô N v<p,x> 
a (v,x,p)=e a (v,x," ~ ) e 

= . - » < " I > . - t » , f f I , I ) . ' < t ' I > = D ( P ^ f ! )
t . ; ( » , I ) = 

= e v ô x'ô.p a - ( v , p , x ) , 

car df après la formule de Taylor, pour tout polynôme P : X c et toute fonc­

tion f : X c s 

P ( p + f f x ) t < x)-B ^ C 3 f )
PP(P) ( ^ f x )

P f (x) 

__L < _L _L> 

= e v Ô * ' Ô P [P(p) f (x) ] . 

La bijection a"" -> a + peut donc être définie par la relation 

a (v,x,p) = e r a -(v f p f x) ; 

c'est ce qu'affirme le lemme. 

Définition 3«1« - Soit un opérateur différentiel a , d'expressions (3.1) et 

(3.2) ; il est défini par le polynôme a en ( — . x , p ) qui vérifie (3.^) • 

Nous dirons que a est l'opérateur différentiel associé au polynôme a° 

— 1 
Le théorème 3.1 explicitera le transformé S a S"" de a par S ê Sp^ (JE) ; 

le lemme 1.1 lfa déjà fait quand a° est linéaire en (x 9 p ) • la preuve de 

ce théorème emploiera les propriétés suivantes . 

IEMME 3^2. - Si a et b sont les opérateurs associés aux polynômes a° et 

b°. alors l'opérateur 

c = a b 
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0 
est associé au polynôme c valant : 

(3.5) c° (v,i, P) H . ^ ^ ^ " ^ ^ ^ « W ^ W K I ) ] } . 

q = p 

Preuve . - Si b°(v , x , p) ne dépend que de p, alors le polynôme c° associé 

à c = ab est î 

_ L < _ L ± > 
c ° ( v , x , p ) = e " 2 v Ô X ' ô p [ a + ( v , x , p ) b°(p) ] 

- T v < T x » T ï ) + T q r + r \ r \ i \ 
= { e v o p o 4 j - a ( V f X f P ) b (q) j } 

q = p 

= { e-2v à x ' ô q [ ao ( v , X j p ) b° (q) ] } . 
q=p 

De même, si b° ( v, x , p) ne dépend que de x , alors le polynôme associé à 

c = ab est : 

I_< A. -à.> 

o° (v,x,p) = { e 2 v ^ ' ô p [a°(v, x , p) b°(y) ]} 
y = x 

Donc, si b + ( x ,p) = b' (x) b" (p) , alors le polynôme associé à c = ab est i 

j _ < _ô_ _ ô _ > - L < - à - _ L > 
c°(v,x rp) = e "

2 v Ô X ' ô q { e 2 v à y ' ô p [a° ( v , x , p ) b'(y)] } b«(q) | 
y=x q=p 

= - 2 v < ô x ' ô q "2v ôy'ôq 2v ôy'ôp [ a ° ( v , x , p)b'(y)b«(q)] } 
y = x 
q = p 

c'est-à-dire (3.5) » puisque, vu (3.^) ' 

e"2v ôy'ôq [b« (y) b" (q) ] = b° (y , q) . 

D'où le lemme 3.2 , dont voici une conséquence évidente î 

LEMME 3.3. - L'opérateur 

o=l (ab+ba) 
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est associé au polynôme : 

q = p 

Si b est linéaire en (y , q) , alors 

d'où 

r -, 0 O 0 0 
ch [••••] a b = a b ; 

donc : 

lEMME 3«^. - Si b est linéaire en (x , p) , alors l'opérateur associé à 

0 0 \ f 

a b est '̂ (ab + ba) • 
Ce lemme permet de prouver le 

THEOREME 3.1. - Le~transformé S a S " 1 de a ^ S est l'opérateur diffé- 

rentiel associé au polynôme a o s" [S € Sp^ (i) ; s est l'image de S dans 
s p U ) ] . 

Preuve. m Soit b un opérateur différentiel associé à un polynôme b° linéaire 

ou affine en (x , p) ; le lemme 1.1 signifie que le théorème 3 s'applique à b . Pour 

le prouver par une récurrence relative au degré de a en (x f p) , il suffit 

donc de prouver cèû± : si le théorème s'applique à a°, alors il s'applique à 
0 o 

a b . 
* \ 0 0 

Puisque le théorème s'applique à a et b , les opérateurs associés aux 

polynômes 

0 0 / 0 °v • I , 0 1 0 -1 

a b et (a b ) o s = (a 0 s" ) (b o s ) 

sont respectivement, vu le lemme J.k> : 

|(ab + ba) et -g-( Sa S"" 1 Sb S" 1 + Sb S~~1 Sa S" 1) = j S (ab + ba) S* 1 . 

Le théorème s'applique donc à a° b° ; il est donc prouvé. 
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Complétons-le par un théorème concernant les opérateurs adjoints. 

Définition 3.2. - Rappelons que ^(X) est muni du produit scalaire : 

(V f , g € #(X) ) (f | g) = J f (x) iTxT d*x 
X 

(g(x) : imaginaire conjugué de g (x) ) . 

Deux opérateurs différentiels a et b sont dits adjoints si 

(3.6) (V f ,g 6 HU) ) (af | g) = (f | bg) . 

THEOREME 3.2. - Pour que les deux opérateurs différentiels a et b associés 

0 0 
aux deux pcflynomes a et b soient adjoints, il faut et suffit que 

(3-7) (Vv€iR , xGX ,p €X*) b° (v ,x , p) = a° (v , x ,p) • 

Preuve • _ H est évident que (3*6) équivaut à : 

b* (v f p f x) = a
+ (v , 3c* p) , 

c'est-à-dire, puisque v est imaginaire pur, à : 

_ L < J L J L > -l<-à. A > _ 
" 2 v ôx ' èp , 0 f \ " " 2 v ô x , ô p ° r \ e ^ b (v , x , p) = e r a (v , x , p) . 

donc à (3.7)» 

Les théorèmes, 3-1 et-5*2 ont évidemment le corollaire suivant 

COROLLAIRE 3.1. .Si est l'adjoint de a , alors (V S € Sp 2 (i) ) 

S a* S " 1 est l'adjoint de Sa S ~ 1 . 

Le théorème 3*2 a évidemment le corollaire suivant, qui sera important : 

o 

COROLLAIRE 3.2. - Pour que l'opérateur a associé au polynôme a soit auto­

adjoint il faut et suffit que ce polynôme soit à valeurs réelles ( V v € i F , 

x € X , p € X* ) . 
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§ 2 # Indices de Maslov ; indices d'inertie ; 

les variétés lagrangftennes et leurs orientations « 

0. INTRODUCTION. - Historique . - Suivant une indication de V.C.BOUSLAEV [3], [il] 

le § 1 vient de définir sur Sp 2 {i) , par (2.15) , un indice de Maslov mod. 4 et 

de le rattacher par (2.20), à un indice d'inertie, fonction de deux éléments 

de S p U ) * 

Par ailleurs V.I. ARNOLD [1] [11] définit sur le revêtement de la grasmannienne 

lagrangienne A (i) de Z (i) un autre indice de Maslov, qui se rattache au 

précédent et à un second indice d'inertie, fonction d'un triple t de points de 

A U).J.M. SOÏÏRIAU [15] a donné une variante à la définition de l'indice de Maslov 

qu'expose ce § 2 # 

Sommaire « - Le § 3 du chap. I et le chap. H emploieront ces deux indices 

de Maslov et un troisième indice d'inertie, fonction d'un élément de Sp 

et d'un point de A (i) . 

Nous reprenons en les adaptant, les diverses définitions de ces divers indices 

(Arnold, n° 5 ; Maslov, n° 6 ; Bouslaev, n° 7 ) pour expliciter leurs propriétés 

(n° ̂ , 5r 6$ 7y 8 ) * dont le § 3 én&ncera celles qu'emploiera le chapu H • 

H nous faut d'abord préciser les propriétés topologiques de Sp (i,) et A£A) ; 

(théorème 3) • Pour étudier ces propriétés nous employons conme Arnold une 

structure hermitienne de Z(j&) ; (n° 1 et 2) . 

1. - CHOIX DE STRUCTURES HERMITIEMES DE Z U ) • - Notons (z | z ' ) le 
0 

produit scalaire de deux vecteurs de C muni d'une structure hermitienne ; 

évidemment 

Im (z J z f ) = - Im ( z f | z) 

est une structure symplectique de C 

De façon plus précise : 



- 35 -Ch I , § 2 

Lemme 1 • 1 • - La restriction à X définit un homéomorphisme entre : 

- L'ensemble des structures hermitiennes (. | •) de Z(i) telles que 

(1.1) Im(z | z') = [z , z»] , iX = X* ; 

- l'ensemble des structures euclidienne de X. 
Preuve . - i) La restriction à X d'une structure hermitienne de Z(X) 

vérifiant (1.1) est euclidienne, puisque : 

(vx , x' ex) [x ,x'] = 0 . 
Notons que ,vu ( 1 • 1 ) : 

(1.2) (z| z') = [iz ,z'] + i[z ,z'] ; 

en particulier : 

(1.3) (Vx,x'€X) (x |x') = [ix ,x'] ; 

donc . 
2 

(1.V) ix=* 5 M 6 X* . 

ôx 

ii) La donnée de (. | . ) sur X , définit : 

- par (1.^), la restriction de i à X : 
i 1 : X X*; 

- la restriction de i à X : 
* - 1 2 ±2 : X X , car i 2 = - puisque i = - 1 ; 

- donc l'automorphisme i de z (/) : 

(1.5) i (x ,p) = (igp , i^jx) 

- enfin, par (1.2), la structure hermitienne de Z (X) . 

La restriction à X des structures hermitiennes de Z (/) vérifiant (1.1) 
est donc une application infective de l'ensemble de ces structures dans celui 
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des structures euclidiennes de X . 

iii) Elle est bijectise ; en effet i l'automorphisme i de Z (X) défini 

par la donnée de (. | .) sur X , c'est-à-dire par (1.5) , vérifie : 

i 2 = - 1 ,[iz , Z']=[iz' , z] , Car
 t i 1 = i l , t i 2 = i 2; 

(.}.), que (1.2) définit sur Z(X) , est évidemment linéaire en z € C , 

- vérifie (z1 , z) = (z* , z) ; 

- est donc sesquilinéaire ; 

2 2 2 
- vérifie |x+iy j = I x I + I y I ; 

- est donc bien une structure hermitienne . 

Le lemme 1.1 a pour corollaire le 

LEMME 1.2. - L'ensemble des structures hermitiennes de Z (i) vérifiant (1.1) 

est un cône convexe ouvert ; il est donc connexe. 

Note 1. - Nous choisissons arbitrairement l'une de ces structures hermitiennes d 

Z (X) ; nous l'emploierons à définir des notions topologiques (les indices de 

Maslov) ; ces notions ne dépendront pas de ce choix f vu le lemme précédent. 

2. LA GRASSMANNIENNE LA31ANGIENNE A (jp QE Z (X) . -

Un sous-espace de Z (X) est dit lagrengien quand la restriction de [. , .] 

à ce sous-espace est identiquement nulle, c'est-à-dire, vu (1.1), quand la 

restriction de la structure hermitienne de Z (X) est une structure euclidienne  

de ce sous-espace. 

Tout repère orthonormé d'un sous-espace lagrangien de dimension k est donc 

constitué par des vecteurs orthogonaux dans Z (X) ; donc k ̂  X . 

Notons A (X) l'ensemble des sous-espaces lagrangiens de dimension X ; A (X) 

est nommée grassmannienne lagrangienne. 

X et X* € A (X) . 

Soient : \ € A ( X ) ; r un repère orthonormé de X ; c'est un repère de Z (X) : 

Z (X) (resp. X ) a pour éléments les combinaisons linéaires à coefficients 
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complexes (resp. réels) des vecteurs constituant r. 

Notons U (X) le groupe des automorphismes unitaires u de Z (X) ; 

* * t - t 
(c'est-à-dire : u u = e , ou : u * U ; • : transposé ; e : identité) ; 

vu (1.1) : 

U(i) c Sp(X) . 

Soient, de môme : X' € A (X) ; r' un repère orthonormé de X' . U (i) contient 

un élément unique u tel que : 

r = u *' ; 

dfoù : 

X = u X' . 

Le groupe U (X) opère donc transitivement sur A (X) : il en est de môme, a fortiori, 

pour Sp(X) ; d'où le 1°) du lemme ci-dessous, où St(X) [et 0 (i) ] désigne 

le stabilisateur de X* dans Sp (X) [et U(X) ] , c. à . d. le sous-groupe des 

s tels que s X* = X* . 

0 (X) est évidemment le groupe orthogonal. Le lemme 2.3 explicitera St (X) ; son 

2o) montre pourquoi le stabilisateur de X nous intéresse plus que celui de X. 

LEMME 2.1. - 1 ) On a 

(2.1) A (X) = Sp(X) / St(X) = U (X) / 0 (X) . 

2o) Notons W (i) l'ensemble des éléments symétriques w de U (X) ; 

• t t — — 1 
(c'est-à-dire I = w . Donc w 6 W (X) signifie : w = w = w " ). 

Le diagramme : 

U (i) 3 u u *u = w € W (X) 

(2.2) T 

U (i) / 0(X) =A(jî>5'X X 

définit un homéomorphisme naturel : 

(2.3) A (X) 3 X TT (X) € W (X) . 

La condition : 
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(2.4) z € X équivaut à z + w ( X ) z = 0. 

Notons : 

z = x + i y .où x et y € X ; 

supposons : 

1 £ sp (w (X)) [sp (w) : spectre de w; 0-chaîne de S ] ; 

(2.5) z 6 X équivaut à y = i ^ + ^ ^ | x , 

où i e* : 1K^) e st -une matrice réelle, symétrique ; (c'est-à-dire : identique e — WVÀ ) 

à sa transposée) . 

3°) dim (X D X f) est l'ordre de multiplicité de 1 dans sp ( w (X) w" 1 (X')). 

Note 2 . - Ce 3°) prépare la définition topologique de l'indice de Maslov (n°5) 

La preuve du lemme 2 . 1 repose sur le lemme suivant, qui est une conséquence 

évidente de l'expression de u € U (X) au moyen de ses valeurs et vecteurs 

propres : 

LEMME 2 . 2 . - 1o) Soit u € U (i) ; pour que u € W (X) , il faut et suffit 

qu'on puisse choisir réels tous ses vecteurs propres . 

2) Toute application surjective : 

1 1 1 

F : S ~> S (S cercle trigonométrique de C ) 

définit une application surjective : 

w (x) 3 v ^ F (w) e W (X) . 

Preuve du lemme 2 . 1 J2o) . - Le diagramme (2.2) définit une application (2.3) , 

car si u et u v € U (X) ont la même image dans A (X) = U (X) / 0 (X) , alors 

v 6 0 (X) ,donc : 

t, * t t t 
uv (uv)=uv V u = u u . 

Etant donné w € W (X) , vu le lemme 2 .2 2o), il existe u 6 W (X) tel que 
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2 t 
w = u ; donc w = u u; l'application (2.3) est donc surjective. 

Puisque X = u X , la condition z € X s1énonce 

- 1 * / - 1 - 1 - - 1 -
u z ê X , ou Re (u z ) = O o u u z + u z = O o u z + w z = 0 . 

L'application (2.3) est donc injective . 

Preuve du lemme 2.1 30) . . Notons w = w ( X ) , w ' = w ( X f ) ; X n X ' a pour 

équations : 

z + w z = 0 , z + w ' z = 0; 

c'est-à-dire : 

- 1 - 1 

X n X ' : w z = w' z ; z = - w z . 

Notons T le sous-espace analytique de Z (X) d'équation : 

- 1 - 1 

T : w z = W z ; on a dim T = k , 
c 

k étant l'ordre de multiplicité de 1 dans sp(w w'" ) • L'équation de X D X' 

dans T est : 

z + w z = 0 . 

Vu le lemme 2.2 2o) , il existe u € W (i) tel que : 

.2 - 1 -

- w = u = u u . 
l'équation de X (1 X' dans T s'écrit donc : 

u z = û z • 

L • isomorphisme 

r k 

T 3 z * - > u z € c 
applique donc X n X' sur la partie réelle F k de ; donc : 

dim X D X ' = k. 
r 

LEMME 2.3 . - Le stabilisateur St(/) de X dans Sp(i) a les propriétés 

suivantes : 

1°) Les éléments s de St(X) se définissent comme suit : 
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s (xf

 f p
f) = (x , p) 

équivaut à : 

t 1 

(2.6) x = s 1 x
1 , p = s" (p, + s 2x

f) , 

où : ŝ  est un automorphisme arbitraire de X ; 
t * s 2 ~ s 2 tm morphisme symétrique arbitraire : X X • 

2o) Cet élément s de St (i) est la projection des deux éléments S de 

Sp 2 (X) définis par : 

dét s"1 [ e 2 2 f (x')] 
x f = s 1 X 

Note 2 . 1 . - Nommons St 2 (X) le sous-groupe de Sp 2 (X) dont la projection 

sur Sp (X) est S t (X) . 

Vu la Note 2.5 du § 1 , St 2 (X) est l'ensemble des S 6 Sp 2 (X) qui opèrent pon 

tuellement sur ̂  (X) : la valeur de Sf f en un point x de X ne dépend que 

de lfallure de ff en un point x 1 de X (en fait-de la valeur de f1 en x f). 

•x-

Preuve de 1°) . - Les éléments du stabilisateur de X dans le groupe des 

automorphismes de lfespace vectoriel Z (X) sont les applications 

(xf , p f) >-> (x,p) définies par : 

x = s 1 x
1 , p = s* (pf + s 2 x

f) , 

où ŝ  et s^ sont des automorphismes de X et X . s 2 est un morphisme 

X -+ X . Ces éléments appartiennent ,à Sp(X) quand : 

_ t - 1 _ t 
s * ~ ŝ  9 s 2 "~ s 2 * 

Preuve de 2o) # - La formule (2.7) définit un automorphisme S de à 1 (X) , 

qui appartient à S p 2 (X) vu la Note 2.4 du § 1 • On a évidemment : 

x.(Sf)= SCf.s^.] ,"Jf x(Sf)= S [ V 1 (-J ^ , + s 2x')f ] ; 
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donc,pour tout a de ou (§ 1 , no 1 ) : 

a° (Sf).S.* , t . - 1 ( ^ l + ^ x . ) ) f ; 

c'est-à-dire, vu (2.6) : 

S a S est associe à a o s ; 

s est donc lfimage naturelle dans Sp (X) de + S 6 Sp^ (X) • 

3. LES REVETEMENTS DE Sp (X) ET A (X) . - Les propriétés de ces revêtements 

résultent de celles de TT [ Sp ( x ) ] et rr̂  [A (X) ] , qui s 1 obtiennent en 

étudiant TT [ U(X) ] . 

n désigne le y:^
emB groupe d̂ homotopie ; cf. N. Steenrod [16] ; précisais que 

N. Steenrod donne à l'expression "groupes symplectiques 11 un sens autre que le 

nôtre. 

LEMME 3 , 1 . - 10) Lfinclusion 0 (X) c St(X) induit un isomorphisme : 

(V k 6 W) n k [0 (X)] - TTK [St (X)] . 

2o) Lfinclusion II (X) c Sp (X) induit un isomorphisme : 

(V k €W) n k [U(X)] - n k [Sp (X)] . 

3°) Le morphisme 

y 

est un isomorphisme naturel : 

TT1 [U.ÇX)] - Z . 

Preuve de 1 ° ) • - Les éléments s de St(X) sont du type (2.6) ; ceux d'entre 

eux pour lesquels = 0 constituent un sous-groupe G L (X) de St (X) ; les 

inclusions 
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0 ( i ) c G l (X) c St (X) 

induisent des morphismes naturels 

n k [0 (X) ] ^TTk [GL(X)] -> n k [St (X)] , 

dont le second est un isomorphisme, car 

St(X) = GL(X) x R
n ou n = A l l t l L . 

H s'agit de prouver que i est un isomorphisme : or GL(X) opère transiti­

vement sur l'ensemble Q des formes quadratiques définies positives sur 

X ; 0 (X) est le stabilisateur de l'une telles ; donc 

GL(X) / 0 (X) = Q , où Q., est convexe ; 

l'exactitude de la suite d'homotopie de cette fibration (cf. Steenrod [16], 

17*3 i 17^) prouve que i est bien un isomorphisme. 

Preuve de 2o) 9 - Les inclusions 

U (X) c Sp (X) ; S t (X) H II (X) = 0 (X) c St (X) 

définissent une application (cf Steenrod fi 6] , 17.5) de la fib ration 

II (X) / 0 (X) = A (X) dans Sp (X) / St (X) =< A (X) ; 

sa restriction à A (X) est l'identité . Cette application induit un morphisme 

des suites d'homotopie de ces deux fibrations (cf. Steenrod [16] , 17.3 ,17.11 , 17.5] 

A' i' p' 

ï T k + 1 [ A ( X ) ] - TTk[0(X)] - n k [U(X)] rrk [A(X)] ... no[0(X)] 
• • • • • 

\ + 1 [ A(/)] -» T T k [ ^ ) ] - » TTk [SP(J5) ] -» TTk.[A(/)]... TTo[St(/)] 

Ce diagramme, dont les lignes sont exactes, est donc commutatif ; les i sont des 
o 

isômorphismes ; il en résulte que les i 1 sont nécessairement des isomorphisme s 

Preuve de 3°) . - ( Steenrod [16]25.2 prouve, par une autre voie, une partie 

de 3°) ) 
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Notons dét (c-à-d. déterminant) 1*épimorphisme : 

(3.2) U (JS) 3 u H dét u € s 1 c c ; 

notons S U (l) son noyau : u € SU(X) quand dét u = 1 ; on a donc : 

U (/) / S U (X) = s 1 ; 

(3.2) est la projection naturelle de U (X) sur S ; la suite d'homotopie de 

cette fibration contient la suivante, qui est donc exacte : 

(3.3) TT1 [SU (i)] i n1 [U(JÎ)] 5 ^ [s 1] -î TTQ [SU (X)] ; 

p est induit par le morphisme (3*2) ; SU(X) est connexe, donc TT [ SU(X) ] 
est trivial ; déterminons TT^ [SU(X)] • ° 

SU(X) opère transitivement sur la sphère : 

2X - 1 i j 
S : I z I = 1 ; 

l 
le stabilisateur du vecteur (1,0,...,0) de c est SU(X-1) ; donc 

SU(X) / SU(X-1) = S 2 X " 1 ; 

la suite d'homotopie de cette fibration contient la suivante, qui est donc exacte : 

n 2 [ S
2 X ~ 1 ] + ^ [SU(X-1)] î Tr^SUCi)] * TT-, [ S 2 i - 1 ] , 

ou (cf. Steenrod [16] , 21.2) TT1 [S
2 X " 1 ] et T T 2 [ S 2 X - 1 ] sont triviaux pour 

X è 2 ; donc i' est un isomorphisme ; or TT [SU(1) ] est trivial, car S,H(1) 

est trivial ; donc : 

(3.4) ^ [ S U O O ] est trivial. 

Puisque, d&rarla suite exacte (3.3) * [SU(/)] et [SU(X)] sont tri­

viaux, p est un isomorphisme. 
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est toi isomorphisme . 

le. composition de p, qui est induit par ("3*2) • et de cet isomorphisme est 

un isomorphisme rr̂  [U (X) ] Z , qui est évidemment défini par (3.1) • 

LEMME 3.2 1o) Le composé de 1fisomorphisme naturel [cf. (2.3) ] 

TT1 [ A ] Z TT1 [W(X) ] et du morphisme 

( 3 . 5 ) „ [ w u ) ] ^ ^ / A £ g g a > S Ï 

Y 

est tin isomorphisme naturel (Arnold [ 1 ] ) 

n 1 [ A(i)]= Z . 

2°) La fibration Sp (X) / St (X) = A (X) définit un ttonomorphisme 

(3.6) p : Z = rr1 [ Sp (X) ] -> rr1 [ A (X) ] = Z 

qui est 1© produit par 2 des éléments de Z . 

Preuve de 1°). - L'homéomorphisme naturel (2,3) permet de définir 

(3.7) dét \ = dét w € s 1 ; 

1*application 

(3.8) A (X) 3 \ H dét X € s 1 

est évidemment un épimorphisme. Vu (2.2), on a 

2 ^ 
dét X = dét u , si X = u X ; 

donc, pour tout u € U (X) : 

(3.9) dét (tu) = dét2 u . dét X . 

Inapplication (3.8) définit donc une fibration, dont U (X) permute les fibres ; 

c'est : 

A (X) / S A (X) = S 1 , 

en notant S A (X) la variété de A (i) définie par l'équation : 

S A (X) : dét w = 1 . 
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Lfexactitude de la suite d'homotopie de cette fibration prouve l'exactitude de la 
suite : 

(З.Ю) rr1 [s л (x) ] i и,, [л (X) ] ï [s

1] . 

Puisque 

P : тт1 [л (X) ] [ s 1 ] 

est induit par 
dét : W (X) -> s 1

f 

p est un épimorphisme. 
Déterminons тт̂  [S Л (X) ] ; S U (X) opère transitivement sur S Л (X) ;-

I S Л (X) ; le stabilisateur de X dans SU(X) est S 0 (X) , composante 
connexe de l'élément neutre de 0 (X) ; nous avons donc la fibration 

S U (X) / S 0 (X) = S Л (X) ; 

l'exactitude de sa suite d̂ hûraotopie implique celle de la suite : 

p' Д ' 

TT-, [S U (X) ] ^ [S A (X) ] -> n 0 [ S 0 (X) ] , 

où n [SU (X) ] et TT [S 0 (X) ] sont triviaux, va (ЗЛ) et le fait que 1 о 
S0(X) est connexe ; donc т̂  [S Л (X) ] est trivial ; dans (З.Ю) p est donc 
un isomorphisme . 

Il est induit par l'application (3.8) .En la composant avec l'isomorphisme 

nous obtenions un isoBwrphisne тт1 [ Л (X) ] -» Z , défini par (3 .5) . 

Preuve de 2o) . - Dans (3.b) , l'isomorphisme Z - n r
L 3p ^ ], oot Тл ъяяр1*1* 

des isomorphismes définis par le 2 ° ) et le 3°) du lemme 3 . 1 } 1'isomorphisme 
п 1 [л (X) ] - % est le composé de lfisomorphisme (3.5) et de celui qu'induit 
lf.homéomorphisme de Л (X) et W (X) . Prouver le 2o) du lemme 3.2 , c'est donc 
prouver ceci : 
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La fibration U (X) / 0 (X) = W (X) induit un morphisme 

(3.11) p : TT1 [u(X)]~* TT1 [W(X) ] - 2 

qui est le produit par 2 des éléments de 2S. 

Cette fibration est définie par l'application 

t 2 
U (X) 3 u»—•Tr="U ^ f qui vérifie détw =(détu) 

Puisque les isomorphismes figurant dans (3.11) sont définis par (3.1) et (3.5) • 

nous avons donc 

^ 2TTZ J detu 2nx d fj'x, > 2 

Y Y v.detu; 

ce morphisme p : 7 -> Z est évidemment la multiplication par 2 . 

Les deux lemmes précédents ont pour conséquence immédiate le théorème suivant , 

qui est évidemment indépendant de la structure hermitienne de Z (X) employée 

ci dessus : 

Définition 3. - a et p seront les générateurs de rr̂  [Sp(X)] et 

TT1 [ A (X) ] d'images naturelles 1 dans 2 . 

THEOREME 3.-1°) Sp(X) a un revêtement unique. Sp ̂  (X) , d'ordre q 

(q = 1 i 2 , ,») [i.e. : dont le nombre de points ayant môme projection sur 

S p (X) est q ] ; a opère sur S p ̂  (X ) ; a V n'opère identiquement sur S p^ (X ) 

que si r = 0 mod q . 

2o) A (X) a un revêtement unique. A^ (X) , d'ordre q ; p opère sur 

A q (X) ; -jî
T n̂ p̂èrer identiq^TOnt star A^ [t) que si r = o mod q . 

3°) Sp (X) opère transitivement sur A p (X) , 
q * -— - ^ q 

(3.12) (aS)l = S ( p 2 \ ) = p 2 ( S X ),oÙ X €A (i>S € Sp (X) . 
* 2q q 2q 1 2q 2q 2q q "q 



- 47 -Chl , §2 

Exemple 3*1 • - A 2 ^ G S ^ l t e n s e m ^ e des sous-espaces de Z (X) lagrangiens, 

orient^ (au sens dfEuclide) , ayant la dimension X ; Sp(X) opère sur (X) • 

Exemple 3«2 . - Spg (X) opère sur A^(X) : ce résultat est essentiel pour la 

théorie des développements asymptotiques (chap. II) • 

Notations 3 • - s désignera la projection sur Sp(X) de S € Sp^ (X) ; 

X A (i) de X € A^ 
q q 9 

X Z A 2 ( / ) d 6 X 2 q € A 2 q ^ ? 

e désignera lfélément neutre de Sp(X) ; E celui de Sp (X) . 

Nous choisirons ùn élément X de A .(£}- se projetant en 
OO 00 

•x- * 
X sur A (X) ; X^ désignera sa projection sur A

q ( ^ ) • 

4. INDICES D'INERTIE . - Définition de l'Indice d'inertie Inert . ( x , X ' , X" ) 

d'un triplet (X , A' fX
w) d'éléments de A (q), deux à deux transverses.. On a : 

X ® X' = X' ®Xn = X« ® X = Z (l) . 

Les conditions 

(4.1) z a , z f a f , z w a n , z + z' + z w = o 

définissent donc trois isomorphismes ç 

/ \ 

X" 3 z" < - 4 z' € X' 

dont le produit est l'identité. On a, vu (4*1) : 

(4.3) [ z ,z' ] = [ z' ,z"] = [ z" ,z] ; 

ce nombre est la valeur d'une forme quadratique de z € X (de z' € X' ©u de 

z" € A"); les isomorphismes (4.2) transforment les unes en les autres ces formes, 

qui ont donc le môme indice d'inertie ; il sera noté : 
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Inert (X , X' , X" ) . 

LEMME 

X 9 z *-» [ z , z » ] € H 

est non dégénérée (c'est-à-dire : n'a pas de valeur propre nulle). 

Preuve . - Soit un second triplet 

Ç<E X f £ ' € X ' , C " 6 X" tel que C + £' + £" = 0 ; 

puisque X , X1 et X" sont lagrangiens, la forme "bilinéaire 

(z,ç)*-*[ Z f £•] = [;• ,z»] = [z", ;] = [£,z'] = [z' , c f , l = [Cwfz] 

est symétrique et est donc la forme polaire de la forme quadratique 

z M [z , z1] • 

Si celle-ci était dégénérée, il existerait donc z / 0 tel que : 

z e x , ( v c f e X») [z ,;•] = o , 
cT est-à-dire 

z € X fl À1 , 

contrairement aux hypothèses. 

Inert (.,.,•) a donc les propriétés suivantes : 

(4.4) Inert (X ,X» , X") = Inert (X 1 , X" , X) = i - Inert (X , X w ,X f). 

Inert (. , . , . ), qui est défini quand ses arguments sont deux à deux transverses, 

est localement constant sur son domaine de définition . 

(4.5) (VseSp(A)) Hhert (sX , sX f, sX") = Inert (X ,Xf , X") . 

Les formules (2 11 ) et (2.14) à\i Ch I, § 1. ont défini Inert (s ,s f , s n ) pour 

(4.6) s,s f ,s n ê Sp(/)\S , ss f sff = e ; 

Sp 

entre ces deux indices d'inertie existe la relation suivante : 

THEOREME 4.1. - Sous lfhypothèse (4.6), on a : 

(4.7) Inert (s , s' , s") = Inert (s X* , X* , s M " 1 X*) . 
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Note 4. 1. - la condition sEL) 

sont pas transverses. 
Sp 

équivaut à la suivante 
* 

s X 
* 

et X ne 

Preuve • _ Reprenons les notat,ions du Ch l, § 1 , nO 2 , plus précisément celles 

du lemme 2.3, en notant : 

s = sA' s' = sA' ,s" = sA" 
; 

SA : (x' ,p')1-+ (x ,p) signifie p=Px- "tr.-jc;I, ,p'=Lx-Q x '; 

Les équations des sous-espaces 

sont donc : 

* * .1 * À = s X , À  ' = X , À " = Sil X 

À : p = Px; À ': x' = 0 ; À": p" = _ Q" "JI:!' • 

la condition (4.1) 

z = (x , p) E À , z" = (x" ,p") E À " , z + z" E À' 

s'écrit: 

z = (x, Px) , z" = (. x , Q" x) • 

D'où : 

[zn ,z] = < (P+Q") x ,x> ; 

donc, w la définition (2.14) du § 1 : 

:rn.rt (À ,À' ,À n) = Inert (P+ Q") = Inertx (A+ A' + An) = mert (s , s' ,s"). 

las dème: lEmmes que voici expr:tm8nt Pindice d':inertie (Inert) au moyen de 

l'indice de Kronecker (K.l.) ; lorsque le nO 5 aura défini l'indice de Maslov (m) 

au moyen de l'indice de Kronecker, le lemme 6.1 déduira de ces lemmes la relation 

entre les indices d'inertie et de Maslov. 

lEMME 4. 1. _ S P (t) opère transi ti vement sur l'ensemble des couples d'éléments 
de 1\ (t) transverses. 
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Note 4.2. - Tout triplet d'éléments de A (X) transverses 2 à 2 est donc du 

type : 

(SÀ ,sX , sX*) ; 

rappelons que 

Inert (sX, sX , sX*) = Inert (X , X , X*) • 

Preuve* - Puisque Sp (X) opère transitivement sur A (X) , il suffit de prouver 

que le stabxLisat®E£r: de X , St (X) , opère transitivement sur l'ensemble des élé-

ments de A (X) transverses à X • L'élément s de St(X) que définit (2.6) 

transforme 

t -1 -1 X : p' = 0 en sX : p = s 1 x ^ 

*• 

où s^ • X -+ X est symétrique ; or la condition que l'équation p = s^ x 

définisse un élément de A (x) est évidemment que s^ : X X soit symétrique* 

Notation 4 ,1 - Rappelons que sp(u) , spectre de u € U (X) , est une 

0 - chaîne de s • Notons 

(4.8) sp(X) = sp(w) , 

où w est l'image de X par l'homéomorphisme naturel (2.3) • 

Notons (exp i e) le point de s d'affixe exp i 8 (.9 € R) et X (exp i 6 .) 

la 0 - chaîne constituée par X fois ce point (X G Z) ; nous avons, par exemple: 

(4.9) sp(X*) = sp(e) ; sp(X) = sp(-e) ; sp(e) =X (1) ,sp (-e) =X (- 1) . 

Notons a une 1 - chaîne de S , | er | son support, ô a son bord et K. I. 

l'indice de Kronecker (cf .Lefschetz , [9] ). 

Rappelons que K.I. [e^ , o ] 

- est défini quand ç et a sont une 1 - chaîne et une 0-chaîne de S 1 telles 
i o 

que |ejn| àe^l = 0 , 
- est nul si | g

0l
nl ̂ 1 I = 0 • 

- est linéaire en s et en o A , 
o 1 1 

- est égal à 1 si a est un point et a^ un arc d'orientation positive auquel 

ce point est intérieur ; 

- on a : K.I.[a1 -K.Ic[a' ,0a-,]. 
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* 1 
IEMME 4.2. - Soient o et o derux 1 - chaînes de S telles que : 

(4.10) ha- sp (X) - sp (X ) , ôff = sp (X)-sp (X) , 

(4.11) er-s appartient au demi-cercle de s où Im (z) ̂  0. 

Alors : 

(4.12) 3bert (X fX.X*)=K #I. [c f(-1)] - K.L [c* f (1) 3 . 

Note 4.3« - Le lemme 5.1 emploiera cette décomposition de Inert. 

Preuve . - Soient : 

z=x+iy€ X , z 1 € X , ztt e X* tels que z+ z f + z" = 0 ; (x , y € X) ; 

évidemment 

z f = - x , z w = - i y ; 

[zf , zw] = Im(z f | z") = - (x |y) . 

Soit w lfimage naturelle de X par (2.3) ; vu (2,5) : 

y = ± e +w x (e s identité) ; 

puisque w est unitaire et symétrique , i ~ ~ es*fc réel et symétrique. Donc 

Inert (X t X 9 X ) est l'indice dfinertie de la forme quadratique 

cfest-a-dire le nombre de valeurs propres > 0 de la matrice réelle symétrique 

Or le demi-axe réel positif est lfimage par la transformation homographique 

(4.13) s ' H ^ " ) - 1 ^ ^ 

du dend>»oercle de S où I m z ^ O ; orientons - le positivement : il constitue une 
1 

chaine x °*e S ; (4*13) transforme les valeurs propres de w en celles de 
i e±w d ( m c . 
e - w ' 

Inert (X ,X,X*) = K.I. [ x f spw] • 

Soit T une chaîne de S de bord 

ô T = s p (w) - s p (i e ) • 
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Inert (X , X , X * ) = K . I . C X I Ô T ] = - K . I [ T , Ô X ] = K . I . [T ,(-l ) ] - K . I . [T , (1)] . 

* 1 
Soient ç et a des 1 - chaînes de S telles que : 

' ô (s-T) = sp (ie) - sp (e) , 

|̂  a - T appartient à l'arc 9 6 [ o ,-̂ -] de S = { (exp i 9) } ; 

( * 
ô (a -T) = sp (ie) - sp (-e) , 

\ * 
g - T appartient à l'arc 8 € L"o" • TTJ de S • 

Puisque 

K . I . [cr-T , (-1)] = K . I . | > * - T ,(1)] = 0, 

l'expression précédente de Inert (\ , X , X ) équivaut à (4.12) • or a et a 

vérifient les conditions (4.10) et (4.11) ; ces conditions les déterminent, à 
* 1 * l 1 addition près de 1 - cycles y et y de s tels que y - y appartienne au 

1 * 
demi-cercle de s où lmz>0 ; y et y sont donc homologues ; d'où : 

K.I . [y , ( - 1 ) ] = K.I. [ Y * , 0 ) ] ; 

.̂ 
(4.12) vaut donc pour tout couple (a , e ) vérifiant (4,10) et (4,11). 

2 

5. L'INDICE DE MASLOV m SUR (X) • - Nous allons préciser la définition 

d'Arnold [l] ; nous emploierons la définition préliminaire que voici . 

Définition 5.1* - L'indice M sur A^ (/). - Notons (v , v' ) un élément de 

A (X) x A (X) = A (i) , c'est-à-dire un couple d'éléments de A (X) ; soient 
00 00 7 00 00 N 7 7 

v et w (v) les images naturelles de dans A (X) et W (JL) : [cf.(2.3)] ; 

v' et w' = w (v' ) celles de v' . Vu le 3°) du lemme 2.1, la transversalité de 
00 ' 00 ' 

v et v' s'énonce : 
(1) jÉ sp(ww'" 1) ; 

••1 1 

sp (w w' " ) , que nous notons sp (v , v') est une 0- chaîne de s 

(cf. Lefschetz [9] ) ; l'application 
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r 3 ôo * Vœ) ^ S P ( v ,V») 

applique l'arc r sur une 1 - chaîne de s notée sp (r) ; si 

à r = (X , X' ) - (u, , u' ) . 
V OC 7 OO 7 VHDO 1 rOO 7 

alors : 

ô Sp (r) = Sp (X , X') - S p (|JL , ' ) • 

Supposons : 

(5.1) X et X f transverses ; (j, et jj,1 transverses ; 

alors, vu le 3°) du lemme 2.1 : 

(1) i |ôsp ( r ) | ; 

K . I . [sp (r) , (1) ] est donc défini ; c'est un entier ne dépendant que de la classe 

d'homotopie de r • c'est-à-dire de ô F ; nous le noterons : 

(5.2) M [ \ » ' \ ; * ^ o o > ^ = K- 1- [sp (r) Z. 

Note 5.1. - Vu la Note 1, M est indépendant du choix de la structure hermi­

tienne de Z (/) qu'emploie sa définition . 

Propriétés de M. - M est défini sous l'hypothèse (5.1) • M est localement  

constant sur son domaine de définition • 

M possède la propriété additive évidente : 

(5.3) Ml>oo'\; ? ^ > ^ + M ^ O O < Ï ^ , ^ ] = M [ A O O , À - V M , V ; ] , 

qui implique 

(5.4) M[ X , X» ; X ,X»]= 0; 
9 / L oo 7 oo ' oo 7 oo J 7 

M possède la propriété d'invariance : 

(5.5) (VS € S p w ( i ) ) : M [ s x ^ , sxj , ; p b o , ^ ] = M [ x o o , x o ^ ; ^ , ^ ] . 

On a, p étant le générateur de TT [A (/) ] (cf. Définition 3 ) -

(5.6) (Vr ,*•€ SO : M[B rX o o,p
rX (;ï (, 0 0,^]=M[X a : ),X t;; ^ , ̂  ] + r-r«. 
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Preuve de (5.5) « - Sous l'hypothèse ( 5 . 1 ) » s À et sX* sont transverses, 

l'application 

SPoo(./) 3 S H M [ S ^ , ^ ; ^ , ^ ] € 7 

est définie et localement constante ; elle est donc constante, puisque Sp̂ C-O 

est connexe. 

Preuve de (5.6)• - Choisissons lfarc T différentiable et tel que : 

a r = ( P r X , P r t Xf ; X^ , Xf ) ; * 
N r oo r oo 7 oo * oo 7 

on peut évidemment définir £ fonctions continues 

e : r 3 (Voo, v̂ )»-* 9 (v^, v^) €R ( j = 1, . . .,i ) 
J J 

telles que : 

sp (v , v f) = E (exp i9 .) ; 6 . ( p r X , p r \ f ) = 9 , X f) mod. 2 TT . 
r N 7 7 . r J j oo 7 r oo7 j 00 7 oo7 

3 
La définition (5.2) de M donne : 

M [pr x , p r \ ' ; x ,x» ] = E ^ T — f de. = f d ( se.) 

j r J r J 

1 p d dét (ww« " 1) _J p djdétw) _J p d ( détw') , 
= 2 T T i f dét(ww'-1) " 2 t t 1 f d ^ W 2 T T i J détW = r " r ' 

vu (3*5) ©t la Définition 3 ; dfoù (5 .6) , vu la propriété additive (5*3) de M. 

Pour retrouver 1'hypothèse (4.11) du lemme 4 . 2 , employons les définitions que 

voici : 

Définition 5*2 . - X est le point de A {i) qui se projette en X sur 

A (X ) et qui peut être joint à X^ par un arc y de A^ (X) dont le spectre 

sp(y) appartient au demi-cercle de s où Im(z) ̂  0 . 

Définition 5 -3 . - Lfindice de Maslov est la fonction m valant : 

m (X , X 1 ) = M (X , X 1 ; X* , X ) . 
oo 7 oo 7 oo 7 oo 7 oo 7 oo 7 
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Elle permet d'énoncer comme suit le lemme 4.2 : 

IEMMC5.1. - Pour tout triplet X .X1 , À" d'éléments de A ( / ) on a : 
^ *• OO OO OO O O 7 

(5.7) Inert (X ,X' ,X") =m (Xœ , X^) - m t X£) + m (X^ , X») • 

Preuve . - Vu (5.6) , le second membre de (5*7) ne dépend que de (X , X! , X".) ; 

vu le lemme 4*1 et la propriété d* invariance (5.5) il suffit donc d'établir'le cas 

particulier de (5*7) que voici : 

(5.8) Siert (X , X , X * ) = m (X^ , X j -m (X^ , X*) + m (X^ , X* ) . 

La définition 5 .3 de m et la propriété additive (5.3) de M donnent : 

m ( X < x 3 , X o ) = M [ A o o , X T O ; X * , X j ; 

La définition 5.1 de ces deux valeurs de M emploie deux arcs r et r de 

A (X) tels que : 

ô T = (X , X ) - (X* , X ) ; ôr* = (X , X* ) - (X , X* ) ; 
oo 7 oo7 ^ oo * oo7 9 v oo 7 oo 7 x oo 7 oo 7 7 

Choisissons ces arcs produits cartésiens : 

r = Y X X o o , r # = Y * x X * , 

Y et y étant donc des arcs de A (X) tels que 

ô Y — X - X « ô Y — X - X : 
Y oo oo 7 Y oo no 9 

nous avons : 

ô (Y - Y ) - ^ - X , 
T T 7 oo oo 

la définition 5.2 de X^ permettant de choisir Y e"t Y "tels que : sp (y - y ) 

appartient au demi-cercle de S où Im(z) 0 • 
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Notons : 

a = sp (y) I cr = sp (Y ) • 

Puisque lfhoméomorphisme w (•) que définit (.2.3) a l̂ S valeurs : 

w (X) = - e , w (X ) = e f 

la définition 5*1 de M donne s 

M [X ,X ; X* f X ] = Kl[a , (- 1) ] , 
L oo7 oo f oo 1 oo L 7 x 

M [X ,X* ; X ,X*] = Kl [a* , (1) ] 
oo oo oo 7 oo-1 L ' 

La fortmile à prouver (5.8) est donc identique à la formule (4.12) , qui est 

valable , car o - a = sp (Y - Y ) vérifie la condition (4.11) . 

LEMME 5.2 . _ On a 

(5.8) m + m (X¿,\J = X 

Preuve » - On substitue dans (4.4) à Inert . son expression (5.7) • 

Le leinme que voici complète le lemme 5.1 * 

IEMME 5.3 • - Toute fonction : 

n : (X , X f) *-> n (X ,Xf) , 

q q q q; 

- définie pour X .X € A (X) , X et X f transverses , 
^ q q q 

- à valeurs dans un groupe abélien, 

- localement constante sur son domaine de définition • 

- telle que, pour X ,Xf , X w deux à deux transverses : 

(5.9) n (Xq , X • ) - n (Xq , X") + n (X'q , X-) = 0 , 

est identiquement nulle • 

Preuve. - Vu (5.9) • n est constant au voisinage de tout couple (X . X 1) 

q q 
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transverse ou non ; 

sa valeur est O .  

Voici prouvé le 

- 57 -

2 
n est donc constant sur Âq(t) ,qui est connexe; vu (5.9) , 

THEOREME 5 • - 10) L'indice de Maslov (Définitions 5.1 ,5.2 et 5.3) est la seule 

fonction 

m : (À ,À')"" m (À ,À') E 2 , 
00 00 00 00 

définie sur les couples transverses d'éléments de Â (t), localement constante 
00 

et permettant de décomposer comme suit l'indice d'inertie : 

(5.7) 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

(5.11) 

" 
Inerl (À, À' ,À") = m (À ,À' ) - m (À ,À) + m (Àoo' , Àoo" ) 

• 00 00 00 00 

Cette fonction posséde les�étés suivantes : 

m (À ,À') + m (À' ,À ) = .t , 00 00 00 00 

(v SES P ($)): m (S À ,S À' ) =m(;, 1 À-') • 00 00 00 00 00 ' 

(v r , r' E 7) r r' 
: m (� À ,� À') = m (À , À' ) + r - r' • 00 00 00 00 ' 

* 
m (� , �) = 

* 
o , m (X ,X) = t , 

00 00 

compte-tenu de la définitisn 5.2. 

Preuve de 10) • - Les lemmes 5.1 et 5.3 

Preuve de C5.8) • - Le lemme 5.2 

Preuve de (5.9) et (5.10). - La définition 5.3 de m ,  (5.5) et (5.6) • 

Preuve de (5.11). La définition 5.3 de m et (5.4) ; (5.8) . 

Note 5.1 • _ La formule (5.7) implique évidemment ceci si À, À' ,À" , À t, t 

sont quatre éléments de Â (t) deux à deux transverses, alors 

Inert (À, À l , À") _ Inert (À , À l , À" 1) + Inert p.. , À" , À" 1 )  - Inert (À l , À" , À" 1 ) = o. 
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2 
Note 5*2 • - Nommons base tout couple transverse , JJ,̂ ) € A (X) tel que 

(V X , X ' € A (X)):M[x ,X';u, ,ji']=m(X , X ' ) . 
K oo 7 oo oo x y ' L oo 7 oo 7 • oo , | o o J N oo 7 oo 7 

Par exemple (X^ , X^ ) est une base . 

Vu la propriété additive (5.3) de M , la condition que (4» fMvi ) e s t 1 0 1 6 

base s1énonce : 

m ^oo 7^oo) = 0 • 

6 • LE SAUT DE L'INDICE DE MASLOV m (X ,X» ) EN UN POINT (X ,X') OU 
00 00 

dim X H X ' = 1 • - Maslov [ 11 ] a défini son indice, à une constante additive près, 
2 

par l'expression de son saut à la traversée de l'hypersuirface £ 2 de A^ (X) 
A oo 

qui est l'ensemble des couples (X^X^) d'éléments non transverses de A (X) 

Le théorème 6 va expliciter l'expression de ce saut . 

Etablissons d'abord certaines propriétés de U (i) ; y désignera un arc diffé-

rentiable de U (X) : 

Y : [- 1 , 1] 3 9 u (9) € U (X) ; u Q = f 0 . 

LEMME 6.1 . - Soit exp (i \|r (e) ) une valeur propre simple de u (9) et 

z (0) un vecteur propre correspondant ; alors : 

(6-1) Hz (e)||2te =• iT1 (e) u e z (e) | z (e) ) 

Note 6,1 • - Rappelons que si U est un groupe de lie, d-1 élément u , de 

transformations infinitésimales X^ et de formes de Maurer - Cartan ou ̂  , alors 

— 1 — 1 
u" du (donc, en particulier, u" u Q ) a l'expression ; 

u* du = B tuk (u , du) X ; 
le 

voir : E Cartan [4]. 

Note 6,2. - Puisque U (X) est le groupe unitaire, 
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^ xx (e) UQ est tuie l x X matrice self-adjointe arbitraire, caractérisant le 

vecteur u tangent en u (6) à U (X). 

Preuve . - Tant que exp (i i|r (e)) est valeur propre simple, ^ (e) est une 

fonction différentiable de 8 et le vecteur z (8) , qui est défini à un facteur 

scalaire près, peut être choisi fonction différentiable de 6 ; alors la différen-

tiation de la relation 

u (e) z (e) = z (e) exp (i ̂  (e) ) 

1-1 

donne, après multiplication à gauche par -ru (6) : 

1 — 1 1 1 1 

•TU" U Q Z + -r z Q = -r u" z e exp (i t) + z (8) * e . 

Le produit scalaire par z élimine ẑ  et donne (6.1) , car, puisque u est 

unitaire , 

(u" z Q exp (ii|r)jz)= (ze| eocp (-ii|r)u Z) = (zQ | z) • 

Notons l'ensemble des u 6 U (X) tels que (1) € sp (u) ; rappelons que (1) 

désigne le point de S c: c d'affixe 1. 

Le lemme suivant a pour seul rôle d'interpréter géométriquement une condition 

qu'emploiera le lemme 6.3. 

LEMME 6.2. - Si u (o) êlCj 9 si (1) est valeur simple de spu (o) , si z (o) 

est un vecteur propre correspondant, alors la condition que u Q définisse une 

direction tangente à enu(o) s'énonce : 

(6.2) ( | u - 1 (o) u e (o) z (o) | z(o) ) = 0 . 

Preuve . - u (o) est point régulier de S ; vu le lemme 6.1, toute direction 
U 

tangente en u (o) à £) vérifie (6.2). l'hyperplan des directions vérifiant (6.2) 

contient donc le plan tangent en u (o) à ; or S est une hypersurface 
U U 

de U (X) . 
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LEMME 6.3 . - Si l'arc y de U (/) coupe Y) au seul point u (o) , si la 

U 

valeur propre 1 de u (o) est simple et si le vecteur propre correspondant z (o) 

vérifie 

( { u"1 (o) y ( o ) | ï ( o ) ) / 0 , 

(c-à-d. si Y n'est pas tangent à YJ ) » alors : 

(6.3) K.I. [spY > ( 1 ) ] = signe ( 4 u"1 (o) u z(o)|z(o)). 
i. 0 

Preuve • - Soit exp (i (9)) la valeur propre de u(0) voisine de 1 ; évidemment : 

K.I. [sp Y i (1 ) ] = signe * e (o) Si ^ e ( o ) ^ 0 ; 

(6.3) résulte donc de (6.1) . 

Notations , - S 2 désigne lfensemble des (X *X f) non transverses : 
A 

S ? C A
2 ' (X) ; 

2 
r désigne un arc différentiable de A (X) : 

[ - 1 , 1] d 0 w (X (0) ,Xf (0) ) € A 2 (X) . 

w (0) et w 1 (0) désignent les images naturelles dans W(X) de X (0) et 

X • (0) € A (X) : voir (2.3) . 

LEMME 6 . 4 . - Si l'arc r de A 2 (X) coupe B 2 au seul point .(X (o) f X
1 (o) ) 

et si A 

dim X (o )nx f (o) = 1 , z (o) €X (o) n X f (o) , 

( 4 w e W 1 (o) z (o) | z (o) ) ^ ( 4 w'-1 (o) z (o) | z (o) ) , 

alors : 

(6.4) K.I. [ s p r , ( 1 ) ] = signe { (̂  w Q v"
1 (o) a(o) | z(o)) 

- Or w» W 1 (o) z(o) | z (o) ) } 
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Preuve . - L'arc r de A 2 (/) a p o u r i m a g e l t a p c d e n ( x ) 

Y : [ - 1 ,1] 3 e H-+ u (e) = w (e) w 1 " 1 (e) ; 

par définition : 

K.I. [spr , (1)] = K.I. [sp Y , (1) ] . 

Vu le 3°) du lemme 2.1, y coupe 2} a^ s e^l point 9 = o , 1 est valeur simple 

U 
de s pu (o) ; vu le 2o) du lemme 2.1 : 

z (o) + w (o) z (o) = o , z (o) +w?(o) z (o) = o ; 

donc : 

z (o) = u (o) z (o) ; 

or : 
-1 -1 -1 f f-1 
u u = u \r w u - w' w f 

donc, puisque u est unitaire : 

1 1 1 
(u~ (o) u e Z (O) I z(o)) = (w w" (o) z (o)|z(o)) - (wj w , _ (o)z(o)|z(o)) ; 

donc, vu le leimae 6,3 î 

K.I. [sp Y (1)]= signe { (^wQ w"1 (o)z(o)|z(o)) - ( w«~1 (o)z(o) | z(o) )} . 

D'oïï (6.4). 

LEMME 6.5. - Soient 

e x (e) , e z (e) 

des applications différentiables de [ - 1 , 1] dans A (i) et Z (X) , telles que : 

z (6) € X (9) ; 

alors : 

(6.5) ( ̂  w Q w"
1

 z | z) = [zQ , z (9) ] . 

Preuve . - Vu le 2°) du lemme 2.1 : 
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z + w z = o ; 

donc i 

Zg + WQ Z + W Zg = O ; 

donc : 

(zQ I z) - (wQ w"" z | z) + (w zQ | z) = o , 

où : 

(wzQ | z) = (z | w**
1z) = - (zQ | z) = - (zQ I z) ; 

dfoù (6.5), vu (1.1) • 

Le premier membre de (6.4) s'exprime au moyen de l'Indice de Maslov, vu (5.2) et la 

déf. 5«jf ; le second membre de (6..4) s'exprime au moyen de la forme symplectique 

[.,.], vu le lemme 6.5 ; dfoù : 

LEMME 6.6. - Avec les notations du lemme G A 

(6.6) m ( X ^ O ) , X ^ O ) ) - * (X^C-1) , X^ (.1)) = 

signe { ̂  [z ( 9 ) ,z'(e)]}0 = o si{...}e = o ¿ 0 

Ce lemme 6.6 a pour conséquence évidente le théorème suivant, qui permet dfétablir 

le théorème 3.2 du § 3 ' 

.THEOREME 6 . - Choisissons (X^ , X^ ) voisin d'un point de Z) 2 ou dimX 0 X • = 1 . 

Définissons deux applications différentiables 

(6.7) X^*-* z € Z (X) ,X^ -* z' 6 Z (X) 

telles que : 

z € X ; z f a » ; z = z l 6 X 0 X 1 quand ( ^ 1 ^ ) 6 2 . ; 

op 

la fonction 

ne s'annule qtpfr sur Z) et s'y annule une seule fois. 
A 00 
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Alors 11 existe une constante c € # telle que : 

(6.8) m (X^ = c pour [z , zf] < 0 , 

= 1 +cpour [z , zf] > 0 . 

7. L'INDICE DE MASLOV SUR Sp^U) ; LfINERTIE MIXTE . ~ Soient 

(7.1) S , S' , S" e Sp OO \ E tels que S S' S" = E (élément neutre) ; 
°° S P 

soient s 9 s
f ,s n leurs projections sur Sp (X) . la formule (4.7) du théorème 4.1 , 

qui relie les définitions de l'inertie sur A (/) et Sp (i), et la formule (5.7) 

du théorème 5* qui relie l'inertie sur A (X) à l'indice de Maslov, donnent, vu 

la propriété d'invariance de l'indice de Maslov (5.9) s 

Inert (s,s' ,s«) = m (SX*, X*)-m(S»-13£ , X* ) +m (S" X*, X* ) . 

Donnons à cette formule l'expression (7*3) • grâce à la définition suivante : 

Déftoition 7.1 5 L'indice de Maslov sur Sp ^ O O . - Si SêSp ^ O O \ £ , 
0 0 Sp 

*0O 
définissons : 

(7.2) m (S) = m (S X* , X* ) . 

Cette définition a un sens, vu la Note 4,1 : S j£ équivaut à la condition que 
Sp 

SX et X sont transverses . 

Complétons cette formule par le lemme, analogue au lemme 5.3 • 

IEMME 7 . - Toute fonction 

n î S H n (S) 

- définie pour S € Sp (JB) \ £ , 
q Sp 

- à valeurs dans un groupe abélien , 

- localement constante sur son domaine de définition , 

- telle que : 
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n (S) -n (S'"1) + n (S") = 0 quand S S* S" = E , 

est identiquement nulle 

Ce lemme, le théorème 5 et (3.12) donnent : 

THEOREME 7.1. - 1°) L'indice de Maslov, que définit (7.2) , est la seule fonction 

m : Sp (/) \ E —» 1 , 
Sp 

localement constante, permettant de décomposer comme suit l'indice d'inertie : sous  

l'hypothèse (741) , 

(7.3) Inert (s , s» , s" ) = m (S) - m (S'"1) + m (S") . 

2°) Cette fonction possède les propriétés suivantes * 

(7.*0 m (S) + m (S"1) = a • 

a étant le générateur de TT [Sp (X) ] (Définition 3) , 

(7.5) m (ar S) = m (S) + 2r . 

DefiMtion 7.2 : L'inertie mixte , - Soient » 

(7.6) s € Sp(jf) \ £ ; X et X' € A (,£)'$ transvecses à X*et tels que X =s x' ; 

l'inertie mixte est définie par la formule suivante, dont les deux dernierŝ  termes sont 

égaux vu l'invariance (*f>.5) de l'inertie : 

(7.7) Inert (s ,X ,X*) = Inert (sX*,X* ,X) = Inert (X* , s"1 X* ,X') . 

Evidemment : 

THEOREME 7.2. - On a, sous l'hypothèse (7.6) : 

(7.8) Inert (s"1 ,X' , * ) = / - Inert (s ,X ,X') , 

(7.9) Inert (s , X ,X') = m (S) - m (X , X*) + m (X • , X* ) , 

si Xœ = S \£ et si s est la projection de S. 
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Exprimons l'inertie mixte par 1*inertie d'une forme quadratique, comme l'a été 

Inert (s , s' , s") (§ 1, Définition 2.4) et Inert (X , X' , X ") (§2 , n° 4) ; le n° 10 

emploiera ce résultat . 

THEOREME 7.3 . - Sous l'hypothèse (7.6) on a s = s A (§1 , n°1 ) et l'équation de 

X* est, vu (2.5) : X' : p* = cp' (x*) où cp' est une forme quadratique sur X. 
x' 

Alors : 

(7.10) Inert (s ,X ,X') = Inert (A (o , .) + sp* (.) ) 

Preuve . - Vu (7.7) et la définition d*Inert (X ,X', X") ( § 2 , n° h ) , 

Inert (s , X , X •) = Inert (X* , s"1 X* , X ') 

est l'inertie de la forme quadratique 

x' *-* [z , z * ] 

pour z = (x ,p) , z' = (x» ,p') , 

(7;11) (x ,p) € X* , s (x» ,p') € X* , (x + x» , p + p») € X' ; 

les relations (7.11) s'écrivent : 

x = o , p' = - A . (o ,x') , p + p' = cp' (x+x») ; 
x xt 

d'où î 

x = o , p = A^ (o ,x') + çp̂ t (x') , 

ce qui implique : 

[z , z'] = <p ,x'> = 2 A (o ,x') + 2 cp' (x') , 

donc (7.10). 

8 . INDICES DE MASLOV SUR A ( X ) ET Sp ( X ) . - Notons X et X' € A ( X ) , 
q q q q q 

S € Sp^ ( X ) l©s projections de X^ et X^ € A^ ( X ) , S^ € S T ^ ( X ) . Vu 

(5.10) et (7.5), où a et p sont les générateurs de TT̂  [ Sp ( X ) ] et TT^ [A ( X ) ] , 

les relations 

(8.1) m (X Q ,X^ ) = m (X^ ,X£) mod. q; m (S) = m (S^mod. 2q 



- 66 -Chl , §2 

définissent des fonctions m ; elles seront encore appelées indices de Maslov ; elles 

ont évidemment les propriétés suivantes, vu les théorèmes 5 , 7.1 » 7.2 et les lemmes 

5.3 et 7 : 

THEOREME 8 , - 1o) L'indice de Maslov cme définit (8.1) 1 est la seule fonction 

m î (X ,X' )*-> m (X ,X' ) € Z 

q q q q q 

définie sur les couples transverses d'éléments de (X) , localement constante et  

permettant de décomposer comme suit l'indice d'inertie : 

(8.2) Inert (X ,X',X")=m(X , X ' ) - m (X , X") + m (X ' , X") mod. q. 
1 q q q q q q q q q 

2°) L'indice de Maslov que définit (8.1)2 est la seule fonction 

m : Sp (X) \ 2 -» 2 
q S p ¿ q 

*q 

localement constante et permettant de décomposer comme suit l'indice d'inertie : 

(8.3) Inert (s , s' , s") = m (S) - m (S , _ 1) + m (S») mod.2q. 

3°) Ces fonctions possèdent les propriétés suivantes : 

(8.4) m (X ,X') + m (X' ,X ) = X mod. q ; m (S) +m(S"1) = X mod. 2q ; 
q q q q ^ ^ » 

(8.5) Inert (s ,X ,X») = m (S)-m (X 2 q >X2q)+ra (X» , x j q ) . mod. 2q , 

si S € sPq»^2q = S 2̂q » rappelons que Sp q(X) opère sur A 2 q (X) . 

Vu le 3°) du théorème 2 du § 1 , le 2°) du théorème 8 identifie, pour q = 2 : 

i) l'indice de Maslov que la formule (2.15) du § 1 définit sur Sp 2 (X) mod. 4 ; 

ii) l'indice de Maslov que (7.2) et (8.1) définissent sur Sp^(X) mod. 2q . 

Définition 8 . - Etant donné A € A (Définition 1.2 du § 1) , définissons 

S € Sp (X) \ £ , cette définition s'identifiant à celle du § 1 pour q = 2 . 
A q Sp 
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Vu la formule (2.15) du § 1 : 

m (s^) = m (A) mod. 2 . 

Vu (7.5)» il existe donc un seul élément de Sp \ Y) que nous noterons S. , 
q Sp A 

q 

tel que : 

(8.6) s^ soit sa projection sur Sp(X) ;m (S^) = m (A) mod. 2q. 

L'application : 

â3 A H S € Sp \7) 
A q Sp 

*q 

est évidemment surjective et , si q = 0 0 » bijective . 

Si q oo , la condition 

A A' 

équivaut à la suivante : 

( Ï Ï J X ' Ê Ï ) A (x , x*) = A* (x, x') ; m (A) = m (A') mod 2q . 

9. VARIETES LAGRANGIENNES . - Une variété lagrangienne V de Z (i) est une 

variété sur laquelle : 

(9.1) d < p , dx> = o ;c*-à-d. B dp. A dxJ - o ; c'-à-d. d[z,dz]=o ; 
j 3 

son plan tangent est lagrangien ; elle est donc de dimension ^ l ; nous choisirons : 

dim V = l . 

Notons V le revêtement universel de V ; (9.1) signifie évidemment qu1 existent 

des fonctions, définies à des constantes additives près , 

V v 
cp:V -+ R ; i|r : V •* R 

telles que : 

1 1 

(9.2) dcp = < p f dx> ; i|r (x,p) = cp (x , p) - ̂ < p ,x>,df = 2 f z > d z ^ ï 

cp est la phase de V ; ̂  sa phase lagrangienne. 
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Le X-plan X (z) tangent à V en z = (x , p) G V est évidemment lagrangien. 

Le contour apparent Y) de Y est l'ensemble des z € V tels que X (z) ne 
V 

soit pas transverse à X . Sur V \ £} et sur ses i - plans tangents, x peut 
V 

servir de coordonnée locale ; les équations de V et de ses i - plans tangents 

X (z) sont alors, vu (9.2) : 

l k 
(9.3) V : p = cp (x) ; X (z) : dp = E <P , dx • 

x J k=1 x 3 x 
Tout élément de S p (X) 

s : Z (/) 3 zf H s z ! = z ̂  Z (/) 

transforme> toute variété lagrangienne Vf de Z (X) en une variété lagrangienne 

V de Z (X) , dont la phase lagrangienne vaut : 

if (z) = * f (zf) + const, pour z = s z 1 ; 

si z = (x , p) et zf = (xf

 9 p
f) , les phases cp et cpf de V et V f sont 

donc liées par la relation 

(9.^) cp (x) - ̂  <p , x> = cpf (xf) - ~ < p f ,xf > + const. : 

si s = s. i Y) * alors p = A , p 1 = - A f et l'on a donc : 
A Sp( i ) X x 

(9.5) cp (x) = cpf (xf) + A (x ,xf) + const. , p = cp = A , p 1 = cp1 = - A f . 
X X ç̂-1 X 

LEMME 9 . - Soit s 6 Sp(X) \7J ; soit a» = (x' ,p») € V» \ £ tel que 
A Sp V* 

s A z' = z = (x , p) € V \ ̂  , où V = s A V» . 

Ces relations définissent évidemment un difféomorphisme x' v—• x des coordonnées 

locales de V et V , Son déterminant fonctionnel a l'expression : 

,X Hess , [ A (x ,x')+cp'(x») ] 
(9.6) -fl-i = * • 

d x' A (A) 
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(Dans le calcul de Hesŝ ., * x et x* sont considérés comme indépendants) 

Preuve . Vu § 1 ,(1.11) et l'équation (9.5) de V , on a : 

p' = - A (x,x») , p' = cp», (x») . 

Le difféomorphisme x*»—• x vérifie donc 

cp̂ t (x«) + A x, (x ,x«) = o; 

d'où (9.6) .puisque le § 1, n° 1 a noté 

A 2 (A) = dét ( - A - ) . 
J k x J x'* 

10. q - ORIENTATION . (q = 1 ,2 , . . . f co). _ Les notions qtv? a déffades ce § 2 

permettent d'apporter à la formule (9.6) un complémentt qu'énonce le théorème 10 et 

qui sera essentiel . 

Nommons q - orientation de X 6 A (JL) le choix de l'un des Xn € A. (i) de 
^ 2 q 2 q 

projection naturelle X . 

Notons et nommons variété lagrangienne q - orientée la donnée d'une variété 

lagrangienne V et d'une application continue 

qui? composée avec l'application naturelle 

A2q ( X) ~* A (X) , 

soit l'application 

V 3 z M \ (z) € A (Z) f où À (z) est le £ - plan tangent à V en z «. 
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Tout élément de Sp^(Z) transforme une variété lagrangienne q-orientée V^ 

en une autre • 

Une q - orientation de V est caractérisée par les valeurs prises par la fonction 

localement constante : 

v X V z " * m ( x ^ ' V 6 v 

Vu (5»10) i un changement de cette q - orientation équivaut à l'addition à cette 

fonction m d'une constante 6 Z 0 . 
¿q 

L'énoncé du théorème 10 sera facilité par la 

X 
Définition 10 • - L'argument de d x est défini, en un point de V \ 7) , 

q V 
dont le X - plan tangent est ^q ^ A2q ^ 9 P a r ^ o r T m :^ e : 

X * 

(10.1) arg d x = TT m (2^ , X ^ ) mo^0 2 C1TT • 

Par exemple, vu (5.11) • 

(10.2) arg d^x= o sur X~ . 

¿q 
Soient : 

S € Sp (X) \7) (Définition 8) ; 
A q Sp 

V^ une variété lagrangienne q-orientée de Z (X) ; 

V = S. V . 
q A q 

Soient Xi et X 9 les plans - tangents à V» et V en z' et z = s. z' . Dans 
q̂ q̂ q q A 

la formule (8.5) , où nous faisons S = S^ et s = s^ , nous avons, vu (8.6) et la 

définition 1.2 du § 1 : 

m (S) = m ( A ) = - arg (A ( A ) ) ; 
TT 
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vu le théorème 7.3 et l'équation (9.3) de A.» : 

Inert (s^ , X , \* ) est l'inertie de la matrice symétrique 

( — î f — k C A ( x , x » ) + cp* ( x » ) ] ) ; 
ô x J o x ' K 

vu la définition 2.3 du § 1 de arg. Hess. , c'est donc : 

«i 
— arg Hess , [ A(x , x f) + cpf (xf) ] • 
TT X T 

La formule (8.5)sfécrit donc, vu (8.^) : 

m ( X2q ' X2q^ " m ( X2q ' XZq ) = "7 â r g H e S S x ' [ A " T" S r g ^ ^ m o d # 2 q • 

Dfoù, vu (10.1), le 

THEOREME 10.- Si et sont deux variétés lagrangiennes q - orientées telles 

que 

V = SA V» f ou S. 6 Sp (X) \ B > 
3 A q A q Sp 

q 

alors, non seulement les deux membre^ de- (9.6) sont égaux» mais aussi leurs arguments 

mod. 2qrr . (cf. Défnmtion 10̂  . 

C'est le cas particulier : q = 2 de ce théorème que nous emploierons (cf. § 3> 

Corollaire 3) • 
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§ 3» Espaces s;ymplectiques 

0. INTRODUCTION . - Le chapitre H emploiera les énoncés, en géométrie symplec­

tique -f des résultats précédents. 

Z (X) est muni d'une structure symplectique et, en outre , dfun repère particulier, 

constitué par un couple (X , X ) de X - plans lagrangiens tcansverses.* H importe 

d'énoncer des conclusions indépendantes de ce choix d'un repère particulier. 

2 i 

1. UU ESPACE SYMPLECTIQUE Z est constitué par R et une forme symplectique, 

c'est-à-dire bilinéaire, alternée, à valeurs réelles, non dégénérée : 

[• j .] 1 R 2 / x F 2 i 3 (z , zf) [z , z'] € R . 

On a donc : 

[ z , z'] = - [a-1 , z] ; 

2 X 
[z , zf] = o pour z donné et tout z* € R seulement si z = o . 

Z (X) possède donc une structure symplectique ; l'isomorphie des structures  

symplectique s de Z et Z(X) est évidente et a les conséquences suivantes . 

Nommons lagrangiens les sous-espaces de Z sur lesquels [. , •] s'annule identi­

quement ; leur dimension est ^ X . 

Nommons grassmannnienne lagrangienne A.(Z)'-de Z l'ensemble de ses X - plans lagrangiens ; 

A(Z) est-homéomorphe à A (X) et possède donc un revêtement unique A (Z) d'ordre 

q € { 1 , 2 , . . , oo } . 

La projection de X € A (Z) dans A (Z) est notée X . La définition suivante 

(cf. §2,n°4) a un sens dans Z . 

Définition. - Soient X , X » , X" € A (z) , deux à deux transverses. Inert (X ,À',Xff) 

est l'indice d'inertie de la forme quadratique non dégénérée 
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(1.1) z*-* [z , z'] = [z ' , z"] = [z M , z] , 

où z € X , Z» € X1 , zM € XM ,z + z' + z" =o. 

Evidemment : ses valeurs appartiennent à { o , 1 , . . , JÎ } : 

(1.2) Inert (X ,X« , X M) = Inert (X» , \" , X) = X - Inert (X , X" ,\») . 

Notons S o c A (Z) l'ensemble des couples d'éléments non transverses de A (Z). 
A q q 

q 
Vu le théorème 8 et (8.1) : 

THEOREME 1 . - Pour chaque q € { 1 , 2 , ... ,.oo } , il existe une fonction unique, 

m ' A2

n (Z) \ D - . 2 . 

q 

appelée indice de Maslov, qui soit localement constante sur son domaine de définition  

et qui vérifie : 

(1.3) Inert (X ,X» ,X") = m (Xq , X^ ) - m (X ,X£)+m (X» , XJJ ) mod. q. 

Elle possède les propriétés suivantes ; 

(1.4) m (X ,X ,)+m(X» X ) = i mod. q ; 

q q q > q 

(1.5) m U ) = m (X , X« ) mod. q ; 

Le théorème 6 du § 2 s'appliqua au saut de cet indice de Maslov à travers £ 9 • 
A* 
q 

Une variété lagrangienne V de Z est une variété de dimension l sur laquelle 

(1.6) d [z , d z ] = o , 

V 

c'est-à-dire, sur le revêtement universel V lâe laquelle existe une fonction, 

appelée phase lagrangienne s 

(1.7) i|r s V F telle que d t|r = ̂  [z f d z ] ; 

elle est définie à une constante additive près. 
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2. LES REPERES DE Z . - Un repère de Z est un isomorphisme 

(2.1) R : Z Z (/) 

— 1 

respectant [.,.]. Si R ©t R* s©nt deux tels repères, on nomme R Rf~ 

changement de repère : 

(2.2) R Rf~1 € Sp (X) . 

Evidemment, si X , X 1 , À" € A (Z) , alors R X , RX 1 , RX W € A (X) et 

(2.3) Inert (X , X f , Xff) = Inert (RX , RX' , RX") . 

Si V est une variété lagrangienne de Z, RV est une variété lagrangienne de Z(X), 

dont la phase cp vaut : 
K 

1 * 
(2 A) cpR Cz) = * (z) + 2 < p f x > , ou Rz = (x , p) €X © X = Z (X) . 

On nomme contour apparent de V relativement au repère R l'ensemble Y) des 

-1 * R 

points de V dont le X - plan tangent nfest pas transverse à R*" X . 

Sur V \ Y) , x peut servir de coordonnée locale . 
R 

Vu le lemme 9 du § 2 : 

THEOREME 2 # - Soient x et x f les coordonnées locales définies sur 

V \ CE U S ) par deux repères R et Rf tels que R Rf~1 6 Sp (X) \7) ; 
R R' Sp 

il existe donc A (§ 1 , n° 2) te! - que s^ = R R ~ ; notons cpf (xf) = cpRt (z) 

la phase cfo Rf V . Alors le difféomorphisme local X 3 x 1 x € X a pour 

déterminant fonctionnel 

X Hess.. [A(x,x') + cpf (xf) ] 
(2.5) JT^ = ~ 2 • 

d x' A (A) 

( Dans le calcul de Hess^, , x et x* sont considérés comme indépendants) 

Note 2 # Les repères que nous venons définir ne permettent pas de repérer les 

q - orientations, si q > 1 • 
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3. LES q - REPERES DE Z le permettent : chaque q - repère (q 6 { 1 , 2 , .. , œ } ) 

est constitue par 

i) un isomorphisme j R : Z -> Z (X) respectant [• , •] ; 

ii) un homéomorphisme h R : (Z) A^ (X) ayant pour image naturelle l'homéo-

morphisme A (Z) -> A (X) induit par j R « 

Si R et R' sont deux tels repères, le changement de repère R Rf est donc 
constitué par : _ -j 

ii) H = h R h R t , homéomorphisme de A^ CO ayant pour image naturelle 1»homéomor­

phisme de A^ (X) qu'induit s • (cf . 1 2 , exemple 3»1 ) • 

Pour définir H, connaissant s , il suffit de donner H X ^ £ A (X) de projection 

s T2 e A 2 ( X ) 

Il existe q éléments de Sp (X) d'image s € Sp (X) ; ils transforment X ? 

q q̂ 
.̂ 

en les q éléments de (X) d'image s € A 2 (X) , vu § 2 • (3.12)* 

L'élément unique S € Sp^(X) , d'image s € Sp(X) et tel que SX ^ = H , 

induit donc l'homéomorphisme H de Ag (X) • H caractérise R R'" , que nous 

noterons donc S : 

(3-1) R Rf~1 € Sp q (X) . 

R désignera indifféremment j ou h R ; nous écrirons 
R 

R : Z 3 z —• R z = (x , p) € X 9 X* = Z ( i ) ; 

R 5 A2q <Z) 3 X2q- R X2q € A2q W • 

Evidemment : 

(3.2) V X 2 q , X«q € A 2 q (Z) ,m (X 2 q , X 2 q)= m (R X 2 q , R ^ q ) mod. 2q. 

R transforme une variété lagrangienne q - orientée V de Z en une autre de 
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Z (X) ; si À, € A9 (Z) est le plan tangent à V en z , nous définirons : 
2q £q 

(3.3) «R («) = m (R" 1 , X ^ ) € Z 2 q . 

x étant la coordonnée locale de V (q- orientée) , définie par le q-repère R • 

nous définirons 

(3.4) arg d 1 x = rr m^ (z) mod. 2 q TT • 

Exemple 3.1 • - Sur R""1 X ^ , arg dSc - o mod 2 q TT fvu § 2 , (10.2) . 

Le théorème 10 du § 2 permet évidemment de compléter comme suit le théorème 2. 

THEOREME 3.1. - Dans 1'énoncé du théorème 2, supposons que V = soit 

q - orientée et que R et Rf soient des q*» repères. Alors : 

(3.5) R R 1 " 1 = S A € S p q ( i ) 

et les arguments des deux membres de (2.5) sont égaux mod* 2qn • 

Rappelons que le § 1 a donné les définitions 1.2 et 2.3 de arg A*(A) et arg Hess ; 

vu le § 2 f (8.6) : 

m (A) = m (S^) mod 2q . 

C'est le cas particulier suivant de ce théorème qu'emploiera le ch. H , § 1 , 

preuve des théorèmes 4 % iii) : 

COROLLAIRE 3 • - Si q = 2, la demi-mesure [dXx~|̂  de V 2 > variété lagrangienne 

2 - orientée, est définie par : 

(3.6) arg [dV| * = \ m^ (z) mod 2TT ; 

on a : 

(3.7) td /x]*=-^ Iy {Hessx, [A(x,x«) + cp» (x») ] }*[d*ac»] *. 

••1 * 

Au voisinage d'un point de YJ^ OÙ dim x n R " " X = 1 , m R ( z ) a l'expression 

suivantef.qui résulte du théorème 7$ § 2 : 
THEOREME 3.2 . - Soit X (z) le t - plan tangent en z à la variété lagrangienne 
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V ; z € £ signifie : 
R 

dim X n R"1 X* > 0 ; 

restons au voisinage d'un point de £) en lequel 
R 

dim X n R'1 X* = 1 ; 

# 
la pro.jection parallèle à X de R X (z) sur X est donc» pour z € , un 

R 
hyperplan : 

l 
(3.8) E o. d x J = 0 . 

j=1 3 

1 ° ) Il existe alors une mesure régulière â de V telle que, pour z € S » 
R 

pour tout j et tout k : 

1 i—1 T+1 / — 
( 3 . 9 ) dx A . . . A d x J " A dp, A d x 1 ^ A...A dx = c. c. où . K J K 

2o) Si V = V est q - orientée, il existe une constante c € Z„ telle que : 
q n 2q — 

dXx 
mp (z) = c mod 2 q pour — — < 0 , 

eu 
(3.10) 

Jt 
(z) = 1 + c mod 2 q pour % r > 0 . 

Preuve de 1 ° ) . - Les c. figurant dans (3.8) ne sont pas tous nuls ; 
3 

supposons c1 ̂  0 ; donc sur V, en z : 

O ê p ê 
( 3 . 1 1 ) dx A . . . A dx ^ 0 ; 3 k tel que dp f e A dx A . . . A dx ^ 0 . 

Puisque sur V f g dp, A dx 3 = 0 , on a , / / S v suppriaaœt le terme qu'il coiffe : 
Ù 3 

(3 .12) dp 1 A dx
1 A d x 2 A...dxk ...A-dx

X+ dp f eA dx
kA dx 2 A ... dx k ... Adx* = 0 ; 

vu (3.8) y \ 
- 1 k , k . / . 2 ' k Xv dx = - dx ; mod. (dx,..., dx ,...,dx ) ; 

c 1 

donc (3.12) s1 écrit, en notant 

1 2 l 
w = — 2 " dp-t^dx A ... A d x : 

c 
1 
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2 / 

(3.13) °1 ck * = d p k A d x A "* A d x ' 

c_à-d. (3.9) pour j = 1. 

Vu (3.11) , (3.13) implique : 

w ^ 0 sur V en z . 

En employant au second membre de (3.13) l'expression 
i 1 1 2 i a 

d x J ss-i — dx mod (dx,..,dx J...,dx) 
J 

on obtient (3.9) pour j > 1 et ^ 0 . Si j > 1 et = 0 , alors les deux 

membres de (3»9) sont évidemment nuls. 

Preuve de 2o) . . Supposons c ^ 0 en un point de £ j près de ce point, on 
R * 2 / 

peut donc choisir pour coordonnées sur V de z € V les coordonnées (p1 ,x . . . . j X ) 
1 2 A 

de Rz dans Z (/) ; sur V , x , P 2f»>P/
 s o n t donc fonctions de ( p ^ ,...,x ) • 

Soit £f (z) le vecteur de X (z) ayant pour coordonnées : 

(dp1 =1 ,dx
2=... =dx^= 0) ; 

R Jf (z) a donc dans Z (l) les coordonnées : 

1 ô x 1 (p^ 2^*. • 2 jj ô p. (p1 f x
2,.. .x) 

( dx = —*— • , dx =0 , dx = 0 , d p. = J r \ 
ôp 1 *j ô p 1 7 

Notons Ç (z) le vecteur de R X f fonction de z € V f tel que 

° P vp 1 ,x , ••• ,x ) 
R C (z) = (dx = 0 , dp = - J - ) . 

P 1 

On a donc : 

C (z) = C f (z) pour z € £ ; 
R 

[ C (z) , C f ( * ) ] = [RC (z) ,R C

f (z)] = | ^ =-^L ¿ 2 

car la relation évidente : 

1 , dx (p. ,x ,...,x ) , A , 2 . , / 
dx 1A...Adx = î-!- - - 1 dP-, A dx A. .Adx* sur V 

àp 1 
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signifie, vu (3.9) s 
Ъ x _ d x 

Or • vu le théorème 6 du § 2 f on a, pour z € V \ * 
R 

m R (z) = m (R*
1 X* , X œ (z) ) = с pour [ç (z) , C 1 (z) ] < 0 , 

= 1 + с pour [C (z) , Cf (z) ] > 0 , 

с étant une constante € J . D'où (3*10) , vu (3.1*0 • 

h. GE(ЖЕTRIES q - SIMPIECTIQUES . - Evidemment, si R est un q-repère, le groupe 

R"1 Sp (i) R = Sp (Z) 
q q 

opère sur Z et ses variétés lagrangiennes en conservant leur q - orientation ; 

ce groupe est indépendant de R , vu (3*1) • 

Or F.Klein a défini une géométrie par la donnée d'une variété et d'un groupe de 

lie opérant sur cette variété » 

Chacun des groupes Sp^ (Z) , êù q € { 1 f 2 f # e f » } f définit donc sur Z une 

géométrie, qu'il convient de nommer géométrie q - symplectique • 

CONCLUSION . - Le § 1 de ce chapitre I a défini une représentation unitaire du  

groupe Sp 2 (/) dans l'espace de Hilbert (X) , où dim X = / ; grâce au § 2 t 

le § 3 a substitué à l'étude de ce groupe celle du groupe isomorphe S p 2 (Z) qui  

définit la géométrie 2 - symplectique de Z, où dim Z = 2 / ; les § 2 et § 3 ont 

approfondi les propriétés de lfindice dfinertie et de l'indice de Maslov, que le § 1  

avait dé.jà introduits. L'intérêt de ces diverses propriétés est qu'elles s'appliquent  

toutes simultanément à une même structure : lfanalyse lagrangienne, que le chapitre II 

va définir . 


