JEAN LERAY
Chapitre I Transformation de Fourier et groupe symplectique

Les rencontres physiciens-mathématiciens de Strasbourg - RCP25, 1978, tome 25
« Analyse lagrangienne et mécanique quantique par Jean Leray », , exp. n° 3, p. 9-79

<http://www.numdam.org/item?id=RCP25_1978__ 25 9 0>

© Université Louis Pasteur (Strasbourg), 1978, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Recherche Coopérative sur Programme n° 25 » implique 1’ac-
cord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RCP25_1978__25__9_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ch T, §1

CHAPITRE I
TRANSFORMATION DE FOURIER ET GROUPE SYMPLECTIQUE .

Ce chapitre I explicite le lien existant entre ces deux notions trés classiques.

T1 permettra au chapitre IT d'étudier les solutions asymptotiques d®équatiens+
sux dérivias partielles.

§ 1. Opérateurs différentiels, groupes métaplectique et symplectique.

0. INTRODUCTION. =

Historique. - ILe groupe métaplectique fut défini par I. SEGAL [13]; son étude
fut reprise par D. SHAIE [14]; V.C. BOUSLAEV [3] [11] signala qu'il rendait la théorie
de Maslov indéperdante du choix des coordormées. A, WEIL[17] 1'étudia sur wn corps
quelconque, pour approfondir les travaux de théorie des nombres de ¢. SIEGEL,

Sommaire. - Nous reprenons l'étude de ce groupe pour préciser comment il opére

P Ly wobeky . |
sur ¥ R") ,#R"), TR, (ef. Théoreme 2¥- ‘ot .comment i1 transforms
les opérateurs différentiels (cf. Théorime 3.1).

1. IE GROUPE METAPLECTIQUE Mp (£) . - Notons : X 1l'espace R® (£ > 1), muni

*
de la mesure de; X ledual de X ; < pyx> la valeur de pEX* en
x € X3

72(4)=X0X 4

Y (X) 1'espace des fonctions X + ¢ , dont toutes les dérivées sont 3 décpois-
sance rapide (L. Schwartz) :
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]
S (X) son dual, espace des distributions tempérées sur X (L.Schwartz) ;
36, (X) 1'espace des fonctions X+ ¢ de carré sommable ;

v un nombre imaginaire pur d'argument % : §>O .

Soit une fonction lindaire a’ :-Z (£) + R : soit a° (z) = a’ (x »yP) sa valeur
- *
en z=x+p (z€Z () yx€X,p€X) : 1'opérateur

< l:a

o )
a=a (x,% 33)
est un endomorphisme self-adjoint de F' (X) : 1'adjoink de a , qui est un
endomorphisme de ¥ (X) , est la restrictionde a & o (X). Ces opérateurs a
et ces fonctions a’ sont les éléments respectifs de deux espaces vectoriels

o et Cl',vo, de dimension 24, naturellement isomorphes :
d)BaOH a €.
Lo commtatomr~de: a et b € A est
[2,bl]=aba-ba€c,
¢ € ¢ désignant 1'endomorphisme de €' (X) :
(Ve S (X)) c:fmrerf.

Pour étudier ce commtateur, munissons Z (£) de la_structure symplectique

[sz'] =<PpgxX'> - Pp',yx>,

z=x+p,2'"=x"+p' ,x et X' € X,p et p'EX*.

Toute fonction P (1,9 est définie par un élément unique al de Z (2)

tel que

(1.1) a’ (z) =[a',2] ;

d'ou un isemorphisme naturel
(1.2) zZ(2) > alma’ea’.
Le commtateur de a et b € (& est évidemment

(1-3) [a ,b]=%[a1, b1] )
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le second membre &tant défini par la structure symplectique.
Un automorphisme S de %' (X) transforme tout a € & en un opérateur

b=5as5"", défini par la condition
(vred* (X)) bsf=Sarf j

b# 0 si a# 03 en généra® b ¢ O

Définition 1.1.- G () est le groupe des automorphismes continus S de 3'(X) qui
transforment @ én lui-méme, c'est-i-dire tels que

(1.4 (Va€a) Sas €c.

G (¢4) est évidemment wn semi-groupe ; si S € G (¢£) ,
(1.5) a+Sas

sst Svidemment w automorphisme de cv; done ST €G(4) et G (£) est un groupe.

L'automorphisme (1.5) de & a pour transformé, par 1'isomorphisme naturel
Zz (2) » o, un automorphisme de 1l'espace vectoriel Z (4) :

(1.6) S:tahsgal .

Puisque S commte avec les automorphisme c € ¢ de E' (X) et que [a,b] € ¢,

nous avons :
[Sas',sbs8'])=[a,b].

c'ested-dire; vu (1.3) et 1'équivalence de (1.5) et (1.6) .
[sa,sb]=[a ,b];

s est donc wn automorphisme de 1'espace symplectique 2 (£) .

Ie groupe des automorphismes de cet espace symplectique Z (£) est nommé groupe
symplectique est noté Sp (£) 3

s € Sp(4).

Va (1.1)
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[sal,z] = [a1,S'1z] = (a2’ 05" ) (z).
En résumé :
IEMME-1.1. - Pour tout S € G (£) , 1"automerphisme

-
ar S a s

de O a pour transformés, par les isomorphismes naturels de ™ 7 (£) et o’

- un automorphisme s:almsa de Z(4) ;s sesp(e);

-]

- wn automorphisme ¢ a & 2° o s™' e a
L'application S+ s est wm morphisme naturel

(1.7) G (L) Sp (L) .
LEMME 1.2, - Le noyau de ce morphisme (1.7) est le sous-groupe de G (£) ayant
pour éléments les automorphismes de F' (X) du type :

(v €Y XNf+cf, ou c € (plan complexe pointé).

Note. - Ce sous~groupe sera noté ¢ .
Preuve. -~ Tout ¢ € ¢ commte & tout a € a (L) et appartient donc & ce noyau.

Réciproquement, soit S5 un élément de ce noyau : S est donc wn automorphisme

*
X ; nous avons

m

de ¥ (X) commtant 3 tout a € a(2). Soit p

N ~vV<Dp, x> _ .
( v ax‘*'P)e =03
. 1 9
donc, puisque S et v 3x *P commutent :
1 -v<p, x> .
(5353*+P)S 0;
donc, par irntégration de ce systéme différentiel :
-—v< > -
Se VTP X =c(p)ev<p’X>oﬁc:X*HC;

en dérivant par rapport & p, on constate que c a un gradient cp vérifiant
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"V<P’X>]_

-v< > -y < >
=-v xSe PoX7 o e VP X~

-vsixe 5 :

clest-d~dire, puisque S et le produit par x commtent :

¢ (p) est indépendant de p et sera noté c . Notons F la transformation

de Fourier ; soit f € DD(X) ;s notons g=F Te ; on a par définition de F :

£ (x) = (2‘3;'2)1/2 )J;e—\’<p’x}g(p) ap;

v<p x> -v<p,x>
= ce ’

puisque Se on a done

(vfe FP(X)) sf=cf.

Or F(X) est dense dans ' (X) ; donc S=c € c. Le lemme est prouvé :

D'autres sous-groupes de G (2) servitont & prouver que G (£) + Sp(2) estun

épimorphisme. Ce sont .

(1) 1le groupe fini qu'engendrent les transformations de Fourier portant sur 1l'une

des coordonées ;

(i1) 1le groupe que constituent les automorphismes de i (x)

ot Q est une forme quadratique réelle : X+ R ;

(111) 1le groupe que constituent les automorphismes de ¥' (X) :

ff ou f(x)=,.,/det T £' (Tx) et T estwrautomorphisme de X.

-

Chacun de ces groupes a wne restriction 2 J (X) , qui est wn groupe d'automor-
phismes de S (X)7, et we restriction 3 #6(X) , qui est wn groupe unitaire
(c2-d- isométrique) de FE(X). la définition que voici emploie ces propriétés

Définition 1.2, - Soit A 1'ensemble des éléments A constitués chacun par @

1) une forme quadratique X® X+ R valant en (x,x') € X0 X :
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(1.9) A(x,x')=%<Px,x>-<Lx,x'>+%< Qx' yx*'>,

o, P désignant le transposé de P :

t * * t *
P="P:X+X ,L:X+X ,Q="Q: XX,

dét L# 0 3

2) unchoixde argL=nm(A) ,m (A) € Z qui permet en particulier de

définir
A (A) =,/ d8tL par arg A (4) =2 m (4).

*
Note . » dét L est caleculé au moyen de coordonnées de X duales
de celles de X et est indépendant du choix des coordomnés, si dx Aeeondx’ = d!’x .

Note. = m (A) sera identifié & 1'indice de Maslov par (2.15) et §2 (8.6)

A chaque A associons 1l'endomorphisme S, de I (X) défini par

A
(1.10) (s, £) (x) = [ H] 5 (A) oV AT p1(xryatxo
’
on f'€e F(X), arg [i] /2=ITE£;

S, est évidemment le produit d'éléments des groupes (i) , (41) et (iii) ;

SA est donc un_automorphisme de ‘;f(X) s qui se prolonge par continmuité en un

automorphisme unitaire de #6(X) et en wn automorphisme de #' (X) ; ces trois
automorphismes seront notés S A S, €a(e).

L'image s, de S, dans Sp(2) est définie comme suit : (Ax : gradient

en x)

(1.11) (xyp) =5, (x*,p') équivaut d : p=4 (x,x"),p'=-4 (x,x").
X x!

Preuve de (1.11) . - Soit £' € Y (X) ; 5@- (5,£%) et 5, (2 1) se

calculent par dérivation de (1.10) et par intégration par partie ; le résultat
de ce calcul prouve les relations suivantes entre opérateurs différentiels éléments
de cu:



ChI,$§1 - 15 -

1 9 _ t -1,
S 3 -Px—-SA( Lx)SA: s S
ces relations éigzﬁ.fient, qu'en notant

(x,p) =5, (x*,p')
on a

* .
V(X';EX,p'EX) P-Px=‘th'9P'+QX'=Lx.

C'est la proposition (1.11).

Définition %i3 . = Nous noterons ) 1'ensemble des s € Sp (L) tels que,
Sp
sur le 24 - plande Z (L) ® Z (£) d'équation

(XvP) =s (x',p"),

x et x' ne sont pas indépendants .

Tl est bien cormm que 1'ensemble des s, définis par (1.11) est Sp ()X D .
P

Preuve . - Evidemment s, ¢ > . Réciproquement, soit s € Sp(4) ; sur
Sp
le 24~plan de Z (£)® Z (£) d'équation

s (x*,p").

(x s P)

*s

on a ,puisque s est symplectique
<Ppydx> =a<dp,x>=<p' ydx'"> - <dp',x'>.
done

1

= d [ <pyx>=<p'yx'>] =<p,dx>-<p',dx'>;

supposons s # ) ¢ x et x' sont indéperdants sur ce 24~ plan ; définissons
Sp

sur ce 24 - plan ¢

(1.12) A(x,x')=-;_-<p,x>-—;<p',x'>5
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nous avons donc

dA =<p,dx>-<p'a&'>, clestd-dire p=4 ,p' =-Ax’;‘
x et A doivent Stre indépendanmts dj«ié: (A};x ' k)’é 0;dome s =35, ;

ce qui achéve la preuve.

Les s ‘engendrent évidemment Sp (4) : donc

A

IEMME 1.3. - Le morphisme naturel

G(2) » Sp(2) est un épimorphisme.

Vu le lemme 1.2, G (£) est un groupe de Lie et
(1.13) G () [ c=5p();

( ¢ est le centre de G (£) car le centre de Sp (£) se réduit & son &lément
unité ) .

Définition 1.4. - Ie groupe métaplectigue Mp (2) est le sous-groupe de
G (£) que constituent ceux de ses éléments dont la restriction a %(X) est
un automorphisme unitaire de Z4(X) .

(Vv A) 5, € Mp (1) 5 or les s, engendrent Sp (#) ; le morphisme naturel

Mp (4) » Sp ()

est donc wn épimorphisme ; vu (1.13) , tout élément de G (4) se met donc, d'wme
fagon unique, sous la forme

¢S ou SeEMPp(L) ye>03

notons R+ le groupe mltiplicatif des nombres réels > 0 ; on a donc

(1.15) G (2) =R, xMp(s).

L'étude de G (1) se réduit donc & celle de Mp (%), qui a les propriétés

suivantes :
THEOREME 1., - Mp(£) est un groupe d'automog_ghismeé de ¥ (X), dont les

restrictions & #(X) sont des automorphismes unitaires.

1) Soit '81 le groups mltiplicatif des nombres complexes de module 1 ;
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(1.15) Mp (2) /S1=Sp(1’,) .
2) Soit T 1'hypersurface de Mp(4) se projetant sur - ; tout
Mp Sp

élément de Mp(2) \ T a_1'expression ¢S, o c¢ ¢ et 5, est

du type (1.10).

3) 1la restriction 2 ¥ (X) de tout S € Mp(2) est un automorphisme de F(X).

» 1 P
Preuve de 1). = (1.13) et (1.14) ; *S est identifié & un sous-groupe de
Mp(2) .

Preuve de 2). - Soit SGMP(L)\{)MP ; 1l'image de S dans Sp(g) est

donc du type s, ; S 511 € 51 , vu (1.15).

Preuve de 3). = W 2) , S=c¢ SA’ SA-‘;\:'; :f(X) de

c,S, ot 5,, sont des automorphismes de ¥ (X .

2. LE SOUS-GROUFE Sp, () de Mp(2) .-
Définition 2.1, - Nous notons Sp, (2) 1le sous-groupe de Mp (1) qu'engen-
drent les S, .

L'objet de ce no est de prouver ceci @ Sp, (2) est un revétement d'ordre 2
de Sp (,Z) .
Pour le prouver, calculons les inverses des S A et leurs composés.

*
Définition 2.2. - Etant doormé A€ A, définissons A € A comme suit :

A  (x,x') =~ A (x',x); A () if’m)';m(A*)=)L-m(A).

-1 -1
IEMME 2,1, = On a SA =SA*’ donc Sy = Spx e

Preuve . - Il s'agit de prouver, pour f et f' € ¥ (X), 1'équivalence des
deux conditions.



ChI, §1 - 18 -

[v]

L/2
) A (A) J" e\)A(X ,x') £ (x.) dlx' ,
X

£ (x) =

12

£1(x*) = e_vﬁ) s ) [ VAT oy o g
m X

c'est-a-dire, vu l'expression (1.9) de A, 1‘'équivalence des deux conditions :

'
£x)= [ o~ VLT x> 4 (x*) d{'.x' '
X

[v]?

v< Lx4x'>
£ro(x') = ( Yo ) ld_étlxlf e
' X

f(x)d’ex;

la formule d'inversion de Fourier paouve eette Squivaleneey donc le lemme .

]
Pour composer les SA explicitons S A (e V® ) » ' étant une forme qua-

dratique j la définition que voici le permettra.

Définition 2.3. - Choisissons dans X des coordonnées lindaires telles que

*
dx=dx A NP ax’ et danss X 1les cogrdormées duales. Les notions

que voici sont indépendantes de ce choix.

Soit une fonction réelle, deux fois dérivable :
® : X2R.

HGSSX (@) désigne son hessien, c'est-i-dire le déterminant de ses dérivdes

secondes '; c'est-a-dire celul de la forme quadratique.
XdeH<dcpx,dx>ER H

Iner‘!:X (p) désigne 1'indice d'inertie de cette forme ; il est défini (1) quand

Hess (p) # O

(1 C'est 1e nombre de valeurs propres négatives de 1'opérateur linéaire symétrigue

dx dcpx
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Eviderment ¢

Tnert (~¢) = 4 = Tnert (p) :

arg Hess (¢) = 7 Inert (¢) mod 2 m,

Cette formule nous permet de définir

(2.1) arg Hess (9) = m Inert (o) ;

d'ou, par exemple

(2.2) [ Hess (¢) 1% = | Hess (p) [F1 Tnert (@)

S ¢ est wne forme quadratique réelle

psX>x+%2<Rx,x>, ot R= R: XX,

alors Hess (@) et Inert (p) seront notés Hess (R) et Inert (R) . Hess (R)
ost le déterminant de la matrice symétrique R . Inert (R) est le nombre de

ses valeurs propres < O. Evidemment ¢
(2.3) Inert (R) = Inert (R~ 1) ;s [Hess (R)]é[Hess (-R"1)]%a_- +

IEMME 2.2, ~ Soit ¢' un polyfiome réel du second degré;soit A € A tel que

Hessx, (p*(x')+ A (x4x") )#0 5 notons ¢ (x) & valeur tritique du polynome :
Id2x'+— A (x,x'") + o' (x') ;
on a

(2.4) 5, (6¥®") =4 (&) [ Hess_, (p*+4) 17267,

Note 2.1. = Ce lemme suppose > 0 3 jusqu'ici il suffisait de supposer

Hel<

-:\:l)_- réel non mul.

Preuve. - On sait qus

400
J. e 2 dx = 2 ms
- 00
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donc, si ¢ € ¢ et |arg pl<%:

o 2
fe-—%(X+c) dx= E (]arg,\/—p-.'l<'%')-

- 00 u‘

on a donce

0o --&-(x-}-c)z --i [\)p—p,(X'*’C)JZ
f o VPX e z dx= o’ ? ‘re 2 dx=“E"&aVCP
- 00

X Ju

¢ étant la valeur critique de la fonction

x+ px+ o' (x) , on cp'=----2“‘—v(x+c)2 .

La transformation de Fourier F est définie par

v 2/ .
(2.5) (an € f(x)) (an) (p)=(%lz ) ZJ" e-\)<P y X'> £ (X')d‘ex';
X

nous avons donc, pour £ = 1, |arg ul <% :

nd

Fev‘P'-—LLlLewp;fi_;eT;

Jp/i
puisque F est wn automorphisme comtimi de ' (X) , la formule précédemts vaut

encore pour pu ==-¢€¢ Vv 9 ¢ €ER 3§ alors

-@:ﬁ si e>0,=1/]¢] st e<o0.
J |l

Mitrement dit, quand £ = 1 , le résultat suivant vaut: Soit un polyriome réel- du

seeond degré ¢t s X+RK X8l -due Hess @' # 0 ;

soit ¢ (p) 1la valeur critique
du polynome :

x ot (x) - <p, x>3
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on a

' i
(2.6) Fo' ¥ = [Hoss 9']7% o¥®

T1 suffit de choisir des coordonnées xJ de X telles que

) :
o' (x) =9 o' (),
=103

les cp'j, étant des polynomes du second degré de la seule variable xJ pour
constater que , puisque la relation (2.6)vaut, pour £ =1, elle vaut pour
tout L1=1,

Or, vu la définition (1.9) de 4, (1.10) de S, et (2.5) de F, dans le cas
P=Q=0:

on a,

(SAI') (x) =4 (4) (F£') (Lx);

(2.6) prouve donc (2.4) dans es. cas, auquel le cas général équivaut évidemment,

vu ces défimitions de A et SA .

Avant de composer les S 5 ? composons les s A

IFMME 2.3. - 1) Soient A et A' € A ; la condition

(2.7) Sy Spe ¢ E:

équivaut 3 la condition

(2.8) Hessx, [A(x,x")+ A (x*, x")]#0 (ce Hess. est constant).

2) Cette cendition équivaut, vu le lemme 2.1, & l'existence de A" € A tel que

(2.9) Sy Spr Syn = © [é1ément neutre de Sp (£)];

A" est défini par la condition que voici ¢ la valeur critique du polynome
x' = A (x,x") + A" (x',x") + A" (x",x)

est mlle .

3) De méme que (1.9) définit .A par P, Q, L, définissons A' et A" par
P'y, Q', L' et P", Q", I" ; la condition (2.8) d'existence de A" s'énonce :

P* + Q est inversible ;
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A" peut 8tre défini par les formules :

—1 t _t L} -1

(2.10) P + Q' = L' (P' + Q) L' ,P+Q"="L(P'+Q) "~ 'L

-1 t

I =.t1 (P +0Q) L,

Note 2.2, = On a, en écrivant A+A'"+ A" pour A(x,x')+ A'(x',x")+A"(x",x):

(2.11) I[nertx (A+ A+ A") = Inertx, (A+ A'+A")?Iner'tx,, (A+ A"+ AM) ;

a2 (4) 2% (av)
2% (am *)

(2.12) Hess , (A+A'+4A")

Preuve de 1)s = Vu (1.11), les relations
(x yP) = Sy (x* yP') (= yP') = Spe (x" s P")
s'écrivent

P= A (xyx') Pt == Ay (xax') = AU, (X prear, (x1,x)s
1'élimination de p' et x' entre ces relations définit

(xyp) = Sa sAv (=", P").

La condition (2.7) s, s It ¢ o équivaut donc & chacune des suivantes 2
Sp
cette élimination laisse x et x" indépendantes ;

la relation
Aev (x,x') + A, (x',x") =0

laisse x et x" indéperdantes ;

il existe x' vérifiant cette relation, quels @me soient x et x" .
Or, dans (1.9), 46t L# 03 domc (2.7) équiveat 2 (2.8),

Preuve de Z). -~ L'Nypoth®se (2.9) sigmfie cecl : deux quelconques des trois

relations suivantes impliquent le troisiéme :

(x,p) = SA (x' yp*) , (x* yP') = SA. (x" ,p") 5 (x" vP")=SA" (xyp).
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Donc, vu (1.11), chacune des trois relations que voici implique les deux autres:
(2.13) (a+ A'+A")x = 0, (A+ A'+A")x, =0 (A+ A'+A") o =0,
ou A+ A+ A" = A (x,x") + A'(x' ,x") + A" (x,x) .

Or, vu la formle d'Buler, ces trois relations impliquent
A+ A"+ A"=0,

Done
(A+ A + Am) <t = 01 clest-a-dire (A+ A')x, =0 implique A+ A'+A"= O,
Preuve do 3). - D'une part

Hess_, (A+ A"+ A") = Hess (P' + Q).

D'autre part les trois relations, deux & deux équivalentes,(2.13) s'écrivent :
t
(P+Q") x = "Lxte IMx" = O

t

- Lx+ (P*+Q) x'-"L'x" =0

-;'tL"x-L'X' + (P" + Q') x" =0 ;

(2.10) exprime évidemment ces équivalences .

Preuve de la Note 2.2, - Vu (2'10)1 » les matrices symétriques

PntQr, (P'+Q)" et P+ Qn

peuvent 8tre transformées 1l'une en 1l'autre ; elles ont donc la méme inertis ;

c'est ce qu'énonce (2.11) .
Vu (2.10)‘2 ,
Hess (P'+Q) = (dét L). (aét L') / (~1)* aét 1
vu la définition 2.2, c'est ce qu'énonce (2.12).

Définitions 2.4, - Etant domnés

s “€-5p(2)=T  tels que Sp Sar Sun T O

A Sa S
Sp
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définissons ¢

(2.14) Inert (sA, s )= Iner'tx (A+ A+ A7) [voir (2.11)].

IR

Définissons

]}Brt (SA’SA' ’ SA"() = ]:'ner't (SA'SA' ,SA”) .

Défimissons d'autre part 1'indice de Maslov m (S,)€ %, de S, par :

(2.15) m (SA) =m (A) mod.4;
le § 2 nc 3 1le rattachera & 1'indice que V.I, Maslov a effectivement introduit.

Ie lemme 2.1 et (2.15) ont pour conséquences évidentes ceci :
Inert (3'1 57 5'1) =4 - Inert (s,, s S, )z
( 6) J L LI | A? BAY Y PAn ¥
2.1

m(sf) =4 =m(5,) ;m(-8,)=m(s,)+2 mod . 4

Nous pouvons enfin étudier la composition des S At

IEMME 2,4, ~ Soit un triplet A, A', A" d'élements de A, tel que

(2.17) Sy Spe Sy = €
On a
(2.18) Sy Spe Spn = £ E [E : élément neutre de Mp (2)].

La condition pour qu'on ait

(2.19) S, Sys S =B
est

-1
(2.20) Tnert (S,, Sper Syn) = m (SA)-m (SA,)-l-m (SA,,) mod. 4

Note. - Ia condition (2.17), qui équivaut donc 2 (2.18), implique (2.20) mod.2,

Preuve. ~ Soit y € X ; la formule (1.10) vaut quand on y remplace f' par
la mesure de Dirac de support y @

8 (x) = 8(x=-y) ;
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on obtient :

(5,, 8%) (x) = Ly 2y oy o8 )
2mi ?
d'ou, vu le lemme 2.2

(5,530 ") () = () M2 () 0 @) Hoss_, [ AGx yx) + ar(xt , y)]yRevA" (%) |

2mi

- . 4
d'ou, en multipliant par f' (y) dy ou f'€ Y (X) et en somant :

pr = A (AY A (A*) [ Hess o (A+A" + Am) ] -5 S

SA SA' = A(A"*) AW ¥

d'ou, va le lemme 2.1 et la formmle (2.12) :
SASA' SA"= i— E,
Précisons ce signe : wvu la définition 2.4
— 11
arg[Hessx, (A+A'+A")]5‘ =% Inert (5,,5,, , 5,,) mod 2 13

vu la définition 1.2, (2.16) et le lemme 2.1

arg A(A)=7m (SA) yarg 4 (A') """ mn (SAv) = % [£-m (SA;1 )1,
argA(A"*)——m (SA")_ g [g=m (SA")] mod 21

donc

arg(+ 1) = 3 [Tnert (S,,8,, 4 5,,) -m(5,) +u (S} )-m(S ) ] mod 2m

Rappelons que sz (1) désigne le groupe qu'sngendrent les S A*
IEMME 2.5, - Tout élément de Sp, () est produit de deux des Sy

Preuve + - Vu le lemme 2.1, tout élément de Sp, (¢) est produit de S,. T

suffit donc de prouver ceci ¢
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Etant domés U, V, WEA, i1 existe B et C €A tels que

(2.21) 5. S.S. %= S8

Or, vu les lemmes 2.3 1°) et 2.4, pour tout W€ A et tout T éElément générique

de {S A} » Sy ST appartient & {S A} et est générique ; donc, pour T générique :

Sy sTe{s‘} v Sy Sy Sp € { SA} i 551 Sw E{SA},‘

d'ou (2.21) awec
-1
sB=sUs,stTe{sA} »Sc= Sp S, € {8,}).

La restrictiond Sp, (£) du worphisme naturel Mp (L) » Sp (L) est évidemment
un morphisme naturel ¢

Sp,(2) +5p(x) .

IEMME 2.6 . = Le noyau de ce morphisme est le sous-groupe
§°={ E,~E} ;

Sp, () / s° =sp(2) .

donc

Preuve . = Vu le lemme précédent, le noyau de ce morphisme est 1l'ensemble des

S, Sy (A et A' € &) tels que Sy Sy = © 5 d'oly vu le lemme 2.1 3

Spr T Spx s
donc, vu la définition 2.2 ¢
(Txyx'€X) A (x,x = A" (x,x");
par suite
*
A (AY) =+ 4 (AF)
et

SA,=§SA* ; donc SASA'=J_r E.

IEMME 2.7. - le groupe Sp, () est comnexe.
Preuve. - Etantdommé %k € 7 L (groupe additif des entiers mod. 4), notons

Dk 1'ensemble des S A tels que

m (4) =k, c..d. 154 () >0

vu la définition 1.2 de A, chaque D, est un domaine connexe de Sp, (2).

Etant donmmé k € %, soient SA et S,, tels que :
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-1
m(SA) -m(SA,) =~k mod 4 ,

P* + Q ait une valeur propre nulle et £ -1 wvaleurs propres > 0O .

Soient B et B' € A, voisins de A et A', tel que
Hessx, (B +B") #£0 3

définissons B" € A par SB SB' SB" = E7; 'Inertx' (B + BY)

prend les valeurs O et 1 ; puisque m est localement constant :

m (SB) =m (SA) s (SBv) =m (SA' )3
vu (2.20) , m (SB,,) prend les valeurs k et k + 1 dans tout voisinage de

(SA SA'>-1 qui appartient donc & ‘D‘k" N -ﬁk—+‘l s

D, ND, 7 P

ot le lemme,

Les lemmes ci-dessus prouvent le théoréme suivant. Son 10 réduit 1'étude de
Mp (L) & celle de Sp,(4) ; on trouve sen équivalent chez D. Shale et A. Weil ;
mais la preuve que nous en avons dormée a établi divers autres résultats qui nous
seront indispensables. L'un d'eux est le 3°) de ce théoréme : c'est le no 8

du § 2 qui 1'emploiera.

THEOREME 2 , - 1) les éléments S, de Mp (£) gque définit (1.10) engendrent

un sous-groupe Sp,(2) de Mp(s) 5 Sp,(2) est un revétement d'ordre 2 du

groupe Sp (L) ; c'est un groupe d'automorphismes de F(X) se prolongeant en
automorphismes unjtaires de 4(X) et en automorphismes de I '(X) .

2) les formules (2.11) et (2.14) définissent 1'inertie de tout triplet
sy s', s" d'éléments de Sp (2) \ESp tel que

s s's" = e [&lément neutre de Sp (1) ] ;

1'inertie est une fonction localement constante, (discontinue sur 5 p) y 2

valeurs dans {0, 1, eeeyl} o vérifiant :

Inert (s, s', s") = Inert (s", s, ') =see = £ = Inert (s"',1 s"',1s'1).
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Notons ESp 1'hypersurface de  Sp, (2) dont la projection naturelle sur
2

Sp(2) est ESp 3 les S, » définis par (1.10), sont les éléments de

sz(z) \Espz . Soit un triplet S, S', 5" de tels éléments, vérifiant :

S S* 9" =E [&lément neutre de Sp, (£)];

soient s, s',s" sa projection naturelle sur Sp (£) ¢ nous définissons

Inert (S, St ,S") = TInert (S ,S' ’S") .

3) la formile (2.15) définit sur Sp, () \ESp T*ndide de Maslov m ;
2

c'est une fonetion localement constante (discontinue sur Lg p ) 5 & valeurs
2

dans 2, ; elle vérifie
n (5" Y= 4-n(S),m(=5)=m (5) +2 mod 4 ;
Tnert (S, S*,S") =m (S) = m (S' ™)+ m (") mod 4.
Note 2.3. = Nous verrons ultérieurement que cette dermiére formule et la pro-
priété d'étre localement constante caractérisent m .

Note 2.4, - Spy(4) contient les trois sous-groupes de G (£) qu'a définis

le no 1 :

(1) par Fourier ; (ii) par des formes quadratiques ; (iii) par des automorphismes

de X

Preuve. - Soit S5 wun de leurs éléments ; on trouve aisémént A €A tel qgume

SSA=SA' ’Q{IA'EA .

Note 2,5. = On peut prouver que tout S € Sp, (2) est du type :

S=8y8,5%s5,,

ol ¢ 83 € (£) , c.2.d. est une transformée de Fourier portant sur au plus £

coordonnées ;

S‘l et SL;, € (41) y c.2.d. sont du type s £' eV @ £f', Q¢ forme quadratique

réelle ;
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S, € (4i1) yceded. o3t du type ¢ £' () 1+ /A8t T £ (T,), ou T estwn
automorphisme de X

Y, ’
3. OPERATEURS DIFFERENTIELS A COEFFICIENTS POLYNOMTAUX . -

Vu la définition 1.1, les éléments de Sp, () transforment des opérateurs de ce

type en opérateurs du méme type ; ce no 3 explicite cette transformation.

Solent a' et &~ deux polynomes de -3 y X 9P $

+ + : - -
a(vexyp) =D a_ (vyx) p¥;5 a"(vypyx) =D p¥a’ (vx);
@ (¢ ¢ mlti-indice) ¢

Cansidérens les deux opérateurs différentiels :

(3.1) & (vyxrm&)r e nal (vya) (527 £0);
o4
(3.2) & (v,md D)tk (2 (v, )

IEMME 3.1, - L'identité de ces deux opérateurs

é%c’x)

<=

+ 1 9 -
(3.3) a (vyxyT55) =8 (v,
équivaut & 1l'existence d'un polynome 2’ en "3" y X yp gtel que ¢

2

1.3 2.
’
(3.4) i(a+ (\),x,p)=62v ox T3P a’ (vyx,4p)
(\
l <l 2
La" (V’P,x)=°2_v OX TOP  y° (vyxiyp ) .

Ies notations sont les suivantes :

L 2 . x
<-Sa-;t,al> = CH (x? ,p. ¢ coordormés duales de X et X )
P 5=1 ax’ep, J
o 2
A<=, > o0
3x " o 1 k 29 3 k
8 p =kZ>_O 'E':! A <'§E ,'55> .

Preuve. ~ la relation (3.3) défimit wne bijection a++ a™ telle que, pour
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*
tout p€X :

+ -y < x> + ) v< x>
a (vyx,p)=e P a (V’ch 8_;[) © P =
av< P yx> = 13 v<p x> 19 y@ =
= (V’v 3% x)e > ( vax) a”(v,x)
1.9 2
=e\) CRS ap a (\J,p,X) 9

. *
car d'aprés la formule de Taylor, pour tout polynome P ¢ X -+ ¢ et toute fonc-

tion £ ¢ X+ ¢ ¢

P(p+i 2 ) f(x)=§:'ﬁ‘1"(a'%)BP(p) 2%
LYY
co v AR T [ry £ () 1.

La bijection a~ - a’ peut donc 8tre définie par la relation

1 3 9
+ ! -
a (vavp)':ev ox’3p a” (Vvypax) 3

c'est ce qu'affirme le lemme.

Définition 3.1. - Soit un opérateur différentiel a , d'expressions (3.1) et
(3.2) ; 41 est défini par le polynome a’ en ( % y X 9P ) qui vérifie (3.4) .

Nous dirons que a est l'opérateur différentiel associé au polynome a’

Le théoréme 3.1 explicitera le transformé S a 1 de a par S € Sp, (£);
le letme 1.1 1'a déja fait quand a’ est lindaire en (x sP )+ la preuve de
ce théoréme emploiera les propriétés suivantes .

IEMME 3.2, = Si a et b sont les opérateurs associés aux polynomes a’ ot

bo, alors 1'opérateur
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’ o]
est associé au polynome c¢  valant :

1 o) o) 1 3 3
L R
(3.5) ¢ (vax,p) ={e2Y OF 3P 2V 3XT0Q T a%y xp)b(vyyya)] }e
y=x
g=p

Preuve . = Si bo(v +X ,p) ne dépend que de p, alors le polynome ¢’ associd

a c=ab est :

- S-§
orxop) =6 2V 3% 3R (4P (y,x,p) b°(p) ]
Ay BB
={e (" (v,x,p)b (@) 1 1}
a=p
1 Fo) o
={e-2V<aX’aq> [a° (vyxsp) b (@)1} .

a=p

De méme, si b’ (vyx,p) ne déperd que de x, alors le polynome associé a

c=ab est :

1 o) o)
—<L , L
2 o
°¥ ap [ao(V9 x,P)b(Y)J}
Yy=X

co (vyxyp) =1{ e

Done, si b (x ,p) = b' (x) b" (p) , alors le polynome associé 2 ¢ = ab est :

-"j-<"§',-§-> 1<—a—,_§_> o
v xyp) = 2V 8%'3d (JZVIRV'IPT [° (y,x,p) b(3)] )} b(q) |

y=Xx Q=P
4.2 2o L. 2ol o2 2
PR T AT M T T AR T W T T A

3P .9

P [a(v,x ,P)b'(Y)b"(Q)] }
y=x
qQ=Pp

clest-a~dire (3.5), puisque, vu (3.4) 3

1.2 2.
2y 37'23a  [p (v) o" (@) 1 =1° (y,q) -

D'ou 1o lemme 3.2 , domt voici une conséquence évidente :

IEMME 3.3. - L'opérateur

c=-% (ab+ ba)
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est associé au polynome ¢

? 0
e (\,,x,p)={eh[—;<—,——>_§1—v<§;c,aiq>][ao(wxup)b (viysa) 1 }
y
q

x
P
S5i b est linéaire en (y,q) , alors
d 2- © o
[<‘§" a'i>-<'5‘;c1'§'zl>][a (vexyp) b (Vyy,sq)] =0
d'ou
ch[....]a’ b =2a" b 3

donc :

IFMME 3.4. = Si b est lindaire en (x,p) , alors 1'opérateur associé 2
2’ b’ est -% (ab+ ba).

Ce lemme permet de prouver le

THEORRME 3.1, - e transformé Sa S~ de 2 par S est 1'opérateur diffé-

rentiel associé au polynome 2 o s~ L [s ¢ Sp, (2) 5 s est 1'image de S dans

sp(s) ].

Preuve. - Soit b un opérateur différentiel associé & un polynome b° linéaire
ou affine en (x,p) ; le lemme 1.1 signifie que le théoréme 3 s'applique & b . Pour
‘le prouver par une récurrence relative au degré de a’ en (xyp) , 41 suffit
donc de prouver ceci : si le théoréme s'applique 2 ao, alors il s'applique 2

o o
a b .

Puisque le théoréme s'applique 2 a’ et b° s les opérateurs associés aux
polynomes

o _o o _0 -1 ° - -
a b et (2 b)oes =(a os 1)(13("351)

sont respectivement, vu le lemme 3.4

J(ab+ba) et 2 (525" 'sb57 '+ 5b57 5257 = ] s(abeva)s T,

oo

Le théoreme s'applique donc & a’ bo s 1l est donc prouvé.
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Complétons~le par un théoréme concernant les opérateurs adjoints.

Définition 3.2. - Rappelons que #((X) est muni du produit scalaire :

(VE,g€ HX)) (£lg)= [ £x) eglm &x
X

(g(x) : dimaginaire conjugué de g(x)) .

Deux opérateurs différentiels a et b sont dits adjoints si

(3.6) (vr,ge H(EX) (af}lg)=(]|vg).

THEOREME 3.2. - Pour que les deux opérateurs différentiels a et b associés

aux deux pelynsmes a et b~  soient adjoints, il faut et suffit que

* ¢
(3.7) (VvELR » x€EX,p €X) b (vyxsp) =a (v, Xyp) «
Preuve . _ Il est évident que (3.6) équivaut & :

- <+
b~ (v yPsX) = a (v s X9P)

c'est-a-dire, puisque v est imaginaire pur, & :

done & (3.7).

Les théortmes. 3.1 et %.2 ont évidemment le corollaire suivant

*x
COROLLATRE 3.1. - Si a est 1l'adjoint de a, alors (V S € Sp, () )

* - 1

Sa S est 1'adjoint de S a S .

Le théoréme 3.2 a évidemment le corollaire suivant, qui sera important :

rd o )
COROLLATRE 3.2. - Pour que 1l'opérateur a associé au polynome a soit auto-

adjoint i1 faut et suffit gque ce polynome soit 3 valeurs réelles (Yv€ELIR,

*
x€X,p€X ).
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§ 2. Indices de Maslov ; indices d'inertie ;

les variétés lagrangiemmes et leurs orientations .

0. INTRODUCTION, -~ Historique .- Suivantune indication de V.C.BOUSLAEV [3], [11]
le ¢ 1 vient de définir sur Sp, (4), par (2.15), un indice de Maslov mod. 4 et
de le rattacher par (2.20), & un indice d'inertie, fonction de deux éléments
de  Sp(z).

Par ailleurs V.I. ARNOLD[1][11] définit sur le revétement de la grasmannienne
lagrangienne A (4) de Z (¢) wn autre indice de Maslov, qui se rattache au
précédent et & wn second indice d'inertie, fonction d'un triplet de points de
A (£). J.M. SOTRIAT [15] a-donné wne variante 3 1a définition de 1'indice de Maslov
qu'expose ce § 2,

Sommaire. - Ie § 3 du chap. I et le chap. IT emploieront ces deux indices

de Maslov et un troisi®me indice d'inertie, fonction d'un élément de Sp (4)
et d'un point de A (2).

Nous reprenons en les adaptant, les diverses définitions de ces divers indices
(Arnold, no 5 3 Maslov, n° 6 ; Bouslaev, no 7 ) pour expliciter leurs propriétés
(no 4y 5464 7, 8) 5 dont le § 3 énomcera celles qu'emploiera le chap. IT.

Tl nous faut d'abord préciser les propriétés topologiques de Sp (L) et A(4);
(théoreme 3) . Pour étudier ces propriétés nous employons comme Arnold une
structure hermitierme de Z(2) ; (no 1 et 2) .

1. = CHOIX DE STRUCTURES HERMITTENNES DE  Z (4) . - DNotons (z|z') 1e
produit scalaire de deux vecteurs de ( g mmi d'une structure hermitienne ;

évidemment
Im(z|z') = -~ Im(2'| 2)

est une structure symplectique de C!' .

De fagon plus précise :
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letme 1.1, - Ia restriction & X définit un homéomorphisme entre :

- L'ensemble des structures hermitiemnes (. .) de Z(ﬂ) telles que

(1.1) To(z]2') = [z,2'] ,3X=X ;

- 1'ensemble des structures euclidiemss de X.

Preuve . - 1) La restriction & X d'une structure hermitiemme de Z( %)

vérifiant (1.1) est euclidienne, puisque :

(vx, x'€X) [x,x']=0.
Notons que,vu (1.1)
(1.2) (z]2') = [iz,2'] +ilz,2'] ;
en particulier :
(1.3) (vx,x'€X) (x|x') =[ix,x'];

done .

2
(1.5) sx=4 21x[0 ex*,
: X

1i) Ia dommée de (.| .) sur X, définit :

par (1.4), la restrictionde i & X :

-
9

i1 : X 2 X

*
- la restrictionde i1 & X :

. * . . .2
i,: X » X,ecar i,=~- 1, pulsque 1i'=-1;

donc 1'automorphisme i de 7z (2) :

(1.5) 1(xyp) = (Epy i, x)

enfin, par (1.2), la structure hermitienne de Z (£) .

Ia restriction & X des structures hermitiermes de Z (£) vérifiant (1.1)

est donc mme application injective de 1'ensemble de c¢es structures dans celui
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des structures euclidiermes de X .
1431) Elle est bijectiwe ; en effet : 1'automorphisme i de Z(2£) défini
par la donmée de (.| .) sur X | o est-h-dire par (1.5) , vérifie :

% = i = [1 by .t .
1 _-1’[12?2']"[12"21,031‘ 11 :11, 12=12;

2

(.].), que (1.2) définit sur Z(2), est évidemment linéaire en 2z € (¢~

- vérifie (z' y2) = (z* y2) 3
- est donc sesquilinéaire ;

- vérifie lx+iy|®= | =%+ |y %5

est donc bien wne structure hermitienne.

1

Ie lemme 1.1 a pour corollaire le

IEMME 1.2. - L'ensemble des structures hermmitiermes de Z () vérifiant (1.1)

est un cbne convexe ouvert ; il est donc connexe.

Note 1. = Nous choisiséons arbitrairement 1'une de ces structures hermitiermes d
z (2)

; nous l'emploierons & définir des notions topologiques (les indices de
Maslov) ; ces notions ne dépendront pas de ce choix, vu le lemme précédent.

2. LA GRASSMANNIENNE LAGRANGIENNE A (L) IE Z (4) .-

Un sous-espace de Z (£) est dit lagrengien quand le restriction de [.,.]
4 ce sous-espace est identiquement nulle, c'est-a-dire, vu (1.1), quand la

restriction de la structure hermitienne de Z (£) est une structurse suclidierme

de ce sous-espace.

Tout repére orthonormé d'un sous-espace lagrangien de dimension k est donc
constitué par des vecteurs orthogonaux dans Z (4) ; donc k=1 .

Notons A (£) 1'ensemble des sous-espaces lagrangiens de dimension £ ; A (2)

est nommée grassmarnierme lagrangierme.

X et X €A(2).

Soient : A € A (4) 3 r un repdre orthonormé de A ; c'est un repére de 7 (1) :

z (2) (resp. ) ) a pour éléments les combinaisons lindaires & coefficients
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complexes (resp. réels) des vecteurs constituant r.

Notons U (£) 1le groupe des automorphismes unitaires u de 2 (£) ;
(c'est-a-dire : u u =e you: u = t; H e ¢ transposé ; e : identité) ;
vu (1.1) 3

u(2) cspls) .

Soient, de méme : A' € A (£) ; ' un repdére orthonormé de A' . U (£) contient
un élément unique u ‘tel que ¢

d'ou :
A=ui'.

Lo groupe U (2) opére donc transitivement sur A (£) : il en est de méme, a fortiori,
pour Sp{£) ;5 d'ou le 10) du lemme ci~dessous, ou St (£) [et 0 (£)] désigne
le stabilisateur de X  dans Sp(2) [et U(M)] , c.2.d. le sous-groupe des

s tels que sX*=X*.

0 (#) est évidemment le groupe orthogonal. Le lemme 2.3 explicitera St (£) ; son

20) montre pourquol le stabilisateur de X* nous intéresse plus que celui de X.

IFMME 2,1, = 1) On a

(2.1) ALYy =5Sp()/ st(t)y=T() /o).

20) Notons W (£) 1l'ensemble des éléments symétriques w de U (L) ;

t

(ctest-a-dire ltw =w. Donc wé€ W (L) signifie : w= w=% !

)e
Ie diagramme :
U (1) BuHutu=w€W(z)
(2.2)

T/ 00) =AY = L

définit wn homéomorphisme naturel :

(2.3) A@YIrmw (M) EW(L),

La condition @
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(2.1) z € A\ équivaut a z+w()\)-z.=0.
Notons :

z=x+1y ,0u x et yc€Xj

supposons :

1 ¢ sp (w()) [sp (w) : spectre de w; O-chatne de 81] ;

' ’ s N _ s e+wilA
(2.5) z €\ équivaut & y =1 o w ) X
oh i :-P’W ;) est une matrice réelle, symétrique ; (c'est-a-dire : identique

4 sa transposée) .

30) dim (A N A') est 1'ordre de multiplicité de 1 dans sp ( w (A) w™ ! (a")).

Note 2. - Ce 3°) prépare la définition topologique de 1l'indice de Maslov (no5)

La preuve du lemme 2.7 repose sur le lemme suivant, qui est une conséquence
évidente de 1'expression de u € U (4) au moyen de ses valeurs et vecteurs

propres ¢

IEMME 2,2, - 10) Soit u € U (£) ; pour que u € W (£) , i1 faut et suffit
qu'on puisse choisir réels tous ses vecteurs propres .

2) Toute application surjective :

1 1 1
F:85 8 (S5 cercle trigonométrique de ¢ )

définit wune application surjective :

W) 3wmF W) ew().

Preuve du lemme 2.1 _20) , ~ le diagramme (2.2) définit wne application (2.3),
car siuetuv € U (2) ont la méme image dans A (£) = U () /0 (£) ,alors
v € 0 (£) ,donc :

t
uv (uv)=u vtvtu = utu .

Etant dormé w € W (£) , vu le lemme 2.2 20), il existe u € W (£) tel que
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2
w=u jdonc w=u tu; l'application (2.3) est donc surjective.
*
Puisque X = u X , 1la condition z € A s'énonce

0 ou z+wsz=0,.

-1 -=-1-

*
u z €X , ou Re(u"1z)=0 ouu1z+u zZ

L'application (2.3) est donc injective .

Preuve gu lemme 2.1 30) . - Notoms w=w (A) , w'=w (A*') AN A" a pour

équations :

clest-d-dire :

AN A s wT =ty s 2= Wz .

Notons T le sous-espace analytiqie de Z (£) d'équation

T:w'1z=w"1z;ona dim T=k,

k étant 1'ordre de multiplicité de 1 dans sp(ww'” 1) . L'équationde Ar N A"

dans T est :

z+wz=0.
Vu le lemme 2.2 20) , il existe u € W (£) tel que :

-2 -1
-Ww=u =u u,

1'équationde AN A' dans T s'écrit donec :

L'isomorphisme
To>zw uzc ck
applique donc A n A' sur la partie réelle RE de K ; donc ¢
d:'l.mr AN At =k,
IEMME 2,3 . - Le stabilisateur St (£) de X* dans Sp(4) a les propriétés

suilvantes

10) Les éléments s de St (L) se définissent corme suit :
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s (x'yp') = (x,p)
équivaut a :

(2.6) x=s, x' ,p= ts{'1 (p'+szx') ,

ou ¢ s, est wn automorphisme arbitraire de X j;
v ; . *
S, = 5, W morphisme symétrique arbitraire : X -» X,

20) Cet élément s de St (L) est la projection des deux éléments S de
Sp, (£) définis par :

7 3<x',s, x>
(2.7) (s£)(x) = J dét s [ e ro(x")] -1
x'=s5, X

Note 2.1, - Nommons St, (£) 1e sous-groupe de Sp, (2) dont 1a projection
sur Sp(2) est St(£) .
Vu la Note 2.5 du § 1, St, (L) est 1l'ensemble des S € Sp, (#) qui opérent pon

tuellement sur ko (X) ¢ la valeur de Sf'en wn point x de X ne dépend que
de 1'allure de f' en wn point x' de X (en fait-de la valeur de f' en x').

*
Preuve de 10) . = Les éléments du stabilisateur de X dans le groupe des
automorphismes de 1l'espace vectoriel Z (£) sont les applications

(x'y, p")  (x,P) définies par :

x=s5,%x",p=5; (p'+5,x") ,

*
ol 54 et s, sont des automorphismes de X et X , s, est un morphisme

*
X =+ X . Ces éléments sppartiennent.2 Sp (L) quand :

Preuve de 20) . - la formule (2.7) définit wn automorphisme S de ' (X) ,
qui appartient & Sp, (£) wvu la Note 2.4 du § 1 . On a évidemment :

1 -1 1
x'(Sf)=S[f°S1X'] ,U%c(Sf)=5[ts11 T Sorsxt];
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donc,pour tont a de a (§1 snol) ¢

< |-

3 .o t =11
3x) (8f)=5a (s, x', s, (vgj_x'”zx'))f;

ao (x ,
clest-a-dire, vu (2.6) :

-1 . 0
S aS est associé & a o s ;

s est donc 1'image naturelle dans Sp(4) de + S € Sp, (2) .

3. IES REVETEMENTS DE  Sp () ET A (£) . - Les propriétés de ces rev8tements
résultent de celles de m [ Sp(2)] et m (A ()], qui s'obtiemgent en

étudiant m, (o).

ﬂk désigne le kieme groupe d'homotopie ; cf. N. Steenrod [16]; précisons que

N. Steenrod domme & 1‘'expression "groupeé symplectiques " un sens autre que le
ndtre.

IEMME 3,1 . = 10) L*inclusion O (£4) c St (£) induit wn isomorphisme :
(vkem n [00)] = m [St()].
20) Lvinclusion U (¢) c Sp(4) induit un isomorphisme :
(vkewy m [UM)] 2 m [sp ()],

3°) Le morphisme

1 f d (dét u)

S i adte - &

(3.1) RN R o
Y

est un isomorphisme naturel :
m, vyl = 2.

Preuve de 1°) . - Les éléments s de St (£) sont du type (2.6) ; ceux d'entre
eux pour lesquels 8, = O constituent un sous-groupe G L (£) de St (£) ; les

inclusions
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0(4)cGL (£)cSt(e)

induisent des morphismes naturels
1
m [0() I ¥ m [GL()]» m [5t ()],

dont le second est wn isomorphisme, car

St(2) = GL(2) xR” ou n=d{er1)

2 L]

in] é'agit de prouver que i1 est un isomorphisme : or GL(Z) opére transiti-
vement sur 1'ensemble Q ,  des formes quadratiques définies positives sur

X3 0(2) est le stabilisateur de 1l'une telles ; donc
GL(2) / 0 (2) =Q'+ » ou Q, est convexe ;

1'exactitude de la suite d'homotopie de cette fibration (ef. Steenrod [16],

17.3 5 17.4 ) prouve que i est bien un isomorphisme.
Preuve de 2¢) ., -~ Ies inclusions
U () cSp(e) 5 St(4) n U (4) =0 (£) c St (1)
définissent wne application (cof Steenrod fi6] ,17.5) de la fibration

U(2) /0 (2)=nA (L) dans Sp(2) / St(L) =~ (2) ;

sa restriction & A (#) est 1'identité . Cotte application induit un morphisme
des suites d'homotopie de ces deux fibrations (cf. Steenrod [16], 17.3,17.11, 17.5)

A' st L]
e LA 5w [0] 3 n [T n (AW 7 f00)]
i i i i i
Vi s I

Merq [A(E)] e [St(z) ] = nk.[.sp(z)] » m A ()], no[St(»c)]

Ce diagramme, dont les lignes sont exactes, est donc commtatif ; leé :‘Lo sont des

isemorplismes ;3 1l en résulte que les i, sont nécessairement des isomorphismes

Preuve de 3°) , = ( Steenrod [16]25.2 prouve, par une autre voie, une partie
de 30))
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Notons dét (c-a-d. déterminant) 1'épimorphisme :
(3.2) U()dum dtucs coy
notons S U (£) son noyau ¢ m € SU(L) quand dét u =1 ; on a donc :

UL /SU () =5 ;
(3.2) est la projection naturelle de U (£) sur s 1 ; 1la suite d'homotopie de
cette fibration contient la suivante, qui est donc exacte :

i P 1 A
(3.3) n1[SU(£)]+n1[U(£)]*n1[s]»no[SU(z)];

p est induit par le morphisme (3.2) ; SU(L) est commexe, donc = [ SU(L)]
est trivial ; déterminons m, [su(s)]. °

SU(2) opére transitivement sur la sphére :

24 =1

S :zl=1;

j
le stabilisateur du vecteur (1,04...,0) de ¢ est SU(L~1) ; donc

SU(L) / SU(-1) =s°*=T,

1la suite d'homotopie de cette fibration contient la suivante, qui est donc exacte

At it

(2271 5 m (50011 5 ny[5U(0)] 2y [5247 17,

on (cf. Steenrod [16], 21.2) u [Szz' 1] et m, (S sont triviaux pour

£=22 ; donc i est un isomorphisme ; or T, [SU(1)] est trivial, car SH (1)

ost trivial ; donc :
(3.4) m [sU(t)] est trivial.

Puisque, dans la suite exacte (3.3) , m, [sU(2)] et T [SU(£)] sont tri-
viaux, p est wmn isomorphisme.

Or 1 1 da
Tr,][S]BI""?TEfF = €12



¢hI, §2 - A4 -

est un isomorphisme .

la compoSition de p, qui est induit par (3.2), et de cet isomorphisme est
un isomorphisme 1, [U ()] » Z, qui est évidemment défini par (3.1) .

IEMME 3.2 10) Le composé de 1'isomorphisme naturel [cf. (2.3) ]
my L A(e)]z m, [W(£)] et du morphisme

1 d (détw
(3.5) m VIGORERE T j‘Y dgtw) €2

est un isomorphisme naturel (Armold[1])

us (A()lz 2z
20) La fibration Sp(£) / St (L) =A (¢4) définit wn monomorphisme
(3.6) p:ZZm [sp ()] »m [A()]=Z

qui est le produit par 2 des élements de 7 .
Preuve de 1°). = L'homéomorphisme naturel (2.3) permet de définir
1

(3.7) dét A =dét w € 5 ;
1'application
(3.8) A (L) 3 n + dét € s

est évidemment un épimorphisme. Vu (2.2), on a
. 2 ¥
dét A =dét u, si A =uX ;
donc, pour tout u € U (£) :

(3.9) dét (ur) = aét u . dét 1 .

L'application (3.8) définit donc wne fibration, domt U (£) permute les fibres ;
c'est ¢
A FSA()=sT,

en notant S A (£) 1la variété de A (£) définie par 1'dquation :

SA(L) ¢ détw=1,
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L'exactitude de la suite d'homotopie de cette fibration prouve l'exactitude de la

suite ¢
(3.10) n(SA 0] 3, (AW ] 5, (51,
Puisque

pimg (A ()] »m [s1]

est induit par
dét : W (1) » s1,

p est un épimorphisme.

Déterminons m, [SA(2)]; SU (L) opere transitivement sur S A (£) ;-

* R
X €S A (2); le stabilisateur de X dans SU(L) est S 0 (£) , composante
connexe de 1'élément neutre de O (£) ; nous avons donc la fibration

SU()/s0(L)=5nA(2);

1'exactitude de sa suite dthomobopie implique cslle de la suite

pl At
m [STWI» n [5A@)]» n [s0()],

ou m, (ST (L)] et m [S0(£)] sont triviaux, vu (3.4) et le fait que

S0(2) est conmexe ; donc T [S A (2)] est trivial ; dans (3.10) »p est done

un isomorphisme .
Tl est induit par 1'application (3.8) .En la composant avec 1'isomorphisme
m 85+ g [ L ey,
r
nous obtencns wn isomorphisme m, [A(e)]» 2, défini per (3.5).

~
-

29

Preuve de 2°) . = Dans (3.6) , 1'isomorphisme 2 , L3p (&Y ) a3t 1l 2omes

(

des isomorphismes définis par le 2°) et le 3°) du lemme 3.1 3 1'isomorphisme
m (A ()] S Z est le composé de 1'isomorphisme (3.5) et de celui qu'induit
1thoméomorphisme de A (£) et W (£) . Prouver le 20) du lemme 3.2 , c'est donc

prouver ceci
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Ia fibration U () / 0 (#) = W (£) dinduit un morphisme

(3.11) p: ':n1[U(z)]—-»n1[w(z)]':z7
qui est le produit par 2 des éléments de Z.

Cette fibration est définie par 1l‘'application
t (3 L ] (3 » Ve 2
U (£) 5 urow=u s qui vérifie détw =(détun)” .

Puisque les isomorphismes figurant dans (3.711) sont définis par (3.1) et (3.5) ,

nous avons donc

2
1 d (détu) 1 d (dét u)

P 23 5= f : z o I € 2;
2mi Y detu 2mi " (détu)z

ce morphisme p ¢ Z -+ Z est évidemment la multiplication par 2 .

Les deux lemmes précédents ont pour conséquence immédiate le théoréme suivant ,
qui est évidemment indépendant de la structure hermitienne de Z (£) employée

¢l dessus ¢

Définition 3. = o et B seront les générateurs de m, [sp(4)] et_

us [A(£)] d'images naturelles 1 dans 2.

THEOREME 3 , - 1°) Sp(f) a un revetement wnique, qu(z) sy d'ordre gq

(3= 1425000 9°) [1.€. ¢ dont le nombre de points ayant méme projection sur
Sp(¢) est ql; « Q_Lé_!‘ﬁ_é_tg_‘ Spq (2) 5 o n'opére identiquement sur Spq (2)

que si r=0mod q .

20) A (4) a un revetement wmique, /\q () y d'ordre q ; B opére sur

- N r ~ ‘(I ¢ - et ]
/\q (2) 5 87 n‘opére identiquemsnt sux A‘q ) quesi r=omodq.

3% Spq (£) optre transitivement sur /\zq (£) ,

(3.12) (o sq) A

=S (azx
2q q

)=8%(5 A D,on A €A (£)S €5p(2).
2q q 2 2q q q

2q q
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Exemple 3.1. = A 5 () est l'ensemble des sous-espaces de Z (£) lagrangiens,
orienté (au sens d'Buclide) , ayant la dimension £ ; Sp(4) opdre sur A, () .

Exemple 3.2 . -~ Sp, (£) opére sur A L (£) ¢ ce résultat est essentiel pour la

théorie des développements asymptotiques (chap. II) .

Notations 3 « ~ s désignera la projection sur Sp(4) de S E€ Spq (2) ;

K O 06 8% 00008 0° 0000 O00°OBNOSEDILOSSIOSEIPIESLE L d )\E/\
A() © q q ;

)\2oo--..n-oo-oc.ooooa.noo..oooo /\2(‘6) de >\2qE /\zq(z) ;

e désignera 1'élément neutre de Sp(4) ; E celui de Spq (1) .

* L.
Nous choisirons wn élément X _ de A (£} se projetamnt en

*% *
X sur A (2) 3 Xq désignera sa projection sur /\q(z) .

4, TINDICES D'INERTIE . - Définition de 1'indice d'inertie Inext (A, A" ,A")

d"un triplet (A 41 ,A™) d'éléments de A (q), deux & deux transverses, On a :

AGBK':)\'EB)\"=)\"€B)\=Z(,€) .
les conditions

(4.1) Z EXy 2" EAY,Z" €A" , 2+ 2" + 2" =0

définissent donc trois isomorphismes

z € A
(4.2) / \

A" D 2" e} 7' €AY

dont le produit est 1'4identité. On a, vu (4.1) :

(4.3) lzy2']=0(2",2"]=[2",2];

ce nombre est la valeur d'wne forme quadratique de z €1 (de 3z' €X' gy de
z" € A"); les isomorphismes (4.2) transforment les unes en les autres ces formes,
qui ont donc le méme indice d'inertie ; il sera noté :
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Tnert (A ,A' 4A").

Adgz+ [z, z']ER

est non dégénérée (c'est-a-dire : n'a pas de valeur propre nulle).

Preuve . = Soit un second triplet

CEN yC' EA' JCMEA" tel que { +('+("=0

puisque A , A' et A" sont lagrangiens, la forme bilinéaire

(z 1C)H[Zv Q']=[€‘ 7Z"]=[Z"7 C]':[Q’ Z']=[Z' 7@"] = [C"aZ]

est symétrique et est donc la forme polaire de la forme quadratique
z W (z4,2"] .
Si celle-ci était dégénérée, il existerait donc z # O tel que :

ZEK’(VQ'E)\') [Z’G']"‘O,

c'egt-a-dire
z €A N AT,

contrairement aux hypothéses.

Inert (.4,.,.) a donc les propriétés suivantes :

(4.4) Inert (A ,A' yA")= Inert (A" ,A" ,A) =L~ Tnert (A ,A" ,A'),

Tnert (. 5.4 + )y qui est défini quand ses arguments sont deux 3 deux transverses,
est localement constant sur son domaine de définition .

(4.5) (Vs€Sp (L)) Tnert(sh ,sA'ysA"™) =Tnert (A ,A' ,A"),
Les formules (2 11) et (2.14) du Ch I, §1. ont défini Inert (s ,s',s") pour
(4.6) Se8'ys" €ESp(LI\Y ,ss's"=6;
Sp
entre ces deux indices d'inertie existe la relation suivante :

THEOREME 4.1. - Sous 1l'hypothése (4.6), on a :

(4.7) Inert (s ,s',s") = Inert (s X ,X* ,s" " 1X*) .
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*

*
Note 4.1. - La cordition s € ) équivaut & la suivante : s X et X e
S

sont pas transverses. P

Preuve . - Reprenons les notations du ChI, §1, no2, plus précisément celles

du lemme 2.3, en notant :

s=sA,s'=sA,,s"=sA" ’
Sy (x' yp")— (x,p) signifie : p=Px-thx.'.~,p'=Lx-Qx';
SA": (x:,p)H (x" ,p") signifie : p"=P"x"-tL"x yp=I"x"-Q"x,

Les équations des sous~espaces

-1 %

* *
A=8sX 4A'=X ,AM=s" X

sont donc ¢

la condition (4.1)

= (xyp) €A, 2"=(x",p") EA" , 2+ 2" € 1"

N
|

s'éerit
z=(x, Px), 2"=(-x, Q"x) .
D'ou ¢
(2" ,2] =< (P+Q") x , x> 3
donc, vu la définmition (2.14) du §1:
Inert (A yA' ,A")= Inert (P+Q")=Inert_ (A+A'+A")=TInert (s,s',s").
Les doux lemmes que volcl expriment 1%indice d'inertie (Inert) au moyen de
1*indice de Kroneoker (K.I.) ; lorsque le n° 5 aura défini 1'indice de Maslov (m)

au moyen de 1l'indice de Kronecker, le lemme 6.1 déduira de ces lemmes la relation

entre les indices d'inertie et de Maslov.

LEME 4.1. - Sp(2) opére transitivement sur 1l'ensemble des couples d'éléments

de A (£) transverses.
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Note 4.2. - Tout triplet d'éléments de A (L) transverses 2 i 2 est donc du
type :
*
(sh y8X,8%X );

rappelons que

* *
Tnert (shy,sX, sX )= Inert (A ,X,X ).

Preuve. - Puisque Sp(f) opdre transitivement sur A (£), il suffit de prouver
*
que le stabilisatemr de X , St (L) , opére transitivement sur 1'ensemble des é1é-
ments de A (£) transverses 2 X" . L'élément s de St (2) que définit (2.6)

transforme

- -1
Xsp'"=0 en sX:p=ts11szs1x,

*
oi s, : X + X est symétrique ; or la condition que 1'équation p = S5 X

: *
définisse un élément de A (x) est évidemment que S5 2 X + X soit symétrique.

Notation #.1,: - Rappelons que sp(u) , spectre de u € U (£) , est une
O-chatne de s '. Notons

(4.8) sp(A) =spw) ,

oti w est 1'image de A par 1'homéomorphisme naturel (2.3) .

1
Notons (exp i ¢) le point de § d'affixe exp 1 @(8€R) ot £ (exp i6)
la O - chalne constituée par £ fois ce point (£ € Z) ; nous avons, par exemple:

(4.9) sp(X) =sp(e) 5 sp(X) =spl-e); sple)=£(1),sp (=e)=£ (= 1) .

Notons & une 1-cha%ne de s1 ’ Ic[ son support, Jd6¢ son bord et K.I.
1'indice de Kronecker (cf.Lefschetz, 9] ).

Rappelons que K.I. [e, , Go]
- est défini quand &, et ° sont une 1-chaine et une O- chatne de s1 telles
que Ico_]ﬂ[as1] =0,
- est ml si loo]nl ol =9,
- est linéaire en s, et enc,,
- est égal & 1 gi % est un point et o 4 wn arc d'orientation positive auquel
ce point est intérieur ;

- On a K!I.[o1 9 aﬁ%] = -Kolc[c; ’ 851] .
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*
IEMME 4.2, « Soient ¢ et ¢ deux 1-chalnes de 51 telles que @

* *
(4.10) 3e=5p() ~sp(X) 4306 =sp)-sp(X),
(4.11) sag appartient au demi-cercle de 31 ot Im(z)= 0.
Alors :
(4.12) Tnert (A X ,X )=K.I. [0,(-1)] =K T [0 ,(1)].

Note 4.3. - Ile lemme 5.1 emploiera cette décomposition de Inert.

Preuve . = Soient @

*
z=x+iy€ A ,2' €X , 2" €X telsque z+tz'+z"=03(x,y € X)3;
évidemment
Z' S aXyZ" =~ 1y ;

[2* y2"] = Im(2' [ 2") = - (x |y).

Soit w 1'image naturelle de A par (2.3) ; vu (2.5)

y=1i :+¥x (e ¢ identité) ;

3 s ° Ie s * 6+W
puisque w est unitaire et symétrique , i o

est réel et symétrique. Donc

*
Inert (A ,X,X ) est 1'indice d'inertie de la forme quadratique

I3xm - (x |1 2 x)er,

c'est-d~dire le nombre de valeurs propres > O de la matrice réelle symétrique

ie+w
O=mW

Or le demli~axe réel positif est 1'image par la transformation homographique

1 . . 1+expie
(4.13) S 3 (exp i0)+— 1-1—:%—{66 R

du demi-cercle de S1 ou Imz = O ; orientons-1le positivement : il constitue une

1

chatne x de s ; (4.13) transforme les valeurs propres de w en celles de

. 8tw

s donec ¢
1e-w’

*
Tnert (A yX,X) = K.I. [x yspW]
Soit T wune cha%ne de s1 de bord

dr=sp(w) -sp(ie).
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Tnert (A ,X,X*) = K.T. [xy97] == KI[t,3x]=KI.[r,(-D]-KIL[r,(1)].

*
Soient ¢ et ¢ des 1-chalnes de 51 telles que ¢

( 3(e-7)=sp(ie)~sple),

! o-r appartient & 1l'arc 66[0,%] de s1={(expie)};

3(c"=7) = splie) - sp(-e),

* . s i 1
6 -1 appartient & l'arc 6 € [_é' s7] de § .

\
Puisque
K.T. [omt,(~1)] = KI[o ~7,(1)]=0,

* *
1'expression précédente de Tnert (A X ,X ) équivaut & (4.12);0r o et o

vérifient les conditions (4.10) et (4.11) ; ces conditions les déterminent, 2
*x

*
1'addition prés de 1-cycles y et vy de 31 tels que v - v appartiemme au

*
demi~cercle de s‘I ou Imz>03; vy et y sont donc homologues ; d'ou :

KT [ys(=1)]= K.I. [y, (1) ] 3

*
(4.12) vaut donc pour tout couple (0,6 ) vérifiant (4.10) et (4.11).

5. L'INDICE DE MASLOV m SUR /\020 (#) . - Nous allons préciser la définition
d'Arnold [1] ; nous emplojerons la définition préliminaire que voici .

Définition 5.1. - L'indice M sur /\i (£). - Notons (v_ , v!) uw élément de
A, (2) x A (2) = /\i (2) 5 clest-a~dire un couple d'éléments de A, (£) 5 soient
v et w (v) les images naturelles de v dans A (2) et W (£) : [ef.(2.3)] ;
v' et w'=w (v!) celles de v! . Vu le 30) du lemme 2.1, la transversalité de

v et v' s'énonce :
-1
(1) gsplww'™ ) ;

splww "™ 1) s que nous notons sp(v,v') est une O-chatne de 51

(ef. Lefschetz [9] ) ; 1'application
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P35 (v s ul) = sp(vyvt)
applique 1l'are I’ sur une 1-chafne de 51 notée sp(r) ; si
ar= O\oo ’ Xo:,)“ (H«oo ’ P‘o:)) .

alors ¢

3sp (I) =sp(A yA") = sp(uyp).

Supposens $
(5.1) A et A' transverses ; . et ' transverses ;
alors, vu le 30) du lemms 2.1 3

(1) ¢ lasp(n) | 3

K.T. [sp (), (1) ] est donc défini ; c'est un entier ne dépendant que de la classe

d'homotopie de I' , c'est-a-dire de oI ; nous le noterons :
(5.2) ML A o2l 5 pyoontl=KI [sp (), (1) ]€ 2.

Note 5.7« = Vu la Note 1, M est indépendant du choix de la structure hermi-
tienne de Z (£) qu'emploie sa définition .

Propriétés de M. - M est défini sous 1'hypothése (5.1) . M est localement

constant sur son domaine de définition .

M posS"ede la propriété additive évidente :

(5.3) MIA oAt 5wy s mn ]+ Mlug ants vy o vt 1=MD s A5 v st ]y
qul implique

(5.4) MLA 922 5A,9r0 1= 03

M  posséde la propriété d'invariance ¢

(5.5) (vs GSPOO(L))3 M [Skoo9 SXOL ;uw’“o:::‘:MD‘oo’)‘o:;;“‘oo’“o'o]‘

On a, B étant le générateur de , [A(2)] (cf. Définition 3):

T
(5.6) (Yroered « M{8TA_,B A5 u, sutl= MDA 205 uosut]+ rorr,
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Preuve de (5.5) . - Sous 1l'hypothése (5.1) , sA et s\' sont transverses,

1'application
Sp, (£) > S M [Sr_,SA ' su_sn' 1 €7

est définie et localement constante ; elle est donc constante, puisque Sp ()

est connexe,

Proute de (5.6). - Choisissons l'arc I différentiable et tel que :

ar=(B" A, » 8 Al 5 A, 9 A1) 3
on peut évidemment définir £ fonctions continues

ejzra(\)oo,\)o‘;)“"ej (vOO’VO:)) ER (j=1,oo 0,1')

telles que ¢
1 ]
sp(v yv") =?(exp iej) ;6 (87 2,87 2) = ej(xc>o »A') mod. 27 .

La définition (5.2) de M donne :

' 1 1

MIB A, 987 AL shah s ] =D [ des=5- [d (Do

j r r 3
_ daét(ww'™ ) _ _1 [ afdst) _ I_(detw) :
-1 2mi aétw 21T1 détw' ~ T

zmi r dét(ww'

)

vu (3.5) et 1la Définition 3 ; d'ou (5.6), vu la propriété additive (5.3) de M.

Pour retrouver 1'hypothése (4.11) du lemme 4.2, employons les définitions que

voicl ¢

Définition 5.2. - X est le point de A_ (£) qui se projette en X sur
*
A(2) et qui peut 8tre joint % X parunarc vy de A (£) dont le spectre

sp (v) appartient au demi-cercle de s1 on Im(z)=0,

Définition 5.3. = L'indice de Maslov est la fonction m wvalant :

*

L,% ).

' .
oo ? Too

m (A s2)) =M(xoo,;\
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Elle permet d'énoncer comme suit le lemme 4.2 :
IEMES5.1. - Pour tout triplet A_,A',A" d'éléments de A (£) on a:
(5.7) Tnert (A yA' yA") =m (A 4A2) = m (5 AR)+m (A2 ,20) .

Preuve . - Vu (5.6), le second membre de (5.7) ne dépend que de (A, A', A");
vu le lemme 4.1 et la propriété d'invariance (5.5) il suffit donc d'établir le cas

particulier de (5.7) que voici :

(5.8) Tnert (A ,X,X) =m O_sX) ~m O_,X) +m (X_,%.).

La définition 5.3 de m et la propriété additive (5.3) de M donnent :

*
m(lm’)go)=MD\009Xw;Xoo,X 13

* * * *
m (A X)-m (X X )=MD X 5% ,X].

*
La définition 5.1 de ces deux valeurs de M emploie deux arcs I' et ' de

/\2 (£) tels que :

* * * *
3r=0_»X ) -&E_ +X)sor = O 1 X, )= (X 4% )5

(‘hoisissons ces ares produits cartésiens :

* *

*
r=yxX 9P=Y><Xoov

[2<]

*
vy et vy étant donc des arcs de A (£) tels que

nous avons $
* *
3 (y=yv)=X =X ,
* *
la définition 5.2 de X  permettant de choisir vy et vy tels que @ sply=v )

appartient au demi-cercle de S1 on Im(z)3 0.



ChI,$2 - 56 -

Notons @
* *
o =sp(v) yo =sply ).
Puisque 1'homéomorphisme w (.) que définit (2.3) a les valeurs :

wX)==-8e ,W(X*)=e,

la définition 5.1 de M donne :
*
M ,% ;X ,X]=KI[c,(-1)],

* * *
MA, +X 3 X ,X]1=KI[e ,(1)]

La formule & prouver (5.8) est donc identique & la formule (4.12) , qui est

valable ycar 6 -6 = sp (y-y*) vérifie la condition (4.11) .

IFMME 5.2 « = On a
(5.8) m (A, sAY) +m (AL sr) = £

Preuve . - On substitue dans (4.4) & Tnert . son expression (5.7) .
le lemme que voici compléte le lemme 5.1 ¢
IEMME 5.3 . - Toute fonction
ns: A yA')—n) Al
( q’ q) ( q’ q) ’
]
- définie pour )\q ’}\q € /\q (4) , » et A' transverses,

- & valeurs dans un groupe abélien,

localement constante sur son domaine de définition ,

telle que, pour A 4A' ,A" deux & deux transverses ¢

(5.9 n(A JA')en (A 4A") +n (¥ ,A") =0
) q’ q) q 2 q) q H q) 9

est identiquement nulle .

Preuve. = Vu (5.9) , n est constant au voisinage de tout couple (xq ,Ac'l)
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2
transverse ou non ;5 n est donc constant sur Aq(z) y qui est commexe ; wu (5.9) ,

sa valeur est O ,

Voici prouvé le

THEOREME 5 . = 10) ZL'indice de Maslov (Définitions 5.1, 5.2 et 5.3) est la seule

fonction

m: (A At )Pm(h_sA') €2,

définie sur les couples transverses d'éléments de A (2) y localement constante

et permettant de décomposer comme suit 1'indice d'inertie :

(5.7) Inert (Ay A' yA") =m (A_,A") = m (AOO,A:)) +m (A0, A"

o0

20) Cotte fonction posséde les pmopriétés suivantes ¢

(5.8) m O sAl)+m (ALyr) =25

(5.9) (v Sesp, ) :m (SA, 808 ) =nli_s2!) ;

(5.10) (Fryr' €2) sm (BT 487 A') =m Oy A1)+ rmr' ;
(5.11) m (% %) =0 ,m(X ,%)=1,

compte~termi de la définition 5.2.

Preuve de 10) . = Les lemmes 5.1 et 5.3

Preuve de (5.8) . - Ie lemme 5.2

Preuve de (5.9) et (5.10). - Ia définition 5.3 de m , (5.5) et (5.6) .

Preuve de (5.11). - Ia définition 5.3 de m et (5.4) ; (5.8) .

Note 5.1 . - La formle (5.7) implique évidemment ceci : si X 42" 4A" ,A'"!

sont quatre éléments de A (£) deux & deux transverses, alors :

Tnert (A, A', A") = Inert (A, A', A" ')+ Inert (A, A", A" ') Inert (A',A",A"")= 0.
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Note 5.2 . - Nommons base tout couple transverse (u_ su') € /\i (£) tel que

(Va srt €A, (0)) s MIA_s2t5u, sul]=n(i s20).

o
*
Par exemple (X ,X ) est une base .
Vu la propriété additive (5.3) de M , la condition que (y_ sp'!) est une
base s'énonce ¢

6. LE SAUT DE L'TNDICE DE MASLOV m (A_,A') EN UN POINT (A ,A') ouU

dim A N A*' =1 ., - Maslov [11]a défini son indice, & une constante additive pres,

par l'expression de son saut & la traversée de 1'hypersurface D, de /\i (2)
A

<0

qui est 1'ensemble des couples (A 4A!) d'éléments non transverses de A (L) .
Le théoréme 6 va expliciter l'expression de ce saut .

Etablissons d'abord certaines propriétés de U (£) ; vy désignera un arc diffé-
rentiable de U (£) @

[oR

140,

v t[=131]3%0m+u(8) €U (L) ;mu = 5

8

Q

ILEMME 6.1 + -~ Soit exp (1 ¢ (8)) wune valeur propre simple de u (8) et

z (8) wun vecteur propre correspondant ; alors :
(6.1) Iz @) 1%y, = (3w’ (8) uy 2 () | 2 (8))

Note 6.17. - Rappelons que si U est un groupe de Iie, d*élément u , de
transformations infinitésimales Xk et de formes de Maurer - Cartan O alors

v au (donc, en particulier, um ug ) a l'expression ;

u=! du =D w (u ,du) X, 3
k

voir : E Cartan [4]

Note 6.2, - Puisque U (£) est le groupe wnitaire,
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1 -

Iu 1 (e) ug est une £ x £ matrice self-adjointe arbitraire, caractérimant le
vecteur u, tangent en u (8)

Preuve . - Tant que exp (1 ¢y (8)) est valeur propre simple, y (6) est une
fonction différentiable de 6 et le vecteur =z (6) , qui est défini & un facteur
scalaire prés, peut 8tre choisi fonction différentiable de 6 ;
tiation de la relation

3 alors la différen-

u (68) z (8) =

z(8) exp (1 y (6))

b ] * * DY —1
domne, aprés multiplication & gauche par ;j_-u (8) :

el
]
<]

—1 .

zg oxp (1¢) + 2z (8) vy
Le produit scalaire par z élimine Zq et donme (6.1) , car, puisque u est
unitaire ,

(u-1 Z, OXp (iw)lz)= (zel exp(~i¢)uz) = (ze | 2) .

Notons ¥} l'ensemble des u € U (£) tels que (1) € sp (u) ; rappelons que (1)
dééigne le point de s‘l c ¢ d'affixe 1.

Le lemme suivant a pour seul réle d'interpréter géométriquement une condition
qu'emploiera le lemme 6.3.

IEMME 6.2, - Si u (o) EEU s si (1) est valeur simple de spu (o), si z(o)

est un vecteur propre correspondant, alors la condition que u

5 définisse une
direction tangente 2 EU en u (o) s'énonce

(6.2) (-;ju'1 (o) ug (o) z (0) | z(0)) =0

Preuve . - u (o) est point régulier de 7

s vu le lemme 6.1, toute direction

tangente en u (o) 2 EU vérifie (6.2); 1thyperplan des directions vérifiant (6.2)
contient donc le plan ‘tangent en u (o) & 2 5 or 7, est une hypersurface
U U

de U (£) .
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IEME 6.3. - Si1l'arc vy de U (£) coupe 7, au seul point u (o) , si la
U

valeur propre 1 de u (o) est simple et si le vecteur propre correspondant z (o)

vérifie
1 -1
(Eu (o) uy 2 (o) | z (o)) # 0,
(c-2-d. si vy n'est pas tangent & EU) , alors

(6.3) K.I. [spy, (1) ]= signe ( -ilu-1 (o) u z (o) | z (o)) .

Preuve . - Soit exp (i¥(6)) la valeur propre de u(6) voisine de 1; évidemment :

K.I. [spy, (D] = signe 4, (o) si 4, (o) # O3

(6.3) résulte denc de (6.1) .

Notations . = 7 > désigne l'ensemble des (A ,A') non transverses :
—_—— A ,

E/\Z c A% (1)

I désigne wn arc différentiable de A° (#) :

[=1y31]1 308 = (A (8) 41" (e))e/\z ).

w (8) et w' (8) désignent les images naturelles dans W(£) de A (9) et

Ar(e)en (£) 2 voir (2.3) .

IEMME 6.4,.,~ Sil'arc I de A? (2) coupe 2 , au seul point .(A (o) 4A' (o))

et si A

dim A (0)NA* (o) = 1,2 (o) €r(o)n A (o) ,

(wg W (0)2(0) | 2(0))# (Fwsw™ (0)zlo)]2(o)),

alors ¢
(6.4) K.I. [spr,(1)]= signe {(g W, w1 (0)z (o) | 2 (o))

-(— w'w' 1(o)z(O)l z (0)) }
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Preuve . - L'arc T de A? (£) a pour image 1l'arc de U (£)
v i[-1,1030emu(e)=w(e)w™" (a);
par définition :
K.I. [spr, (1)] = K.I. [spy, (1) .

Vu le 3¢) du lemme 2.1, y coupe 7, au seul point 6 = o, 1 est valeur simple
U

de spu (o) 3 wvu le 2°) du lemme 2.1 :

z (o) +w (o) z(0) =0 ,2(0)+w'(0) z(0) =0 ;

done ¢
z (o) =u (o) z (o) ;
or
-1 -1 -1 -
u ue =u We w U - We w ;

donc, puisque u est unitaire :

(@™ (0) u, 2z (0) | 2(0)) = (w ¥ (o) 2(0)|2(0)) = (w '™ (0)2(0)| 2(0)) 3

donc, vu le lemme 6.3

K.I.[spy (1)]=signe (':‘1[We W ' (0)z(0)]2(0)) - (%We' ™" (0)z(0) | 2(0))}
D'ou (6.4).
IEMME 6.5, - Solent
o— 1 (8) 5 6+— z (8)
des applications différentiables de [ -1,1] dans A (¢) et Z (£), telles que :

z (8) €1 (8) 3
alors ¢
(6.5) (.'2'11‘ WGW-1z[z)=[ze,z(6)].

Preuve . - Vu le 20) du lemme 2.7 ¢
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done ¢
ze+weE+wEe=o;
donc ¢
- -
(zelz)-(wew zlz)+(wz6~|z)=o y
ou ¢

(wE, | 3) = (5| W '2) == (55 | B) == (5, | 2)3
d'on (6.5), vu (1.1) .

Le premier membre de (6.4) s'exprime au moyen de 1'indice de Maslov, vu (5.2) et la
déf. 5.3 .3 le second membre de (6.4) s'exprime au moyen de la forme symplectique
[« ye]y vu le leme 6.5 3 d'ou

IEMME 6.6, = Avec les notations du lemme 6.4

(6.6) m (A (1), 2L (1)) =m A (=1), 22 (~1))=
signe{a%[z(e),z' (6) g st {eeedy, # o

Ce lemme 6.6 a pour conséquence évidente le théordme suivant, qui permet d'établir
le théoréme 3.2 du § 3 :

THEOREME 6 . - Choisissons (A sA! ) Yolisin d'wn point de 2, oi dimANA'=1,
Moo
Définissons deux applications différentiables

(6.7) XOOHZEZ(L),XOLH z'EZ(L)
telles que ¢

z€A;2' €AY 2=2"€EANA" quand (AOO;AO'O)EEAZ;
«©

la fonction

()\oov)\c;)’-’ [z,2'] €R

ne_s'ammule que sur 5 et s'y ammmule wne seule fois.
A
o0
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Alors il existe une constante c¢ € Z telle que :

(6.8) m (A, s2!) =c¢ pour [z,2']<0,

=1+cpour [z,2'] >0,

7. L'INDICE DE MASLOV SR $p_(4) ; L'INERTIE MIXTE . - Solent

(7.1) S,S',smesp (4)\D tels que S S' S" = E (&lément neutre) ;
Sp
0

soient s,s',s" leurs projections sur Sp(4). Ia formule (4.7) du théoréme 4.1,
qui relie les définitions de 1'inertie sur A (2) et Sp(4), et la formle (5.7)
du théoréme 5, qui relie 1l'inertie sur A (£) & 1'indice de Maslov, dorment, wvu

la propriété d'invariance de 1'indice de Maslov (5.9) :

¥ % -l ¥ * x %
Inert (s4s',s") =m (SX_, X )-m(5'"" X y X )+m(S"X ,X ).

Domnons & cette formule l'expreSSion (7.3), gréce & la définition suivante :

Définition 7.1 : L'indice de Maslov sur Sp (4) . - Si Se€sSp (4) \D ,

Spw
définissons @
* *
(7.2) n (3) =m (S Xoo ,Xoo)-
Cette définition a un sens, vu la Note 4.1 : S ¢ équivaut & la condition que
SPp
* * ©

SX et X sont transverses .
Complétons cette formule par le lemme, analogue au lemme 5.3 @
IEMME 7 . - Toute fonction
ns:Srn (8

- définde pour S € SPq L) \D ’

5
Pq

- A valeurs dans un groupe abélien ,

localement constente sur son domaine de définition ,

telle que :
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n(S) -n (S"1) +n(S")=0 quand S S' S"=E ,
est identiquement nulle

Ce lemme, le théoréme 5 et (3.12) domnent :

THEOREME 7.1. = 10) L'indice de Maslov, gque définit (7.2) , est 1a seule fonction

m:Spoo(,@)\E — Z
Sp30

localement constante, permettant de décomposer comme suit 1'indice d'inertie : sous

1'hypothése (7%1) ,
(7.3) Tnert (s,8"ys")=m (S) = m (S"1) +m ("),

20) Cette fonction possdde les propriétés suivantes :

(7.4) m (S) +m (5'1) =13

o Stent le générateur de [Sp (£) ] (Définition 3) ,
(7.5) m (" S)=m(S) +2r.
Défimition 7.2 ¢ L'inertie mixte . = Soient

*
(7.6) s €Sp(E)\T 31 et 1A' € A(L), transvepses & X ot tels que A =s A’
Sp

1'inertie mixte est définie par la formule suivante, dont les deux derniers -termes sont

égaux vu 1'invariance (4.5) de 1'inertie :

*

* * *
(7.7) Tnert (s yA ,A")=Tnert (sX ,X ,A) = Tnert (X ,s~ X ,A').
Evidemment ¢

THEOREME 7,2. - On a, sous 1'hypothése (7.6) :

(7.8) Inert (5'1,)\',>\)=,¢-ﬁnert (s 32 42") ,
(7.9) Iert (s, sA") =m (8) =m O , X) +m (A , X)),

i A =S }\o:) et s1 s est la projection de S.

— 00
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Exprimons 1'inertie wixte par 1'inertie d'une forme quadratique, comme 1l'a été

Inert (s ,s',s") (§1,Définition 2.4) et Tnert (A ,A' yA ") (§2, no 4) 5 1e no 10
emploiera ce résultat .

THEOREME 7.3 . - Sous 1'hypothése (7.6) ona s = sy (§1,n01) et 1'équation de

A est, vu (2.5) ¢ A" : p' = Cp}'t' (x') ou o' est une forme quadratique sur X.
Alors @
(7.10) Tnert (s A pA') = Tnert (4 (0 ,.) + o' (.))

Preuve . = Vu (7.7) et la définition dfInert (A ,A', A") (§2,n04) ,

* *
Tnert (s ,A 4A') = Tnert (X ,s~' X ,A")
est 1'inertie de la forme quadratique
x'— [z,2']
pour Z=(X,p) ,Z":(X',p') 9
] * *
(7.’11) (XQP) €X 9S(X'1P')EX 1(X+X' 7P+P')€7\' ;

les relations (7.11) s'éerivent @

X=0 ,p'=- Ax' (o 4x') 4 ptp' =CP;C' (x+x') ;

d'ou @

xX=o0 ’P'-'qu (o yx*) +Cp;cv (x') ,
ce qui implique ¢
[z,2'] =<p,x"™ =2 A (0,x") +2 o' (x') ,

donc (7.10).

8 . TNDICES DE MASLOV SUR Ny (4) BT Sp (#) . - Wotons 1 et A'EA (1),

S € qu (£)  1es projectioms de A, et AL EA (4) ,S €Sp (£) . Vu

(5.10) et (7.5), ob o et B sont les générateurs de m, [sp (1)] et , (A() ],

les relations

(8.1) m()\q,)\a)=m(>\oo1>\o!)) mod. g3 m(S)=m (5, )mod. 2Q
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définissent des fonctions mj; elles seront encore appelées indices de Maslov ; elles

ont évidemment les propriétés suivantes, vu les théorémes 5, 7.1, 7.2 et les lemmes

5.3 et 7

THEOREME 8 . - 10) Ltindice de Maslov que définit (8.1), est la seule fonction

: (0 A" )= m O ,A')EZ
. (q’q) m(q’q) q

définie sur les couples transverses d'éléments de /\q (2£) y localement constante et

permettant de décomposer comme suit 1'indice d'inertie :

(8.2) Tnert (xq ,Ac'l ,xa =m (xq ,xc'l)- m (xq ,x;)+m (xc'l ,xa) mod. q.

20) L'indice de Maslov gque définit (8.1 )2 est la seule fonction

ms: Sp (L)\D + 2
q Spq

localement constante et permettant de décomposer comme suit 1'indice d'inertie :

2q

(8.3) Inert (sys',s") =m (8) = m (S'-1) +m (S") mod.2q.

30) Ces fonctions possédent les propriétés suivantes :

(8.4) m (522 #m G yh ) = £ mod.q; n(S)+m(S”") = £ mod. 2q3
(8.5) Inert (s yA yA') =m (S) =m ()\Zq ,X;q)+m (léq , Xz*q) mod. 2q ,

si S€ qu,)\zq =8 léq s rappelons que Spq (2) opére sur /\2q (2) .

Vu le 3°) du théordme 2 du § 1, 1le 2°) du théoréme 8 identifie, pour q = 2 3
i) 1*indice de Maslov que la formule (2.15) du § 1 définit sur Sp, (£) mod. 4 ;
ii) 1'indice de Maslov que (7.2) et (8.1) définissent sur Spq (£) mod. 2q.

Définition 8 . - Etant dommé A € A (Définition 1.2 du § 1) , définissons

S, €3 Py L\ s cette définition s'identifiant & celle du § 1 pour q = 2.
S

Pq
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Vu la formule (2.15) du § 1 :

m(s,) =m (&) mod. 2.

Vu (7.5), il existe donc un seul élément de Sp \ 7 que nous noterons S,
q Sp
q
tel que @
(8.6) s, soit sa projection sur Sp (£) ;m.(SA) =m (A) mod. 2q.

L*application :

A>3A—S €35Sp \1
A q Sp

q

est évidemment surjective et , si q =« , bijective .

Si q# » , la condition

équivaut & la suivante :

(Vx,x'€X) Alx,x")=A"(x,x") 3 m(4A) =m (A") mod 2q.

9. VARIETES LAGRANGIENNES . - Une variété lagrangiemme V de Z (£) est wne

variété sur laquelle :

(9.1) d<p ydx>=o je'-2-d. D dp, Adxd=0; c'a-d. d[z,dz] =0 3
J .

son plan tangent est lagrangien ; elle est donc de dimension = £ ; nous choisirons :

dim V=24 .

Notons V le rev8tement universel de V ;(9.1) signifie évidemment qu'existent

des fonctions, définies & des constantes additives prés ,
cp:{l'—avR;q;:V + R
telles que ¢
(9.2) de=<p,dx>; ¢ &,p)=¢(x,m‘-%<p,x>,dw=%[z,dz];

¢ est la phase de V ; ¢ sa phase lagrangiemne.
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le faplan A (z) tangent 3 V en z = (x,p) € V est évidemment lagrangien.

le contour apparent 7, de V est l'ensemble des z € V tels que A (z) ne

\
*
soit pas transverse 3 X . Sur V \Y et sur ses £ -plans tangents, x peut
v

servir de coordonnée locale ; les équations de V et de ses £ -plans tangents

A (z) sont alors, vu (9.2)

L
k
° Ve = s A s dp. = . .
(9.3) p=o (x) ;51 (2) 2 dp, Z, %3k &
Tout élément de Sp ()
st Z()3>z' sz'=2¢€7Z(L)

transforme. toute variété lagrangiemme V' de Z (£) en une variété lagrangiemne

V de Z () , dont 1a phase lagrangiemne vaut :
v (z) =4 (z') + const. pour z =s z' ;

si z=1(x,p) et z'=(x'",p') , les phases ¢ et o' de V et V' sont

donc liées par la relation

(9.4) o (x) -%<P y x> =o' (x') -%< P' »X'> + const. ¢
si s=s5,¢n sy alors p=A_,p'=- A et 1'on a done :
A" Tsp ) x x!
(9.5) o (x) = 9" (x') + A (x,x") + const. , P=¢ = A ,p'=cp}'c'=-Ax, .

IEMME 9 . - Soit sAESp(l)\Z‘ ; soit z' = (x',p") € V' \ D tel que
Sp v

sAz'=z=(x,p) EV\EV youV=s,7V,

Ces relations définissent évidemment wn difféomorphisme x'+ x des coordormées

locales de V et V' ., Son déterminant fonctiomnel a 1'expression @

Hess_, L4 (x,x")+o'(x")]

(9.6) a’x - -
A~ (4)

d!'x '
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(Dans le calcul de Hess_, 5 x et x' sont considérés comme indépendants
X'

Preuve « Vu § 1,(1.11) et 1'équation (9.5) de V', on a :

p'=- A, Goxt) 5 P =l ().

Le difféomorphisme x"— x vérifie donc

o, () + &, (x,x') = o3

d'ou (9.6) , puisque le § 1, no1 a noté

10, q = ORIENTATION . (q =71 92 4 eee y ®)s = les notions qu? a définies ce § 2

permettent d‘tapporter 2 la formule (9.6) wn complément, qu'énonce le théoréime 10 et

qul sera essentiel .

Nommons q - orientation de A € A (£) 1le choix de 1'un des xzq € Aé(q(l) de

projection naturelle A .

Notons Vq et nomons variété lagrangienne q - orientée la dormée d'une variété

lagrangienne V et d'une application continue
Vg qu (z) E/\Zq (2)
qui, composée avec 1l'application naturelle
A2q (L) »n (),

soit 1'application

Vg edd (2) €EATL), oud (2) estle L-plan tangent & V en 2z «
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Tout élément de Spq () transforme une variété lagrangiemmne q - orientée Vq

en une autre .

Une q-orientation de V est caractérisée par les valeurs prises par la fonction

Vu (5.10) , wn changement de cette q - orientation équivaut 2 1'addition % cette

fonction m d'une constante € qu .

L'énoncé du théoréme 10 sera facilité par la

Définition 10 . - L'argument de dzx est défini, en uwn point de Vq \Y
Vv

dont le £ -plan tangent est )‘Zq € /\2(:1 (2) , par la formule :
£ *

(10.1) arg d ' x =qm(X2q ’}\Zq) mod. 2q .

Par exemple, vu (5.11) 3

£
(10.2 arg d 'x= o0 sur .
) g XZq
Soient :

SA € Spq )y \> (Définition 8) ;
Sp
q
V('1 une variété lagrangierme q-orientée de Z (4£) ;

vV =8, V',
q A q

Soliemt )\éq et )‘Zq les plans - tangents a Vt'1 et Vq en z' et z2 =5, z' . Dans

la formule (8.5) , oh nous faisons S = S, et s= $, » NOUS avons, vu (8.6) et 1a

définition 1.2 du § 1 :

m (S) =m (4) = % arg (& (4));
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vu le théordme 7.3 et 1'équation (9.3) de A':

Inert (sp s A yA') est 1'inertie de la matrice symétrique

\2
(m LA(x,x") +o" (x')]) ;

vu la définition 2.3 du § 1 de arg. Hess. ,c'est donc @

-117 arg Hess_, [A(x,x') +o" (x)].

la formle (8.5)s'écrit donc, vu (8.4) :

* =1 oL 2

D'ou, vu (10.1), 1le

THEOREME 10, - Si Vq et V& sont deux variétés lagrangiemnmes q-orientées telles

gue
V =S Ve oﬁ S, €S £ >

alors, non seulement les deux membres de- (9.6) sont égaux, mais aussi leurs arguments

mod. zqﬂ . (cfo Défirli.tion 10! .

Clest le cas particulier : q = 2 de ce théoréme que nous emploierons (cf. § 3,
Corollaire 3) .
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§ 3. Espaces symplectiques

0. INTRODUCTION . -~ Le chapitre IT emploiera les énoncés, en géométrie symplec-
tique , des résultats précédents.

Z (£) est mmi d'une structure symplectique et, en outre , d'un repére particulier,
*
constitué par un couple (X,X ) de £-plans lagrangiens transverses. Il importe

d'énoncer des conclusions indépendantes de ce choix d'un repére particulier.

’ 2
1, UN ESPACE SYMPIECTIQUE Z est constitué par R L et une forme symplectique,

clest-d-dire bilindaire, alternée, & valeurs réelles, non dégénérée :

[oy.]1 RZLXRZEB (z,2'")— [z,2'] €ER.
On a donc :

[z,2']==[2',2];

[z,2'] =0 pour 2z donné et tout z'€ R°* seulement si z = o .

Z (£) possiéde donc une structure symplectique ; 1'isomorphie des structures

symplectiques de Z et Z(£) est évidente et a les conséquences suivanteés .

Normons lagrangiens les sous-espaces de 2 sur lesquels [.,.] s'anmule identi-

quement ; leur dimension est = £,

Nommons grassmannnierme lagrangiemme A(Z).de Z 1'ensemble de ses £ - plans legrangiens;
A (Z) est-homéomorphe & A (L) et posséde donc un revétement unique A (Z) d'ordre
qd€{142y00,2}, 1

la projection de A € A (Z) dans A (Z) estnotée A . La défimition suivante
(ef. §2,n°4) a un sens dans Z .

Définition. - Soient A ,A' ,A"™ € A (2), deux & deux transverses. Inert (X yaryam)
est 1'indice d'inertie de la forme quadratique non dégénérée
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(1.1) 2V [z,2'] =[z",2"] = [2",2] ,

ou ZE)\-’Z'E}\',Z"EA“,Z‘}'Z'+Z"=O‘

Eviderment ¢ ses valeurs appartiemment & { 0431 5 ooy £} ¢

(1.2) Inert (A 44" 4A") = Inert (A' A" ,A) = £ = Tnert (A ,A" ,A") .,
Notons , C /\f1 (Z) 1'ensemble des couples d'éléments non transverses de A (Z),
A
q

W le théoréme 8 et (8.1) 3

THEOREME 1., =~ Pour chaque q € {142,440y}, il existe une fonction unique,

m s AL (D\D, + 2,
q

appelée indice de Maslov, qui soit localement constante sur son domaine de définition

et qui vérifie @

(1.3) Tnert (A 4A' yA") = m (Aq,xc'l)-m (xq,xa)m (xé,xg) mod. q .

Elle posséde les propriétés suivantes ¢

1.4 A A +m(A' A )=4 mod. q;
(1.4) m (g o22) +mGy A ) =4 mod. g

(1.5) m(lq,)\é)=m(>\m,>\o'o) mod. q

Ie théoréme 6 du § 2 s'applique au saut de cet indice de Maslov & travers 7 5 e
A

q
Une variété lagrangiemme V de Z est une variété de dimension £ sur laquelle

(1.6) d[(z,dz] =0,

clest=a~dire, sur le rev8tement wmiversel V iﬁe laquelle existe wne fonction,

appelée phase lagrangierme ¢

(1.7) » ¢2\7 + R telle que d¢=%[z,dz];

elle est définie & une constante additive pres.
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2, IES REPERES DE Z . - Un repére de Z est un isomorphisme

(2.1) Re:Z »2(2)

respectant [. , ] . Si R et R' sont deux tels repéres, on nomme R R"'1

changement de repére ¢

(2.2) RR"™! € 8p(s) .

Evidemment, si A 4A' 4A"™ € A (Z) , alors R A, RA', RAME A (£) 6t

(2.3) Inert (A 4A' 4A") = Inert (RA , RA' ,RAM) .
81 V est une variété lagrangienme de Z, RV est une variété lagrangieme de Z( £),
dont la phase Op vaut ¢
1 *
(2.4) Py (z) =y (2) +5<p,x>,oulRz=(x,p) €EX&X =2(4).

On nomme contour apparent de V relativement au repere R 1'ensemble [, des
R

: - %
points de V dont le £ -plan tangent n'est pas transverse & R 1 X .

Sur Y\ , x peut servir de coordormée locale .
R

Vu le lemme 9 du § 2 @

THEOREME 2., ~ Soient x et x' les coordonnées locale§ définies sur

VN (D UPD ) par deux repdres R et R' tels que R R'™' € Sp(4) \T 3
R

R Sp

'

il existe donc A (§1, no 2) tel : que sy=RR7 ;5 notons o' (x') = gp, (2)

la phase &> R'V. Alors le difféomorphisme local X 3 x'+ x € X a pour

déterminant fonctionnel

(2.5) %z _ Hessx, [A(xz,x') + ot (X')] .
d x' A (A)

( Dans le caleul de Hessx, sy x et x' sont considérés comme indépendants)

Note 2 4 = Les repdres que nous venons d® définir ne permettent pas de repérer les

q - orientations, si qg> 1.
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3. IES q-REPERES DE Z 1le permettent : chaque g-repére (q €{1,2,..90})
est constitué par

1) wun isomorphisme jp ¢ Z - Z (#) respectant [.,.] ;

11) uwn homéomorphisme hy /\zq (z) =~ /\2q (£)  ayant pour image naturelle 1'homéo-
morphisme A (Z) A (£) dinduit par Jg e

Si R et R' sont deux tels repéres, le changement de repére R R"1 est donc
constitué par @

1)

ii) H= hR hl;'1 s homéomorphisme de /\2 (£) ayant pour image naturelle 1 'homéomor-

phisme de A, (4) qu'induit s. (ef.$ 2, exemple 3.1).

. =
s=Jpdp € Sp(0);

. *

Pour définir H, commailssant s, il suffit de dommer H qu € AZq (4) de projection

*
s X, €A 5 (2)

*
Tl existe q &léments de Spq (£) d'image s € Sp(2) ; ils transforment qu
*
en les q éléments de /\2q (£) d'image s XZ € A, () yvu §2, (3.12)
* *
1] =< ] —

L'élément unique S € Spq (2) , d'image s € Sp (L) et tel que szq— H qu ,

induit done 1'homéomorphisme H de A (4). TL caractérise R R*"! , que nous

noterons donc S @

(3.1) RR € Sp, (£) .

R désignera indifférerment jR ou hp ; nous écrirons

*
R:Z>z—Rz=(x,p) €EX9X =12 (£)

-e

R ¢ /\zq (2) > Azq--b R >‘2q € /\2c1 (2) .
Evidemment ¢
L ' - R A,'
(3.2) LRSER N € Mg (Z) ym (xzq , xzq) m (R Mg * B2 ) mod. 2q.

R transforme une variété lagrangiemme q-orientée V de Z en une autre de
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Z (£) 3 si )\Zq € /\2q (Z) est le plan tangent 3 V en 2z , mnous définirons :

(3.3) my (2) =m (B X 4 hp0) €7,
x é&tant 1a coordommée locale de V (q-orientée) , définmie par 1le g-repére R ,
nous définirons
(3.4) arg dtx=nmR(z) mod. 2qm.
Exemple 3.1 « = Sur R X » oTE d'x =omd 2qm,va §2 , (10.2) .
Le théoréme 10 du § 2 permet évidemment de compléter comme suit le théoréime 2.

THEOREME 3.1, = Dans 1'énoncé du théordme 2, supposons que V = Vq soit

g-orientée et que R et R' scoient des q- repéres. Mors :
'to
(3.5) R R =5, € 5p, (2)

et les arguments des deux membres de (2.5) sont égaux mod. 2qm .

Rappelons que le § 1 a‘dommé les définitions 1.2 et 2.3 de arg 4 (4) et arg Hess ;
va le § 2, (8.6) ¢

m(A)=m(SA) mod 2q .

C'est le cas particulier suivant de ce théoreme qu'emploiera le ch. II, § 1,

preuve des théordmes 4, iii):

COROLLATRE 3.~ Si q = 2, la demi-mesure [d'cx]% de V2, variété lagrangiemme
2 - orientée, est définie par :

(3.6) arg [d‘ex] L. % mp (z) mod 27
on a 3
(3.7) (@) 2 = glgy Boss,, [AGxyxt) + 9t () 112 [ae) 2,

-1 %

M voisinage d'un point de 7, ou dim ANE X =1, m (z) a 1'expression

suivante, qui résulte du théortme 7, § 2

THEOREME 3.2 . - Soit A (2) le £ -plan tangent en 2z 23 1a variété lagrangienme
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Viz€)  signifie :
R
-1 %
dim An R X >0

restons au voisinage d'un point de 77 _en legquel
R

dim A R X =1

*
la projection paralltle 3 X de R A (z) sur X est donc, pour z€3 , un
R

hyperplan ¢

L .
(3.8) S e.dx? =0,
=1 Y

10) Il existe alors une mesure régulidre o de V telle que, pour =z €3 ,
R
pour tout j et tout k ¢

(3.9) dx1/\.../\dxj-1/\dpkl\dxj+1 /\.../\dx'¢=cjc D .

20y 81 V= Vq est q-orientée, i1 existe une constante c € Z_  telle que :

=

oy () = o wd 2q pur L5 <o,

€

(3.10)

o

= 1+¢ mod 2 £X 5o,
mR(z) c q pour =2

Preuve de 10) , - les c:j figurant dans (3.8) ne sont pas tous nuls ;

supposons c1;40; donc sur V, en 2z @
(3.11) dxz/\ A dxz?é 03 3k tel que dpk A dxz/\.../\ dxz% 0.

P‘uisquesuerZ)dpj Adx? =0, ama ,/\ suppriment le terme qu'il coiffe :

J
(3.12) dp1 /\,dx1 A d::2 A...dxk. .../}d-xx+ dpk/\ dxkA dxz/\c..dxk.../\dx£= 03
vu (3.8) c A
d.x1 = _-—k dxk ; mod. (dxz,..., d_xk,...,dxz) ;

done (3.12) s'éerit, en notant

- 1

w="2 dp Adx " A...A Adx
c
1
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_ 2 )
(3.13) c, e = dp A dx"A s..AdX,
ci=d. (3.9) pour j =
Vu (3.11) , (3.13) implique :
& #0 sur V en =z .
En employant au second membre de (3.13) l'expression
- c 2 A’
axd = - Zax'  med (ax5.., axd ..., ax)
J

on obtient (3.9) pour j>1 et c:‘j £0., 51 j>1 et cj = 0, alors les deux
membres de (3.9) sont évidemment mils.

Preuve de 2°) . - Supposons ¢, # 0 en w point de Y 3 prés de ce point, on
peut donc choisir pour coordonnees sur V de z €V 1esRcoordonnees (p y ,xz,... »X )

de Rz dans Z (L) ;3 sur V , x s Ppyesesp, sont donc fonctions de (p1,x2,...,x£) .
Soit (' (z) 1le wecteur de A (z) ayant pour coordormées @
(dP1 =1 st2=-..=dx£= O) H

R¢'" (z) adoncdans Z () 1les coordormées :

1, 2 4 2 £

3T (DrsXpeeeX) 2 3P (Py9x yeaax)

(dx1 = = ! y dx =0, cesy dxz=0 ’dp. = s ! )
3Py J Py

-t
Notons (¢ (z) 1le vectsur de R™T X , fonctionde z € V, tel que

- 2 1
op(P,],X 9 see9 X ‘)

R¢ (2) =(dx=0,dp = ) .
? ap1
On a donc :
¢ (z) =¢' (z) pour z €L ;
R
Y/
(3.14) [ ¢(2),¢"(2))=[R¢ (2),R¢ (2)]= -1 dx
ap1 c2 =
1
car la relation évidente :
1 ax (p 9X2,...,X ) 2 l
dx Aeeuh dxt = ! dp Adx"AL.Adx sur v

3P



8x1 d'tx
o Py czm.

Or, vu le théoréme 6 du §2,ona, pour z € V\Y :

¢ pour [¢(z),¢'(2)] <0,

mp (z) = m (R"1 X: sy A (2))

=1+c¢ pour [¢(2), (' (2)] >0,

+

¢ étant wne constante € Z . D'ou (3.10) , vu (3.14) .

4, GEMMETRIES q - SYMPIECTIQUES . - Evidemment, si R est un q-repére, le groupe

-1 _
R qu (L) R= qu (2)

opére sur 7 et ses variétés lagrangiermes en conservant leur q - orientation ;
ce groupe est indépendant de R, wu (3.1) .

Or F.Klein a défini une géométrie par la domnée d'une variété et d'un groupe de
Iie opérant sur cette variété ,

Chacun des groupes Spq(Z) y 60 q€{ 1,2,40,y2}, définit donc sur Z wune

géométrie, qu'il convient de nommer géométrie q - symplectique .

CONCLUSION , = Le § 1 de ce chapitre I a défini wme représentation wnitaire du
groupe Sp, (£) dans 1'espace do Hilbert Z£(X), ou dim X =4 5 gréce au § 2,

le § 3 a substitué 3 1'étude de ce groupe celle du groupe isomorphe Sp, (2) qui

définit la géométrie 2-symplectique de Z, ou dim Z=2£ 5 1les $2 et § 3 ont

approfondi les propriétés de 1'indice d'inertie et de 1'indice de Maslov, que le § 1

avait déjh introduits. L'intéret de ces diverses propriétls est gu'elles s'appliquent

toutes similtanément & une méme structure : 1l'analyse lagrangienne, gque le chapitre II

va définir .



