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Résumé

Nous présentons des résultats rigoureux sur la décrois-
sance '"forte" des corrélations et ses liens avec les propriétés
d'analyticité de la pression et des corrélations. Ces résultats

ont été obtenus en collaboration avec B. Souillard.
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I.~- INTRODUCTION

a) Présentation des modéles étudiés

L'étude des systemes a un grand nombre de particules, tels
que les gaz, les liquides et les cristaux, présente une double diffi-
culté : il est pratiquement impossible de décrire 1'état dynamique, a
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un instant donné, d'un ensemble de quelques 10 atomes ou molécules,
et i1 est tout aussi impossible de 1le préparer dans un état initial
arbitraire en fixant toutes les positions et toutes les impulsions. La
résolution mathématique explicite du probléme dynamique correspondant,

tenant compte d'interactions réalistes entre les particules, semble

tout aussi problématique.

Cependant, il est relativement facile d!'imposer au systéme
étudié des contraintes "macroscopiques'" telles que son volume (ou sa
pression), son énergie totale (ou sa température)et le nombre total
de particules (ou son potentiel chimique). Un tel systéme présente, en
général, a l'observation un"état d'équilibre" caractérisé par sa stabi-
1lité dans le temps et son homogénéité dans l'espace. Ces propriétés
sont a l'origine de l'introduction des notions de densité et, plus gé-

néralement, des fonctions de corrélations.
Une formalisation mathématique possible de ces données cons-
titue la mécanique statistique de 1'équilibre, dont nous rappelons

quelques éléments [1].

Gaz sur un réseau

Un tel systéme est défini par la donné d'une "boite'" finie
arbitraire A C:Z:v contenant le gaz (v est la dimension spatiale),
et par l'ensemble de ses configurations (n_) ) (nx = 0 ou 1), ou
n_ = 1 (resp. 0) indique que le site x est g%cupé par une particule

(resp. inoccupé) ; une configuration (n ) sera représentée par l'en-
*x €A
semble X = {x € A, n_ = 1} des sites occupés.

La situation en dehors de A, encore appelée "condition au

. . . - . \Y
bord", est fixée arbitrairement par la donnée des sites de Z ~\A
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occupés. Dans le cas de la condition au bord '"libre'" (tous les sites

s N . . . \%
de Ev\/\ inoccupés, c'est-a-dire pas d'interaction entre A et ZZ \A),
l1'hamiltonien H du systéme est une fonction numérique des configurations

que nous supposerons de la forme

(1) H(X) = - p]X| + U(X)
ou
(2) u(x) = z $(x,x")
(x,x")CX
b est le potentiel chimique, lX! le nombre de points de X ; la somme
= est étendue a tous les couples non ordonnés de X et ¢ est
(x,x")CX

un potentiel d'interaction a deux corps que nous supposerons invariant

par translation

$(x+a,x'+a) = *(x,x") V a €z’ , et tel que

T 12(0,x) | < =,
x €z “No}

Ltétat d'équilibre de Gibbs & la température T = B-l est 1la

mesure de probabilité sur 1l'espace des configurations définie par

(3) W(x) = ( £ o~ PH(Y) -1 -BH(X)
YC A

:Z/\(B,z)_1 zlXl e_BU(X)

By

ou z = e est l'activité, considérée comme variable indépendante de

B et ol nous avons introduit la fonction de partition

(&) z,(8,2) - X X -BUx)
xCna

La "pression" du systéme et les fonctions de corrélation sont données

respectivement par :

(5) pA(ﬁ,z) =F[1—A—|— 1n ZA(B,z)
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1 |x| 5 Z|1{| e—BU(X,Y)

(6) P (B,z) " 2
Y C ANX

(X; B,Z) = Z

A A

PA(X ;s B,2z) exprimant la probabilité pour que les sites de X soient

tous occupés par une particule.

Gaz continu

L'espace des configurations d'un nombre quelconque de parti-

cules indiscernables dans une boite bornée A C RY est <= AN/S ol
N 20

SN est le groupe des permutations d'ordre N. Une telle représentation

est possible lorsque l'impulsion des particules n'intervient que

dans 1'énergie cinétique.

L'énergie d'interaction d'une configuration X = (xi,...,xN)

est de nouveau donnée par la formule (2), soit

Uu(x) = Z ®(x,,x.)
i<j

ou ® est un potentiel symétrique, continu sauf peut-étre a l'origine,

que nous supposerons de plus stable : il existe une constante B =20
telle que, pour tout N et X = (xi,...,xN) :
(7) U(X) 2 - N.B.

L'état d'équilibre grand-canonique est défini par la densité de pro-

N
babilité suivante pour tout X € A

N
(8) w(X) = 2,(B,2)"F 2 o PV ot
" - BU(X)
(9) 2,(8,2) = T 2/ axe
n=20 ,n

l'activité z représentant la contribution du potentiel chimique et de

l1'énergie cinétique.

La pression et les fonctions de corrélation (qui sont les
densités de probabilité pour que des points X soient tous ocuupés

par une particule) sont données respectivement par :
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1
(10) pA(B,z) = ETXT 1n ZA(B,Z)
-1 N z" -BU(X,Y)

(11) p,(X;8,2) = 2,(8,2)" " z T = [ ave '

n=0  ,n

A

Remarque : Dans le cas d'un gaz sur un réseau, en posant par convention
$(x,x) = + ®, les formules (&) et (6) peuvent s'écrire sous la méme forme
que (9) et (11) en remplacgant [ ay par z a

An Y €A

Systéme de spins

C'est aussi un systéme discret défini dans une boite A ar-
bitraire et finie de ZZ\J par l'ensemble de ses configurations
o = (cx) , (Ux = -1 o0u + 1), ol o = 1 (resp. - 1) correspond a

x €N .
un spin’en haut (resp. en bas) au site x.

Dans le cas de conditions au bord libre (par d'interaction

avec l'extérieur de A) l'hamiltonien H est donné par

(12) H(G) = h £ o 4+ u(o)
© xen ¥
(13) u(o) = z J(x,x') ¢ .0
x x!
(x,x")C A
ol ho est un champ magnétique extérieur, la somme z est ici

(X,X') C A

étendue a tous les couples (x,x') de A et J est le potentiel diinter-
action entre deux spins que 1l'on suppose invariant par translation

et tel que

z |J(0,x)| < =
\"
x€ Z \ﬂ0§
1'état de Gibbs a la température T = B—i est défini par

-1

-BH(O)) e-ﬁH(O)

p(o) Z(ZA e
o

- Z o - Bu(o)
(14) b x
_ QA(E,h)—l . x€ A
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ou la somme ZA est étendue a toutes les configurations dans A,

(¢
h = Bho est considéré comme une variable indépendante de f et

-h Z 0 _-pBU(0)
x€ A x

e

(15) Q,(B,n) = T,
o2

La pression et les fonctions de corrélation sont données respective-

ment par

1
(16) p,(B,h) = BIAT ln Q,(B,h)
-h £ 0o _-Bu(o)
-1 x€ A x
(17)  <o(x)>,(8.h) - Q (B E, 0(X) e
o}
<o(X) >A(B,h) est ici la valeur moyenne du produit o(X) = [ Gx.

Nous utiliserons dans la suite un isomorphisme naturel entre
les systeémes discrets de gaz et de spins [ZJ, obtenu de la fagon sui-

vante

A toute configuration de spins O dans A, l'on associe les nombres

d'occupation : n_ = %(0x+1) ainsi que l'ensemble
X = {x € A n_ = 1} ; alors
1 1
U(o) = 4 z J(x,x")(n_ - =)(n_, - =)
X 2 x! 2
(x,x') C A
En posant CA(x) = z J(x,x'), on obtient
xt € AN ix}
u(e) I% T ocx) -2 T Cpx) 4k z J(x,x')
x€ A x€X (x,x")C X

et par conséquent

-h I o - BU(0O)
x€n ¥

-2 Z (h-Bc,(x))
8 x€ X
= exp [h,Al -3 éIA CA(x)] e
x

-4 B8 z J(x,x")
(X»X')C X

Le premier facteur ne dépend que de A et disparait dans 1l'expression de

la mesure de Gibbs.



IIi-6,

Le systéme initial de spins avec une condition au bord

"nulle" est donc équivalent a un gaz dont 1l'interaction est donnée

4 J(x,x') et dont l'activité est maintenant fonction de
—Z(h—BCA(x))
Aet de x € A : ZA(X) = e .  Remarquons que la dépendance

par &(x,x"')

spatiale de 1'activité n'est sensible que vers le bord de A et que

1im ZA(X) = exp [— 2h + 28 z J(O,x)].
A -w x £ 0

Compte tenu de l'isomorphisme ainsi introduit, l'on a

(18) 2'le/\(x) =< I (¢ +1)> = z <G(Y)>A.
x€x * A YCX

Limite thermodynamique

Pour des raisons tant physiques que mathématiques, on est
amené a étudier les systémes précédents lorsque A tend vers l'infini
dans un certain sens. On prouve alors que pour certains systémes et
certaines valeurs de B, z (ou h), en particulier & basse activité, la
pression et les fonctions de corrélation ont une limite thermodynami-
que unique, indépendante des conditions au bord : il n'y a qu'un

seul état d'équilibre.

Dans d'autres cas, les fonctions de corrélation ont des 1li-
mites différentes selon les conditions au bord : il existe dans ce cas
plusieurs états d'équilibre obtenus comme combinaisons linéaires
dtétats extremaux ou phases pures ; on dit aussi que 1'on est en un

point de transition de phase.

L'observation des fonctions de corrélation & un point (den-
sité) et a deux points (par la diffusion de neutrons, par exemple)
fournit des renseignements trés significatifs sur les systémes étudiés
en particulier aux transitions de phase et au point critique (discon-

tinuité de la densité, corrélation a longue distance).

Dans 1'étude théorique, on pense qu'en dehors de la région
de transition de phase, d'une part la pression et les fonctions de
corrélations obtenues & la limite thermodynamique restent analytiques

par rapport & B, z (ou h), d'autre part les fonctions de corrélations
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ont des propriétés géométriques de décroissance dans l'espace cor-

respondant a la décroissance du potentiel & 1'infini.

Cette derniére idée a été confirmée depuis longtemps par
le calcul explicite d'Onsager LB] sur le modéle d'Ising & deux di-
mensions et a champ magnétique nul ; plus récemment, de nouveaux ré-
sultats dans ce domaine ont été obtenus dans le cadre de la mécanique

statistique classique rigoureuse.

Dans cet article, nous allons décrire certains de ces ré-
sultats concernant en particulier les liens entre propriétés de dé-

croissance et propriétés d'analyticité (ou de différentiabilité).
Il se révéle essentiel dans cette étude, d!'introduire les
fonctions de corrélation tronquées, ou parties connexes des corréla-

tions, pour un nombre quelconque de points.

Fonctions de corrélation tronquées

, . P T . .
Les fonctions de corrélation tronquées P (X) sont introdui-
tes de facon a décrire les corrélations impliquant simultanément
tous les points de X. Plus précisément, elles sont définies a partir
de P(X) en soustrayant, de toutes les fagons possibles, les corréla-
tions impliquant seulement des sous-groupes de points ; par exemple
T
P (xi) = P(xi)
pf(x ,x,) = #(x ,x,) - P(x ).p(x,)
1’72 1’72 1 2
T T T
0 (Xl’x2’x3) = D(xi,xz,XB) - D(xl).D (xz,x3) - P(xz).P (xj,xl)
- plx,) .0 (x %) - p(x) plx,) P(x,)
3 1’72 1 2 3

et plus généralement

k
T T
(19) PT(X) = p(X) - Z, _H P (X,)
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ou la somme ZX est étendue & toutes les partitions non
{xl,...,xk}

triviales (i.e. : k > 1) de X = (x
Xy eee,X

1”"’XN) en sous-ensembles

1 " {(deux points X, et xj sont distingués par leur indice

. N €ix. = x).
i £ j méme si i J)

Ces équations fournissent, par induction, une définition
des fonctions tronquées en terme de fonctions non tronquées. Par

exemple

T
P (xl’XZ’XB) = p(x1 X, x3) - p(xl) px, x3) - plxy) p(x3,x1)
- p(XB) - P(xl,xz) + 2 D(xl) D(xz) p(XB)'

Plus généralement

T k-1 k
(20) PT(X) = Z (-1) “(k-1)! Ty I P(X,)
k=1 1X1"':’:’S<} i=1
ou la somme EX K est étendue aux partitions de X en k sous-
{)(1,2..,>(k

ensembles non vides X1""’Xk'

Notons que la définition précédente, relative aux fonctions
de corrélations d'un gaz discret ou continu, s'étend aux systémes
de spins sur un réseau par la formule
k
I

(21) <o(x) > - <o(x) > - v <o(x,) >

.
F
i

=1

En outre, l'isomorphisme introduit précédemment entre les systémes
de gaz et de spins sur un réseau caractérisé par la formule (18)
permet d'obtenir la correspondance suivante, trés simple, entre les
fonctions tronquées de deux systémes

A

X T (x) - <o) ST

(22) 2

A

~ 3 T - . 3 . ’ A -
ol les fonctions P (X) sont certaines combinaisons linéaires de fonctions
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, . . T . .
tronquées (voir [4]) et coincident avec P (X) si tous les points
Xy oeee Xy de X sont différents.
Dans des conditions appropriées, par exemple dans une
phase pure, l'on pense que les fonctions de corrélations présentent

des propriétés de factorisation quand des points, ou des groupes

Xi""’xk de points, sont séparés les uns des autres ; plus précisé-
k
ment p(X) - I p(Xi) tend vers zéro lorsque les distances d(Xi’Xj)
i=1

entre les différents clusters tendent vers 1'infini, la décroissance
étant déterminée par les corrélations entre les deux clusters les

plus proches, c'est-a-dire par la plus petite distance d(Xi,Xj).

On peut voir par induction que cette propriété de factori-
sation est équivalente a la propriété suivante de décroissance pour
les fonctions tronquées : pT(X) tend vers zéro dés que des points ou
des clusters sont éloignés les uns des autres, d'une fagon qui dé-
pend maintenant de la plus grande distance d(X',X") ou (X',X") est une

partition de X en deux sous-ensembles quelconques.

T P . .
Cependant, P (X) est défini de telle fagon que sa décrois-
sance devrait &tre plus forte (pour N > 2), et en fait, dépendre de
la séparation de tous les points x ,...,X

1 N
autres (décroissance forte) et pas seulement de la séparation en

les uns par rapport aux
deux clusters.

, . T .
Remarquons qu'une telle décroissance forte de P (X) ntim-

k .
plique pour p(X) - I P(Xi) que la décroissance déja mentionnée.
i=1

Nous verrons qu'une telle décroissance forte est effectivement obte-

nue dans différentes situations.

Dans la partie II, aprés un rappel des développements de
Mayer des fonctions de corrélation & basse activité dans a), nous
déduirons les propriétés de décroissance forte d'un gaz sur un réseau

dans b) lorsque l'interaction a une portée finie et dans c) lorsque
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la portée est infinie. Les résultats sont prouvés d'abord a basse acti-
vité et plus généralement ensuite, en introduisant des hypothéses d'ana-
lycité par rapport a ltactivité. Enfin, dans d) nous prouvons des pro-

priétés de décroissance forte analogues pour un systéme continu convena-

blement discrétisé et & basse activité sans discrétisation.

Dans la partie III, nous rappelons les formules liant les
fonctions tronquées aux dérivées partielles de la pression dans a),
puis nous indiquons les résultats obtenus a partir de la localisation
des zéros de la fonction de partition dans b). Enfin dans c¢) nous pré-
sentons des résultats obtenus par la méthode de la matrice de trans-

fert.

Dans la partie IV, nous décrivons certains résultats généraux
sur les liens entre propriétés de décroissance et propriétés-d'analyti_

cité.
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IT.- PROPRIETES DE DECROISSANCE OBTENUES A PARTIR DES DEVELOPPEMENTS DE

MAYER DES FONCTIONS DE CORRELATION

a) Développements de Mayer & basse activité

Considérons un gaz sur un réseau, dans une boite finie A ;
en posant #(x,x) = + ® , la fonction de partition (4) et les fonctions

de corrélation (6) s'écrivent

n

z,(8,2) - T %2 % e PUX)
n 20 ) x € AR
T | n
(Xi8.2) = 2,082t 2 X 5 2 g U (23)
o
n =0 y € An

les configurations X € A ayant deux points confondus ou plus, donnent

une contribution nulle pour B > 0.

On peut alors montrer [5] que la pression et les fonctions
de corrélation tronquées ont les développements suivants, convergents

a basse activité [7] :

Bp , (B,z) = L z b (B) (24)
A n>o0 Ayn
ol bp () - ;—h T e(X;B) (25)
X € A"
T IX! n .
et BA(X;B,2) = 2 ) ;O 2" Cp L (X:8) (26)
ot CAnXiB) = 2r I e, Y;) (27)
y € A

Ces développements utilisent les fonctions d'Ursell

N (e-SQ(x,x')_

o(X;B) = z 1)
G € QC(X) (x,x') €G
ou la somme z est étendue aux graphes connexes construits sur
€
6 €3 )
X et ou le produit I est étendu a toutes les lignes de G.

(x,x') €aG
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Les fonctions ¢ sont les parties connexes des "fonctions de

Boltzmann" e_sU(X).

En ce qui concerne les gaz continus, on a des développements

analogues, obtenus en remplagant les sommes discretes z par des
.. n
intégrales [ ay Y € A

Al

b) Décroissance forte dans le cas d'une interaction a portée finie

L'argument suivant est une extension de la méthode employée
dans [6] pour prouver certaines propriétés de factorisation des fonc-

tions de corrélations .

Etant donné un potentiel & portée finie A,
(,x-x" > A= 8(x,x'") = 0 et e-B@(x,x')_ 1 = 0), considérons le dé-~
veloppement de Mayer de Pi(X;B,z) et plus particuliérement la décom-
position en graphes connexes des fonctions d'Ursell o(X,Y;B) apparai-
sant dans les coefficients CA,n(X;B)' Il est clair que si un graphe
G € EQC(X,Y) a une contribution non nulle, toutes ses lignes sont de
longueur inférieure ou égale a A ; dans ce cas, on peut construire sur
(X,Y) un arbre connexe de N+n-1 lignes, dont la longueur totale est
< (N+n-1)A. Inversement,si tout arbre connexe construit sur (X,Y) a
une longueur supérieure a (N+n-1)\, ©(X,Y;B) est nécessairement nul.

Cette propriété suggére les définitions suivantes de longueurs atta-

chées a un ensemble de points, introduites dans [4].

i) LX) - Ing A(T) ot UT) = z [x-x1 |
T EY (X) (x,x') €T

et ou ﬂg(X) est l1'ensemble des arbres connexes construits sur X.

L'on a
£(X,Y) > (N+n-1) A = ¢(X,Y;B8) = 0

ii) L(X) = 1Inf Inf L(X3Y)

> = o o &
n =0 Y iyl Yi

Cette longueur est la longueur minimale de tous les arbres connexes
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joignant les points de X avec éventuellement des points intermédiaires

Y en nombre et positions arbitraires ; on a alors

-;—f,(x) < L(X) < L(X) (28)

L'on a de nouveau L(X) > (N+n 1) A ==?-C (X,B) = 0 ; autrement dit,

le développement (29) de (X B,z) ne commence qu'a l'ordre n_ (x),
premier entier positif supérieur ou égal a LX) - N+1. Cette propriété

T

cruciale est a 1'origine du théoréme suivant

THEOREME 1 : Le développement de Mayer de PT

A
-2pB-1 -
e g c(p) 1 et on a la borne suivante

(X;8,z) est absolument
convergent pour lz, <r(Bf) =

pour A fini ou infini

L(X)
-2PBB A
o (X;8,2) | <= r(p) -~ (—!—a—}) (29)
1 - a—i—l (a-l)
r(g)
ol B est la constante de stabilité du potentiel (définie par la formule
(7)) C(B) = z fenBi(O’X)—ll , @ est un nombre réel arbitraire tel
AV
x €Z
r(B)

que 1 < a < Tzﬂ— et 9% (X) est un facteur numérique qui vaut 1 si tous

N sont différents et qui vaut N1!... Np! si XX

n'occupent que p positions différentes apparaissant respectivement

les points xl,...x N

Nl,...,Np fois.
Preuve : Les propriétés d'intégrabili# suivantes des fonctions d'Ursell

sont démontrées directement dans [7] et sont aussi une conséquence sim-

ple de la relation (33) démontrée plus loin

z |w(x1,...,xp;ﬁ)! < e—ZBB (e2BB+1 .C(B)ﬂwl (p-1)1

e o e X

Xpe P

d'ou compte tenu de la définition(27):

-2BB
(X;8) | < (N+n-?)! e
\n n!

A

z A lC N+n-1

r(B)
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On en déduit par un argument combinatoire que

-28B

e (N+n=1)!
n(X;B)I < L (p) Vel (N-1) 'n! To(x)

Ch,

La sommation de la série majorante s'obtient en utilisant 1'identité
suivante pour [t] <1

N+n =1
N-1
(N+n-1)! . n a & °

! N- -t
n dt 1 1

)

o]
WV
o

d'ou le résultat annoncé en utilisant une formule de Cauchy.

N -XL{X
Cette borne est du type AC D(X) e XL{X) o

u A, C et X
sont indépendants de N, X et A et ne dépendent que des paramétres

du systéme z, B, & ; la propriété ainsi prouvée est appelée "strong
cluster property'" dans E4J et [8], le facteur de décroissance spatiale
e XL(X)tient compte, comme annoncé dans l'introduction, de la sépa-
ration de tous les points Xl""’xN’ les uns par rapport aux autres.
Comme nous le verrons dans la partie IV, la dépendance d'une telle
borne par rapport & N est aussi cruciale pour 1'obtention de proprié-

tés d'analyticité.

Le résultat préc8dent n'est obtenu qu'a basse activité ; en
fait, la méthode utilisée implique dans ce cas simultanément 1'analy-

ticité par rapport a z (déja connue) et la décrm issance forte pour

lz] <r(8).

Il semble qu'au moins dans certains cas, l'analyticité de
la pression par rapport a l'activité implique l'unicité de 1'état d'é-~
quilibre et suggére fortement des propriétés de décroissance forte

pour les fonctions de corrélation tronquées.

Dans l'immédiat, nous avons le résultat suivant, un peu plus

faible, mais valable pour tous les potentiels a portée finie.

. .. . T
THEQOREME II : Si pour $ 2 O fini, les fonctions pA(X;B,z) ont un pro-

longement analytique en z dans un domaine ouvert commun® de € con-
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tenant zéro, et satisfont une borne du type
T N
lpa(X58,2) | <a_ ¢ W(x) (30)

ou A et Co sont indépendants de A, N, X et z €® , alors

L(X)
Ao A

}ni(x;ﬁ,z)l < TR Ci Nx) |t(2)] (31)

ou t : z = t(z) est un mapping conforme de ® sur l'intérieur du cercle

unité, tel que t(0) = 0.

Preuve : La méthode utilisée est une adaptation de celles utilisées

dans [6 ].

La mapping t étant choisi tel que t(0) = 0. on a un déve-
loppement du type suivant, absolument convergent pour ,t’ <1

N n

Di(X;E,z(t)) = t t YA’n(X;B) (32)

z
n 2o

ou t = z(t) est le mapping inverse.

I1 est facile de vérifier que YA n(X;B) est une combinaison
k)
linéaire de coefficients C, m(X;B) ou m & n ; par conséquent
b

L{(X) > (N+n-1) A entraine YA n(X;B) = 0 et le développement (32) ne
)

commence, comme précédemment, qu'a 1l'ordre no(X).

. . T
L'analyticité de p,(X;B,z(t)) dans le cercle [t| <1 et la
borne Ao Ci UB(X) dans cette région, impliquent, en utilisant une for-

N , .
mule de Cauchy,que IyA n(X;B), < Ao C0 7@(X), d'ou le résultat annoncé.
b

La formule {31), qui est aussi valable 4 la limite thermody-
namique d'aprés le théoréme de Vitali, est de nouveau une propriété
de "strong clustering' puisque ft(z)] <1 pour z €D . Signalons que
pour z fixé, la décroissance optimale est d'autant plus forte que le

domaine @ est plus grand.
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Nous verrons dans la troisiéme partie que les hypothéses
du théoréme II sont réalisées lorsqu'on a des renseignements suffi-

sants sur la localisation des zéros des fonctions de partition

ZA(E,Z).

c) Décroissance forte dans le cas d'une interaction a portée infinie

Si le potentiel a une portée infinie, la méthode développée
dans b) n'est plus applicable, car, contrairement au cas précédent, les
premiers termes du développement (26) des fonctions tronquées ne sont

pas identiquement nuls, méme si les points de X sont éloignés.

Nous allons voir qu'on peut néanmoins extraire des fonctions

d'Ursell @(X,Y), puis des coefficients C n(X,B), un facteur de dé-

A,
croissance tel qu'a basse activité, QA(X;B,Z) satisfait encore des

propriétés de décroissance forte analogues a (29).

Le point de départ est le lemme suivant, valable pour les

systémes discrets comme pour les systémes continus

LEMME I : Si & est un potentiel stable, on a pour tout X = (xl,...,xn)

N-2

25}3)

lo(X;8) ]| < (e I |K(x,x") | (33)

z
TE€D(X) (x,x'") €ET

~ - - Q !
ou B est la constante de stabilité et K(x,x!') e Pe(x,x )-1

Si,? est un potentiel a ceeur dur, clest-a-dire

®(x,x') = + ® si lx-x'| < a pour un certain a > 0, on a

N=-2 N
lo(x;8)] < (™) z I [K(x,x") | (34)
TE€ &(X) (x,x') €T

ou B est la constante de stabilité et ou

ﬁ(x,x') = Sup %1 - e—BQ(x,x')’ eBA(i - eﬁf(x,x'))} (35)
avec : A = z §_(O,x) , Q_ = Sup {o,—@}

x EZZv
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dans le cas d'un réseau, et

N
A = Sup Sup z é_(O,xi)
N >0 X gee e Xy i=1
U(O’Xl"'xN) <

dans le cas d'un systéme continu.

Ce résultat a été démontré dans [9] et [10] pour des poten-

tiels positifs ou a ceeur dur.

Nous présentons ci-dessous une méthode plus générale [11],
valable pour tout potentiel stable, qui est une adaptation de méthodes
employées pour prouver des bornes (sans décroissance) sur les fonctions

d'Ursell ou leurs intégrales : voir [7] et [12].

Preuve : Soit w({X };X;B) = by I K(x,x') ou
° G€g ( {xo};X) (x,x') € G

gac({XO};X) désigne l'ensemble des graphes construits sur les points

de XO = (xo EEERE N ) et de X = (x ,...,xN), connexes par rapport au

1 N 1
o

bloc Xo et aux points X_ ,...,X, .

1 N

La relation de récurrence suivante du type Kirkwood-Salsburg

se vérifie directement d'aprés la définition précédente

o~
~-BI(X ,x ~
@(iXo};X;B) = e BL( o’ o) z I K(XO,X) . ¢({X° X' 1XNX58)
xCX x € X1
} i X X =X
ou~xO est un point quelconque de o et o o\\{xo} et
I(Xo,xo) = z @(x,xo).
x € X -
o
-BI(X ,x )
.. . o'’ o 2pB
En choisissant le point xo tel que e < e ce

qui est toujours possible griace a la stabilité, on obtient 1'inégalité

suivante par induction sur le nombre total de points No+ N

N +N-2
o ixo};x;ﬁ) | < (2FB) o I [K(x,x") |

z
T € %’({xo};x) (x,x') €T



III - 18.

0y

ou 13({x0};x) désigne 1l'ensemble des graphes construits sur XOX tels

que

i) il m'y a pas de ligne interne dans Xo

ii) le graphe obtenu en identifiant tous les points de Xo est un arbre

connexe.
La borne (33) est obtenue dans le cas particulier ou No = 1,

On peut aussi écrire une relation de récurrence du type

Mayer-Montroll

e({x };x;8) - e PULX) z I k(X ;%) o({X'};x\X";8)
° X'C X x €& Xx °
X1 4 ¢
-BI(X ,x)
ou K(X_jx) = e ° a1

Dans le cas d'un potentiel positif ou a cceur dur, on a [12] :

K(X;y)] < £ K(x,y)
x € X
ol K est défini par (35) ; on obtient par induction sur NO+N
N +N=-2
[s)

lotix_1ix:8) | < (P I Rix,x'),

z
T € "G(ixo};x) (x,x') €T
dtou la borne (34).
Dans la suite nous utiliserons la borne (33), mais des ré-
sultats similaires, et éventuellement meilleurs dans certaines si-

tuations, peuvent &tre obtenus a partir de (34).

Hypotheéses de décroissance du potentiel

Nous supposons désormais que l'on peut écrire
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-8(x,x")

lK(x,x')[: e Ka(x,x') (36)

ou i) & est une distance invariante par translation
§(x,x') = 8(0,x'-x)

ii) z K

x €7V §(0:1x) = C,(B) <=

Ces conditions sont satisfaites en particulier dans les deux cas sui-
vants
1) ¢ est borné par : Cste , e-a]x]

pour [xl suffisamment grand, on peut dans ce cas choisir

8(x,x') = allx-x'f ol 0 < a1< a; alors Ké(o,x) est intégrable.
, . . . Cgte

2) ¢ est borné par l'inverse d'une puissance : IQ(O,x)l <-———————;
(1+|x])

pour lx| suffisamment grand avec s > v ; on peut prendre

8(x,x') = s, 1n (1 + |x-x'l), avec s-Vv > s, >0 ; alors

1
KG(O,X) est intégrable.

Nous définissons & nouveau a partir de la distance 8 appro-

priée, les longueurs suivantes attachées a un ensemble de points

i) £6(X) - It A4(D) ou  4(D) - 5 8(x,x"')
T € G (X) (x,x') €T

ii) Lé(x) = Inf Inf ié(X,Y)
n=0 Y= {yl,...,yn

On a toujours la relation suivante [4] :

17 <7
5 L6(X) SLb(x) \Lé(X)

Les propriétés de décroissance des coeffiéients C n(X;B) sont donnnées

A,
par
LEMME II : Si @ vérifie la propriété de décroissance (36), on a, pour

A fini ou infini
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N+n=-2

(N+n)
(X;8) | < (N-1) In!

N+n-2 -L

(X)
(eZBB) Cé(ﬁ)N+n—1 75(X) o ]

|CA,n

ol Jp(X) est le facteur de multiplicité introduit dans (29), et ou

B est la constante de stabilité.

Preuve : D'aprés le Lemme I et 1'hypothése de décroissance (36)
N+n-2 -L6(X)

lo(X,v;8) | < (2PP) e > I Ky (x,x")
T €% (X,Y) (x,x') €T

le nombre d'arbres construits sur N+n points étant (N+'n)N+n-2 [13],

on a
z r [ =z I Kg(x,xt) ] < (nem) VP07 ¢ (pyNHnt
XpremesXy Yyseoes¥ T €% (X,Y) (x,x') €T

et le résultat annoncé se déduit d'un argument combinatoire.

, T
Chaque terme du développement de Mayer de DA(X;B,Z) a donc
au moins la décroissance spatiale e , ce qui conduit au

THEOREME III : Si ? satisfait la propriété de décroissance (36), le

. T
développement de Mayer de pA(X;B,z) est absolument convergent pour

-28B-
o gB-1 1

|z | <r (B) = 06(5)' , A fini ou imfini, et 1l'on a

N-1
~L ¢ (X)
-2pB+1 |2 g
T G (x) e (37)

lpr',r\(X;B,Z)[ < lz]| e

La praive se déduit immédiatement du lemme II, compte tenu de l'identité

N+n-2
N+n-2)! N-2)! .. .y .
z i—ﬁ?——l—-tn = —i———%TT et de l'inegalité eN+n ?-%gial—*r—— .
n 20 ) (1-t) N+n-2)!

Ce résultat généralise ceux obtenus par J. Groeneveld [9]
et 0. Penrose [10] concernant la décroissance de la fonction a deux
. T

points ¢ (xl,xz).
Remarque : L'hypothése de décroissance (36) implique

IK(x,x')] < Ka(x,x'), et par suite C(B) = CG(B) et r(B) = ré(B) ;
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autrement dit, la méthode consistant a extraire de la décroissance de
chaque terme du développement de Mayer, implique simultanément la di-
minution du rayon de convergence théorique j;on peut dtailleurs véri-

fier que ré(B) est d'autant plus proche de r(f) que la distance § est

voisine de zéro.
De méme que dans le cas des interactions a portée finie, nous
avons le théoréme suivant sur l'extension des propriétés de décréis-

sance forte.

THEOREME IV : Si pour B 2> O fini, les fonctions pi(X;B,z) ont un pro-

longement analytique en z dans un domaine ouvert commun $ de &€ conte=~

nant zéro, et satisfont une borne du type
ot (x;8,2) ] <a ¢ WX (38)
AT o o

ou A et C_ sont indépendants de A, N, X et z €& , alors pour tout
compact & Co , 11 existe des constantes A, C et X indépendantes de

A, N, X et z € A, telles que

- XL . (X)
T N 5 (
lph(xsp,2) | <4 N0 (X e . 39)
Preuve : Soit t : z = t(z) un mapping conforme de & sur l'intérieur
du cercle unité tel que t(0) = O ; on en déduit comme dans le théoré-
me II le développement
T N n
PA(X;B,z(t)) =t Tt YA n(X;E)
n 20 ’
ot t 2z(t) est la mapping inverse, et par conséquent
[y, (X;8)] <a cNm(x) . (40)
An ! o o

D'autre part, si @ est un nombre arbitraire tel que

0 <a<1, il existe, d'aprés le théoréme III des constantes A1 et

01 telles que

-1, (X)

lprf\(X;B,z)l <A, CI;I Wx) e S
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pour tout z dans le cercle de rayon & ré(B); on en déduit par une formule

de Cauchy
—LG(X)
f\//\,n(X;ﬁ)I <A Cl: %) eTN+n
ol T = Inf i,t(z)! : ]z] =(21%(5)}

Soit n un nombre positif quelconque, on a, en utilisant
o

1'inégalité ci-dessus

c, N n -L (X)
z ltnv,\ (X;8) | <A1(—-T1) o (X) b (_J_’i_].) e O
O<n~<no s O<n<no
n
¢, N o  -L (X)
<A () T AT

En utilisant (40)., on a d'autre part,

n

n N t] °
>Z [t V/\,n(X;B)’ <A C 0 (x) TL——LE-T
n =n

[o]

-1
T
Si 1'on choisit n_ = Lé(X) [ln tt 2, ] , on obtient finalement

T N Ao N Ci t
IPA(X;S,Z(t))I < |t| [E—:—T;T c, + 4, () 1) e
d'ou le résultat annoncé par un choix convenable des constantes.

d) Systémes continus

Dans le cas des systémes continus, les démonstrations précé-

dentes des décroissgnces fortes a basse activité ne s'appliquent plus ;

en effet, ces démonstrations (théoréme I et lemme II) reposent sur

une majoration des coefficients CA n(X;B) que l'on obtient par compa-

raison avec les sommes discrétes T lCA n(X;B)I, ce qui n'est

Xy e Xy

plus possible lorsque la somme discréte est remplacée par une imtégrale.
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On peut cependant démontrer des propriétés de décroissince
forte concernant des fonctions de corrélation tronquées "moyennées"

dans l'espace de fagon appropriée [11], par exemple comme suit

Soit a un nombre positif arbitraire, et pour tout x €z
soit xx(.) la fonction caractéristique du cube de c6té a centré en
a.x ; relativement a cette discrétisation de 1'espace, nous définis-
sons les fonctions de corrélation '"moyennées' par :

N X x.(yi)

o _ I —_x
p(x) = [ .l dyi y D(Yla...,yN)
i=1 a

On peut alors vérifier, en utilisation de la définition (19) que
la troncation et l'opération de moyenne commutent,

Xx.(yi)

N i T
p(X) = [ @I dy, ——— 0 (¥, eeu,y.)
. v 1 N
i=1 a
Cela étant, ces fonctions admettent un développement de Mayer conver-

geant a basse activité de la forme

Ei(x;s,z) S EA L(X58)
n=0 ’
ou _ 1 N Xxi(x') n
CanXiB) = gp [ B axp —5— T ay; oX',¥;8)
i=1 a j=1

pourvu que le potentiel & soit stable et que :

c(8) = [ ax {e“BQ(O’X) -1 < e,

On vérifie alors aisément que tous les résultats des sections b) et c¢)
s'étendent aux fonctions tronquées moyennées définies ci-dessus,
ctest-a-dire les propriétés de décroissance forte a basse activité
pour des potentiels a portée finie ou infinie et l'extension de ces

propriétés par des hypothéses supplémentaires d'analyticité et de borne.
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Nous présentons maintenant une méthode nouvelle [21] qui
évite, a basse activité, le recours a la discrétisation pourvu que

le potentiel satisfasse la condition générale suivante analogue a (36).

Hypothése de décroissance du potentiel

Nous supposerons dans cette section que le potentiel est

tel que

-8(x,x")

[K(x,x') | < e Ké(ﬁ) < ® (41)

ou 8 est une distance invariante par translation telle que
1
-7 8§(0,x)
[ ax e = C(8) < e

Ces conditions sont vérifiées en particulier dans les cas

suivants

1) & est borné par Cste e-a’x[ a 1'infini, on peut alors choisir
b(x,x') = a|x—x',.
, Cste N . ..
2) & est borné par — g a 1'infini avec s > 2 v ; dans ce cas
(1 + Ix])
on peut prendre 6(x,x') = s In(1 + lx—x'l).
On a alors le résultat suivant
THEOREME V : Si & est un potentiel stable vérifiant 1'hypothése de
décroissance (41), le développement de Mayer de pi(X;B,z) est absolu-
~28B- - -
ment convergent pour 'z|<:F6(B) = e PB-1 KG(B) 1 c(8) 1, A fini ou
infini et 1'on a
-28B N-1
T 2|z le 28B+1
107 (x;8,2)] < 2| = (]2]2F®*, (3)) z T Hgy(xxtse)
2B8B+1 Cc X '
(1-]2]*PB* Ik (B)c(6)) €6 (X) Gxxt)€ C

(k2)

ou %3(X) est 1l'ensemble des chaines construites sur X et ot la fonction

H définie par :

8,6
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1
n - 2[6(x,y )+ 8(y ¥ )wu.r8(y ,x")
H6 6(x,x';z) - 3 (,Z’ezﬁBHKé(s)) [ ay e 2 1 1’72 n ]
' n=0 Y

(43)

est intégrable par rapport a x-x'.
Preuve : On a d'apreées le lemme I

N-2
lo(x;8) | < (3PP, 5 I K (x,x") |
T € G (X) (x,x') €T

Par conséquent, en utilisant 1'hypothése de décroissance (k1)
N-2 N-1 -4 6(T)

Ké(B) z e
T € % (X)

lo(X;8) ] < (ezﬁB)

ou 4 éT) = z 8(x,x'). Nous montrons dans le lemme III ci-
(x,x') €T
dessous que :
-4 (1) o2 - 21 40
z e < ZET" z e (Lh)
T €% (X) T Cc g (X)

On a donc

1
N+n-2 - =4 (cC)
(N?;in)! z € 20 (45)

cC € % (X,Y)

N+n-2 N+n-1

28B
) KG(B)

lo(X,Y;8) | < 2(e

Or, a chaque chaine C € % (X,Y) nous pouvons associer la chaine

CX € B (X) des points de X pris dans le méme ordre que celui de C ; en
outre, toutes les chaines de ¥ (X,Y) sont obtenues a partir des chaines
de % (X) en "ajoutant'" les points de Y de toutes les facons possibles

la correspondance étant biunivoque. On peut ainsi vérifier que

- 344(0) N - 3hglcy)
day z e = n! T z I [ ay e
N 5 n., v
ny CEBXY) c €98 (X) {no,...,nN}. i=0 M
n. 20,Zn.=n (46)
i i
. . - .. . éme .

ol Ci (1 €£i <N) est la chaine joignant le (i-1) point de C au
. éme ] . . s oae s

i point avec ni points y intermediaires, Co et CN n'ayant qu'lun

point de X et respectivement n et ny points y.
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Le résultat annoncé s'obtient a partir de (45) et (46) en

N+n-2 N+n-1 < eN+n-1

remarquant que (N+n) < (N+n-1) (N+n)! pour N = 2

et n 20, et que

1
- Sl 8(x,y Ve by .y )]
/] aY e 2L 2 n=lone e,
ny
R

La formule (42) est de la forme

leT(x) | < act 2 I H(x,x') (47)
ceeX) (x,x'"y€c¢c

ot H est intégrable par rapport a x~x!'.

Une propriété de ce type est une nouvelle forme de décrois-
sance forte, qui prend en compte la séparation de tous les points les

uns par rapport aux autres.

< , ~a XI < AU .,
Dans le cas ou ¢ est borné par Cste e l a 1'infini, on vé-
-a'lx—x'l

rifie que H (x,x';z) décroit comme e ou a' dépend de z et

g,6

tend vers zéro lorsque Izl - ré(B). Pour le voir, on peut, par exem-
ple, considérer les propriétés d'analyticitépar rapport a k de la

transformée de Fourier de H 5 par rapprt a x-x!
?

£

A
n+1 h6(k)

Ké(B)) ha(k) =

5 n
n 2 (o) 1- ,Z’ e26B+1

28B+1
Ha’é(k;z) = (lzle BB+

Ké(ﬁ)hé(k)

~

a -
ou hé est la transformée de Fourier e 2 x].

Dans le cas ou % est borné par —Lste a 1'infini
s
(1+’x|)

avec s ~ 2y, on peut vérifier directement que H 6(x,x';z) est borné

B,
Cste
(1+!x—x'|)s/2

par pour 'z[ suffisamment petit.

Remarquons enfin que dans le cas d'un gaz sur un réseau, la
formule (47) est en fait équivalente (au moins dans le premier cas
ci-dessus) 4 la propriété de strong clustering introduite dans la

section b).,
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Nous terminerons cette section par la démonstration du :

LEMME III : Soit (E §) un espace métrique quelconque ; alors pour

tout X = (xl,... xN), N = 2, X, € E, on a :

1
_-LG(T) yN-2 -3 !aa(c)
e 2 e

by = )
T € %G (X) T ce (X

AN

ol B(X) est 1l'ensemble des arbres construits sur X et § (X) le sous-

ensemble de @ (X) constitué par les chaines.

Preuve : A chaque arbre T € Qz(XJ, nous associons un ensemble %5T de

chaines obtenues de la fagon suivante

Nous considérons tous les '"parcours" de T ne passant qu'au
plus deux fois par chaque ligne de T, i.e. toutes les suites

(xi N ) , (p =N) telles que

1 p
b
o=1 o
ii) pour tout o < p, (xi ) xi ) est une ligne de T

o a+1

iii) chaque ligne (x,x') de T apparait au moins une fois et au plus
deux fois dans le parcours (xi yesea Xy ).
1 p
Un tel parcours est toujours possible, par exemple en "tour-

nant'" autour de 1l'arbre dans un sSens convenu.

A chaque parcours, (xi RERRE ) nous associons une chaine
1 .
(x. y...,Xx. ) obtenue en Psupprimant tous les x.
J i
1 N o
tels que ia = iB avec B < & (voir figure).

X5
X, M

x,

Arbr\e Pauaurs‘ (’L:/'I?_/Z‘./lg-,l«,/lm,'l;) Chaine (1,/1,;/2,4,2573)
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On a alors par 1l'inégalité triangulaire :

p-1 N-1
2 L (1) 2 £ &(x. ,x. ) = 6(x, ,x,. )
& i i 3 J
a=1 o o+1 =1 o a+1
soit
2 L.(T) =2 4._(C).
6( ) = 5( )
Soit V(T) le nombre total de chaines distinctes associées
a un arbre T par le procédé précédent ; alors

1

e_zé(r) - LT3 2,(C)
= v(T)
C GBT
Par conséquent
- 4 .(T) -1 0
s e < g e 2877 z (1T))
T € % (X) C €% (X) T:CEWGTV

Le dernier facteur est évalué de la facon suivante (en posant § = 0)

T €8 (X) C € ¥ (X) T:CE‘@TV
Or, d'aprés le procédé d'association, V(T) est indépendant de 1'in-
dexation particuliére des points ; il en de méme de z 21 __
TicEg v(T)
’ T

. ~ N! -
qui est donc le méme pour les — chailnes

B ; autrement dit,

1 NN—Z

z = 2
. v(T) N!
T.CE‘&T

d'ou le résultat annoncé.



IIT - 29.

I11.- PROPRIETES DE DECROISSANCE OBTENUES A PARTIR DE LA LOCALISATION DES

ZEROS DE LA FONCTION DE PARTITION ET DE LA MATRICE DE TRANSFERT

a) Les fonctions de corrélation tronquées a activité ou champ

variable

Dans cette partie, nous considérons un systéme discret, un
gaz sur un réseau par exemple, dans une boite A finie arbitraire,
avec une activité z rélle ou complexe, pouvant dépendre du site x

dans A. La fonction de partition est alors définie par

X
2,8,z - £ 1 Z U
n>o0x €A™
X
ou z, = |z % et z0 = I 2z .
A X €A x€x ¥

Les fonctions de corrélation sont données, si ZA(B,ZA) £ 0)
par
X Y

-1 z
p (X;B,z,) =2, "(B,z,) =z z z —
A A A A n > 0 Y 6 /\n n!

e-BU(X,Y)

Il est facile de vérifier par induction, en utilisant la for-

mule (19),que les fonctions de corrélation tronquées vérifient

o (X38.2,) - 20 (I > )inz, (8,2, (48)
x € X x

De maniére analogue, on peut montrer que dans le cas d'un

réseau de spins dans un champ hx dépendant du site, on a
T Ix| d
<®(X) >, (B,h, )=(-1) (1 S ) 1n Q,(Byh ) (49)
x € X b
- z h Ux
x€EA ¥ L-BU(e)

01‘1 Q/\(B’h/\) = Zl\e
[ J

D'autre part, on vérifie, en utilisant par exemple une mé-

thode inspirée de [11], Appendice I, que la pression et les fonctions
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de corrélation tronquées ont les développements suivants, convergents

a basse agtivité

X
-1 z
Bp,(B,2,) = |A] = = p(X;B)
A A nZ0 XE€ A n!
Y
prf\(X;B,zA) -2 5 L e(x,v38).
n20 Y &€ A :

Les résultats des théorémes 1 et III sur les proprietés de
décroissance a basse activité, s'étendent alors au cas ou l'activité
dépend du site, la condition Jz, < r étant remplacée par

V x € A ]z I <r.
X

En ce qui concerne les théorémes dl'extension II et IV,on utili-

sera dans la section b) |, la généralisation suivante

Supposons que pour tout A fini t - z,(t) = lz (t)%
A X

x€ A

soit, pour tout x € A, un mapping conforme du cercle unité dans un

domaine commun & de ¢ contenant zéro, tel que
i) Y x € A, z (0) =0

ii) « € >0, ﬂ r(e) >0 tel que |t| < r(e) implique Y x € A,
[zx(t)[ <e.

Alors

. .. . T
THEQOREME VI : Si pour B > 0 fini, les fonctions pA(X;B,zA(t)) ont un
prolongement analytique en t dans le cercle unité,et satisfont une

borne du type
T N
[oA(X58,2,(£)) ] < a_c_ W(X)

ou Ao et Co sont indépendants de A, N, X et t, on a pour 'tl <1 :

L(X)

A 3

i) IP,T\(X;B,z,\(t))l < T——_——TUCS Nx) |t

si le potentiel a une portée finie A\
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i) [P (X5B,z ()| <A CTYH(X) e

si le potentiel vérifie l'hypothése de décroissance (36), les cons-
tantes A, C et X étant indépendantes de A, N et X, et ne dépendant
que de B, ¢ et t.

Preuve : Pour lt[ suffisamment petit, tous les zx(t) sont dans le

cercle de convergence du développement de Mayer ; on peut donc écrire

2(t) ¥

n!

ol (X582, (1)) = 2()F % z

> ¢ o(X,Y;8)
n=0 Y A

Comme ZX(O) = O,on obtient de la méme fagon que dans les théorémes
II et IV, le développement suivant en t, absolument convergent dans
le cercle unité

T N n !
pA(X;E,zA(t)) =t Tt Y/\,n(X;B)

n=0

ol ¥y! n(X;B) est une combinaison linéaire de @(X,Y;B) avec Y € AP

et n' & n.

Les résultats annoncés sont alors obtenus sans difficulté,

comme précédemment.

b) Résultats obtenus a partirdes zéros de la fonction de partition

Gaz sur un réseau

Le lemme suivant montre que les hypothéses d'analyticité et
de borne des théorémes d'extension II, IV et VI sont réalisées lors-
qu'on a des renseignements suffisants sur les zéros de la fonction de

partition.

LEMME IV : Si pour B > 0 fini et A assez grand, il existe un domaine

D de  tel que ZA(E,ZA) Z 0 lorsque z_ €D,V¥ x € A, alors

. T . .
i) les fonctions OA(X;B,ZA) sont analytiques par rapport aux variables

z dans D
x
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ii) pour tout domaine ® (C D dont la distance au bord de D est stric-
tement positive, il existe des constantes A et C indépendantes de

A, N et X, telles que pour tout z_ € $et tout x € A :
T N
o (X;8,2)] <ac XX).
A A
Preuve : La fonction 1n ZA(B;ZA) étant analytique par rapport aux va-

riables z_ € D, on peut, en utilisant la formule de Cauchy, écrire
x

(k8) sous a forme

PA ’B’ZA =z .\P x, T %x p N.+1
(2im) 1 P I(c -3 ) i
M . X, X.
i=1 i i
N1 Np
st N, TN
pour X = {xl,...,xl,...xp,...,x ! (Yo (x) = N1!...Np!), le contour

d'intégration vy étant pris a 1'intérieur de D.
En posant

Z,(B,z,) =z Q,(B;z

AN X
1

) + RA(B;ZA‘\X )
1 1

1

[zx - a(zl‘\\{X §)J Q,(B;z )

4 1 /\\x1
on obtient
df  ,...,8
T x M (x) *1 x5
pA(X;B,zA)z 7z —
(Ziﬂ)pN1 [ N, P N, +1
E -a(f_ ,...E_ ,z ) (8. -z_ ) I(g -z_)
*4 X5 X, ANX 1% i—2 X1 *

Soit & un domaine de £ , inclus dans D, dont la distance au bord de D

est non nulle ; d'aprés l'hypothese, la racine a(z }) de

A‘\ixi

ZA(B,ZA) par rapport a z_ ne peut étre qu'a l'extérieur de D, d'ou
1

le résultat annoncé par un choix convenable de Y.

Il a été démontré dans [14J, qu'a température suffisamment

haute, la fonction de partition ZA(S;ZA) d'un gaz sur un réseau est

différente de zéro lorsque toutes les activités z sont dans un cer-
x
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tain domaine D du plan complexe, contenant 1l'axe réel positif.

En appliquant le lemme précédent et les théorémes II (po-
tentiel & portée finie), IV (potentiel & portée infinie) ou VI (acti-
vité variable), on obtient les propriétés de décroissance forte cor-

respondantes dans D.

Systémes de spins

Considérons des systémes ferromagnétiques (J(x,x') € 0) ; on

sait [2J qu'd toute température la fonction de partition QA(B,hA) est
différente de zéro dés que ﬁhrhx > 0 pour tout x € A.

En gutre, si QA(B,h) # 0 lorsque le champ unique h appartient
a un certain voisinage complexe de zéro, il en est de méme [15J pour

Q,(Bsh,).

Dans chaque cas, il existe un domaine correspondant Di

(i = 1,2) de € tel que si hx € Di pour tout x € A, alors QA(B,hA) £ 0.

En partant de la formule (49) et en adaptant le lemme 1V,
on montre alors que pour tout domaine § (C D dont la distance au bord
i i

de D est non nulle, il existe des constantes Ai et Ci telles que
I<o(x) > (g,n )| < a.cY W(x) (50)
ATTTTA i'i
dés que h_ EQE pour tout x € A,

En utilisant d'une part, 1l'isomorphisme entre systémes de
spins et gaz sur un réseau, caractérisé par la formule (22), et d'au-
tre part le résultat ci-dessus et le théoréme VI, on prouve que
<U(X)>§(B;h) (o h est ici un champ unique) satisfait des propriétés
de décroissance forte dans@® = ﬁDl U 2)2. Plus précisément, on déduit

de (22) et de (50) qu'il existe des constantes A et C telles que

Ipi(x;s,zA(t))l <ac M)

—2(h(t)-BCA(x))
pour tout t dans le cercle unité, avec zx(t) = e , ou

t = h(t) est un mapping conforme du cercle unité sur & tel que
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h(O) = + @,
On est alors dans les conditions d'application du théoréme
VI, et le résultat annoncé s'obtient en utilisant de nouveau l'isomor=

phisme et la formule (22).

c¢c) Formalisme de la matrice de transfert r16]>et décroissance des

corrélations

Nous considérons ci-dessous un systéme de spins sur un ré-
v . . R .. .
seau - Z avec interactions & plus proche voisin (J(x,x') = 0O si

lx-x’, > 1)et & champ magnétique nul.

Les méthodes suivantes peuvemnt cependant s'étendre a des po-

tentiels plus généraux.

I1 est possible d'étudier un tel systéme en introduisant
une direction privilégiée k du réseau et des boites A de la forme
K X L, ou K est une base constante bornée (de dimension v-1) perpen-
diculaire a E et ou L est un intervalle de Z. Le systéme dans A est
décomposé en "couches" correspondantes de"largeur'" K. Etant donné 1l'en-
semble des configurations ¢ d'une couche et 1'espace vectoriel aﬁK sur €
qu'elles engendrent, la matrice de transfert pour B > 0 fixé est 1l2opé-

rateur symétrique sur ﬁfK défini par ses éléments

H(o) H(gt)
2 *t T3

T(0,0') = exp [-B ( I(o,0"))] (51)

ol H(G) est 1'énergie de la configuration ¢ (voir éq.(12)), et I(o,0!)
est 1'énergie d'interaction entre 0 et ' considérés sur deux cou-
ches successives (I(c,0') = z J({x,x") cx.c".

x

x,x' € K

Nous dénoterons ci-dessous par Xo, A (A = 11 =

1,--.,)\j,l'n) o
cee 2 kj....) et ’O>>,[1.>,...,lj > ,...,les valeurs propres et vec-
teurs propres de T ; le fait que KO > Kl peut é&tre prouvé a l'aide

du théoréme de Perron-Frobénius.

L'on peut vérifier que dans la limite d'un nombre infini

de couches ([LI = + ®)
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~
<g .0 > =<0|o_ ... 0_ |Oo>
K
x1 xN x1 xN K
. '3 -4,
ou : i i
- T ”~ T
c‘ - —", _a— ——
x (k ) o (K )
i o i o

A A
et 0 est l'opérateur sur %GK défini par cx’c > = o g > pour tout

T ~ ond T
< cx . cx >k =<0 cx ...cx o > .
1 N 1 N

Décroissance des corrélations

Pour N = 2, 1'on a
T ~ ~
< o o >k = < o]cX Qo | o >k
1 2 1 2
T N,
ou Q = 1 - ]O > < O’. En utilisant les relations > ,j > = Kl Ij > et
oA ° ©
xl S'K— (j 21), 1'on obtient sans difficulté une décroissance du
o o
L -4
Ki 2 1
type (7~) . On montre que le méme résultat est encore valable
o A
dans la limite d'une longueur K infinie si ~ est strictement infé-
o -
rieur 4 1 dans cette limite. Par un choix convenable de £, on obtient
alors en conséquence pour toutes les configurations x_, x2
-X| %X, -% 1
T 2
<o_ o_ > | <cCe 1 (x >0).
x, X,

type
L -1 L -4 £ -4 L -4
A 1 A 2 1 A 3 2 A N N-1
) e (<) e (5D
A - A A A
o o o o
pour < O, ; Q 3 Q ... Q‘? IO >. Ce terme n'est plus la fonction
X1 X2 XN

de corrélation tronquée, puisqu'il ne correspond qu'a des soustrac-
tions de corrélations dans un ordre donné. La formule suivante peut

cependant s'appliquer
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k

<o ... O 5r:<cﬂ§:Q...Q?;lo>- 2; I<e(x) >

1 N : (m ...m ) 9=1

1 k
ou la somme Z; porte sur toutes les partitions''recouvrantes" de
(14...N) (c'est-a-dire telles que l'ensemble des segments joignant les
points extrémes de chaque partie fasse un recouvrement de 1...N et ou
o(X,) = I ¢ ). On obtient alors aisément par induction une dé-
Lemy i v Nl .

croissance du type (K:) pour < Cxi... GXN >" et plus générale-

ment (par un choix convenable de £ } une borne du type

<o  ...o > <cn
Xl XN

e-XDM)

o C et ¥ sont indépendants de N et X et D(X) est le diamétre de la

configuration X (D(X) = Max xi-x.[).
i,j=1,..,N
, . - x D(X) Mfai "
La decroissance du facteur e est plus "faible'" que
- X : .

celle d'un facteur du type e X L(X) introduit dans la partie II, des

. . . N -
que les points xl... xN ne sont pas alignés. La constante C N! croit

. . N
aussi plus vite pour N » ® que C 5 (X).

Les conséquences de ce type de "faiblesse'", qui sont dues
au fait qu'une direction et un ordre sont privilégiés dans la méthode
de la matrice de transfert, apparaitront clairement dans la partie IV
ol les liens entre propriétés de décroissance et d'analyticité sont

étudiés.

Pour un modéle a une dimension (v = 1), D(X) = L(X). Cepen-
dant méme dans ce cas la seconde '"faiblesse" mentionnée plus haut (N!
au lieu de M (X) subsiste. Dans le cas d'interaction a plus proches
voisins, on peut cependant faire un calcul explicite, qui montre que

cela est dil a l'utilisation par induction de la formule (52). En

fait, la formule suivante semble valable dans ce cas

2N-1 v, (x,  -x.)

<o ee. @ ST (_1)N+1 o 1 11 i 7ist i
*1 *aN by N i1 (39
1" YaN-1 o

ou la somme est étendue aux suites %v ,

1 ""v2N—1} de nombres entiers,
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vl
{8

A,

+
- - - - = 1.
telles que v1 = V2N—1 = 1, vi+1 Vi 1 et vi Z 1

Résultats sur le gap

Comme nous venons de le voir, l'obtention de propriétés de
décroissance est liée ékla persistance d'un '"gap" au sommet du spectre de la
matrice de transfert ( Ki < 1), dans la limite d'une largeur K infinie.
Cela a d'abord éteé prouvg par Onsager [3] par un calcul explicite
dans le cas d'un systéme ferromagnétique a 2 dimensions, a interac-
tions entre plus proches voisins et a 8 < BC (il a été montré que la

. -1 . . p s -1
température d'Onsager EO coincide avec la température critique BC

au-dessous de laquelle il y a transition de phase).

Plus récemment, la persistance du gap a été prouvée dans

les cas suivants

i) 4 haute température et, pour chaque phase pure, a basse tempéra-
ture, la dimension v étant quelconque [17].
ii) a h =0 et B > Bc pour chaque phase pure dans le modele a 2 di-

mensions d'Onsager [18].
iii) a 1'aide de 1'isomorphisme de Lee et Yang et du théoréme récent sui-
vant, di a Lebowitz et Penrose E19], dans le cas d'un gaz sur un

réseau.

THEOREME VII : Si pour B > 0 fixé et pour tout A assez grand, il exis-

te un domaine commun® de & contenant zéro tel que z €2 implique
ZA(B;Z) # 0, alors il y a persistance du gap a la limite thermodyna-

mique pour tout z €& .

Remarquons que pour une activité z arbitraire , réelle ou
complexe, la matrice de transfert correspondante, relative au gaz
sur un réseau, n'est pas, en général, symétrique ; le gap est alors
défini par rapport aux deux plus grands modules des valeurs spectrales

ko(z) et Xl(z).
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Ce résultat a des liens étroits avec les théorémes de la
section b). L'hypothése ZA(B;Z) #Z 0 (ou z est une activité unique)
semble cependant plus faible que l1'hypothése correspondante sur

z (B;z,) (o z, = |z } ), bien qu'elle coincide pour des sys-
A A A
x € A
temes ferromagnétiques.

Le théoreme est prouvé dans [19] en montrant que pour cha-

Ki(z,K)
que largeur K, la fonction v(z,K) = 1n ]X—T;—ETI est une fonction sous-
b
o}

harmonigque dede z et Im z pour tout z € @ .

Un lemme sur les fonctions sous-harmoniques montre que si,
pour une suite croissante de K. la suite des fonctions négatives
v(zo,K) prend des valeurs arbitrairement petites en un point z donné
arbitraire de & , alors il en est de méme pour "presque'" tous les
points de &) ([19] lemme 1).

I1 ne peut en &tre ainsi dans le cas étudié en effet, en

.

vue de la décroissance exponentielle des corrélations & basse activité
énoncée précédemment dans la partie II, on montre que v(z,K) ne peut

s'approcher de zéro pour lzl petit.

ANALYTICITE ET PROPRIETES DE DECROISSANCE ; QUELQUES RESULTATS GENERAUX

De l'analyticité aux propriétés de décroissance

Nous avons vu dans les parties II et III que l'analyticité
joue un rdle important dans 1l'obtention des propriétés de décrois-
sance. En particulier, l'analyticité par rapport a z des corrélations
dans un domaine & contenant z = O, est l'hypothése de base des théo-
rémes II, IV et VI. Ces théorémes utilisent, par ailleurs, comme hy~
pothése une borne uniforme dans @ (indépendante de N, X, A). Ces hy-
pothéses sont vérifiées dans le cas de l'absence de zéro de ZA(B;ZA)
(voir partie III) ou encore dans le cas ol les corrélations sont ana-
lytiques par rapport aux variables 2 €& et ol l'on a une borne sur

la fonction a 1 point pA(x;B,zA).
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Par ailleurs, des résultats plus généraux peuvent étre ob-
tenus en utilisant des hypotheses d'analyticité par rapport a 8, .ou

dtautres constantes de couplage.

I1 n'est pas encore connu si 1'analyticité de la pression
seule par rapport a z, et non de 1l'ensemble des corrélations, est

suffisante en général.

Certains résultats sur les potentiels positifs (ou systé-
mes de spins astiferromagnétiques), ainsi que le résultat ci-dessus

de la référence [19J suggérent qu'il pourrait en étre ainsi.
La condition ZA(B,Z) £ 0 dans ® de [19] implique en fait 1ta-
nalyticité de la pression, mais non a priori celle des fonctions de

corrélation.

Des propriétés de décroissance a 1l'analyticité

Réciproquement, il est facile de voir que des propriétés de
décroissance des corrélations en des points réels (B,z) impliquent

des propriétés de régularité ou d'analyticité en ces points.

Ceci découle des relations reliant 1les dérivées de la pres-
sion, ou des corrélations, a des sommes (ou intégrales) de fonctions

de corrélation tronquées. Par exemple

n bnp/\ (g ,2 ) = 1 z pT(X.B ,z ) (53)
%o ﬁo - o o T7I x € A" AP % 53

L'on obtient par exemple le théoréme suivant

THEOREME VIII : Si en un point (Eo,zo) réel, les fonctions de corréla-

tion tronquées Pi satisfont, pour tout A suffisamment grand, la pro-

priété de décroissance forte

'pi (X;8,2) | <A c" 5 I H(x-x") (54)

T €% (X) (x,x') €T

ol H est une fonction intégrable ( I y H(x) < ®) indépendante de
x €7z
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N, X, A et si les fonctions DA ont une limite thermodynamique (A -®)
au point (8 .z ),alors la pression et les fonctions de corrélation

o o
sont analytiques par rapport & z au point (Bo,zo) (pour A fini ocu

infini).

Preuve ; Le résultat pour la pression par exemple se déduit de la for-

mule (53) impliquant dans ce cas

ou D est indépendant de / et de n.
l1'analyticité des corrélations se démontre de la méme fagon.

Des méthodes analogues permettent aussi d'obtenir des proprié-
tés d'analyticité par rapport a B, ou d'autres existantes de coupla-
ge, a partir debornes appropriées, étendant (54), sur des fonctions
de corrélation "partiellement" tronquées {(c'est-a-dire tronquées par

rapport a des groupes de points).

Théoréme d'équivalence

N N

Nous nous restreignons par simplicité a des potentiels a
portée finie ou a décroissance exponentielle et a un gaz sur un ré-

seau. A l'aide de la reélation (28), 1'on démontre 1'équivalence en-

tre des propriétés de décroissance forte du type (39) ou du type (54)
avec pour H une fonction exponentiellement décroissante (l'une entrainpe
'autre et réciproquement, avec éventuellement des constantes diffé-

rentes).

Les théoremes II, IV et VIII permettent alors d!'établir

THEOREME IX : Les deux propriétés suivantes sont équivalentes (pour

B >0 fixé)

i) analyticité des corrélations QA dans un voisinage complexe
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(dans € ) indépendant de A, N, X d'un intervalle réel ]O,zo], et

o (x58.2) | <& ¢ W(x)

dans ce voisinage.

ii) propriétés de décroissance forte du type (39) ou (54), en cha-

o

que point z réel de ]O,zoj.

Preuve : Le fait que (i) implique (ii) découle des théorémes II ou IV.
Le fait que (ii) impliquel'analyticité dans un voisinage complexe de
]O,zo] découle du théoréme VIII. L'on peut montrer de plus que la pro-
priété de décroissance forte en un point z implique non seulement l'a-
nalyticité en ce point, mais de plus une propriété de décroissance

analogue dans un voisinage complexe de z , en particulier la borne

[p;r\[ < ach Mx).

Des résultats analogues utilisant l'analyticité par rapport

aux variables z_s X € A sont obtenus.

Propriétés de régularité

Dans la partie II des propriétés de décroissance des cor-
rélations ont été obtenues a partir de propriétés d'analyticité. En vue
du théoréme VIII, 1'on peut réciprogquement déduire des propriétés dtana-

lyticité a partir de décroissance forte.

I1 n'existe cependant jusqu'a présent pas de situation pour
laquelle une décroissance forte a été prouvée alors que l'analyticité

n'était pas connue, ou supposée.

D'autre part, la section III ¢) décrit des situations ou des
propriétés de décroissance plus ''faibles" ont été obtenues en des points
réels ol il n'existait pas d'information directe sur l'analyticité ou
la régularité par rapport &4 h : en particulier, a h = 0 et B < BC ou
B > Bc pour chaque phase pure, dans le systéme d'Ising ferromagnéti-

que a deux dimensions et a interactions a plus proches voisins.
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Ces résultats ne sont plus suffisants pour prouver 1'ana-
lyticité, mais permettent cependant (par des procédés un peu plus
compliqués) de déduire au moins que la pression et les fonctions de

corrélation sont (dans la limite thermodynamique) infiniment diffé-

rentiables [20].

Cela pose la question intéressante suivante : l'on stattend
physiquement en dehors de la région de transition de phases a des
propriétés de décroissance forte et d'analyticité. Qu'en est-il pour
chaque phase pure dans la région de transition de phases? Les décrois-
sances fortes, si elles pouvaient &tre prouvées impliqueraient non
seulement 1'infinie différentiabilité, mais 1'analyticité (c'est-a-
dire l'existence de prolongements analytiques des fonctions obtenues
par exemple pour h > 0 ou h < 0 a travers la région h = 0. 8 > BC,

dans le systéme considéré ci-dessus).

Cette question est aujourd'hui controversée et il ne semble

pas y avoir d'unanimité chez les spécialistes.
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